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Аннотация. Диамантом называется пятиэлементная решетка M3, которая
является наименьшей недистрибутивной модулярной решеткой. Мы устанав-
ливаем дуальную эквивалентность категории, объектами которой являются
биалгебраические решетки, принадлежащие многообразию, порожденному M3,
а морфизмами – полные гомоморфизмы решеток, и категории, объектами ко-
торой являются так называемые M3-пространства, упорядоченные простран-
ства с отношением эквивалентности, а морфизмами – так называемые
M3-морфизмы. Аналогичный результат был установлен ранее В. Дзёбяком
и вторым автором для пентагона N5, наименьшей немодулярной решетки с пя-
тью элементами. Так называемые N5-пространства и M3-пространства имеют
различную структуру. Однако, N5-морфизмы и M3-морфизмы соответственно
возникают благодаря использованию классического понятия – понятия мини-
мального покрытия элемента решетки.
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Введение

Как следует из аннотации, мы устанавливаем дуальную эквивалентность двух кате-
горий: категории B3, объектами которой являются биалгебраические решетки, принадле-
жащие многообразию, порожденному M3 (которое совпадает с классом SP(M3)), а мор-
физмами – полные гомоморфизмы решеток, и категории M3, объектами которой являются
упорядоченные пространства с отношением эквивалентности (так называемые
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M3-пространства), а морфизмами – так называемые M3-морфизмы, сохраняющие струк-
туру M3-пространств, см. определение 6 ниже (напомним, что решетка L называется би-
алгебраической, если сама решетка L и двойственная ей решетка L∂ являются алгебраи-
ческими).

Дуальная эквивалентность, речь о которой идет выше, установлена посредством двух
функторов: функтора F : M3 → B3, который каждому M3-пространству сопоставляет ре-
шетку его идеалов, и функтора G : B3 → M3, который каждой биалгебраической решетке L
из многообразия SP(M3) сопоставляет M3-пространство, построенное на множестве CJ(L)
всех вполне ∨-неразложимых элементов решетки L, структура которого отражает свой-
ства минимальных покрытий в решетке L. Представленная здесь дуальная эквивалент-
ность расширяет дуальную эквивалентность Биркгофа для категории биалгебраических
дистрибутивных решеток с полными гомоморфизмами и категории частично упорядочен-
ных множеств с монотонными отображениями в качестве морфизмов.

Первый результат о дуальности для конечно порожденного недистрибутивного мно-
гообразия решеток был установлен в работах [1, 2]; в них было доказано, что категория
биалгебраических решеток, принадлежащих многообразию SP(N5), порожденному пента-
гоном N5, дуально эквивалентна категории N5-пространств, упорядоченных пространств
с дополнительной структурой. Основываясь на идеях работ [1,2], похожие дуальности бы-
ли установлены в [3, 4] для многообразия решеток SP(L6) и в [5, 6] для многообразий,
порожденных малыми решетками подпорядков.

Понятие M3-пространства базируется на идеях из [1,2]. В наших доказательствах мы
используем также и методы из [1,2]. Наша терминология по теории решеток соответствует
монографии Р.Фриза, Я. Ежека и Дж.Б.Нейшна [7].

1. Основные понятия

Для решетки L пусть J(L) обозначает множество всех ∨-неразложимых элементов
решетки L, а CJ(L) – множество всех вполне ∨-неразложимых элементов в L. Пусть также
CJP (L) обозначает множество всех вполне ∨-неразложимых элементов в L, которые яв-
ляются ∨-простыми, а CJNP (L) – множество всех вполне ∨-неразложимых элементов в L,
которые не ∨-просты. Ясно, что CJP (L) ∪ CJNP (L) = CJ(L) ⊆ J(L).

Процитируем здесь несколько утверждений, которыми мы будем пользоваться в даль-
нейшем.

Предложение 1 ([3, следствие 2]). Пусть L является J-решеткой для некоторого мно-
жества J ⊆ J(L). Следующие условия равносильны.

1) L является 2-дистрибутивной решеткой.
2) Если a ≤ b0 ∨ . . . ∨ bm является минимальным покрытием для элементов

a, b0, . . . , bm ∈ J , то m = 1.

Предложение 2 ([4, следствие 5]). Пусть L является 2-дистрибутивной J-решеткой
для некоторого множества J ⊆ J(L). Следующие условия равносильны.
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1) Тождество (C1) выполнено на L.
2) Каждый элемент a ∈ J имеет не более одного минимального покрытия.

Предложение 3 ([9, предложение 5]). Пусть L является 2-дистрибутивной J-решеткой
для некоторого множества J ⊆ J(L). Следующие условия равносильны.

1) Если a ≤ b ∨ c является минимальным покрытием для элементов a, b, c ∈ J ,
то b ≤ a ∨ c.

2) Решетка L модулярна.

Предложение 4 ([9, предложение 9]). Квазимногообразие SP(M3) [(0, 1)-]решеток явля-
ется многообразием. Более того, L ∈ SP(M3) тогда и только тогда, когда L является
2-дистрибутивной модулярной решеткой, удовлетворяющей тождеству (C1).

Предложение 5 ([9, предложение 6]). Пусть L является J-решеткой для некоторо-
го множества J ⊆ J(L) и пусть L является 2-дистрибутивной модулярной решет-
кой, удовлетворяющей тождеству (C1). Если {b, c} ∈ M(a) для некоторых a, b, c ∈ J ,
то

{
{a, c}

}
= M(b).

2. Категория M3

2.1. Определение M3-пространства и M3-морфизма. Как и в [7], для подмно-
жеств A,B решетки L мы пишем A ≪ B, если для каждого a ∈ A существует b ∈ B, такой
что a ≤ b. В этом случае мы говорим, что множество A утончает множество B.

Определение 6. Рассмотрим систему S = ⟨S,≤, R⟩, где S – множество, а ≤ и R – два
бинарных отношения на S. Назовем S M3-пространством, если

(s1) ≤ является частичным порядком на S;
(s2) R ⊆ S2 является отношением эквивалентности на S, причем для a, b, c, d, e, f ∈ S

выполнены следующие условия:
1) [a]R является антицепью; более того, множество [a]R либо одноэлементно, либо

содержит три элемента;
2) если [a]R = {a, b, c} и a, b ≤ d, то c ≤ d;
3) если [a]R = {a, b, c}, [d]R = {d} и d ≤ a, то d ≪ {b, c};
4) если [a]R = {a, b, c}, [d]R = {d, e, f} и d ≤ a, то либо d ≪ {b, c}, либо {e, f} ≪ {b, c}.

Полагаем X(S) =
{
s ∈ S | [s]R одноэлементно

}
и Y (S) = S\X(S).

Пусть S = ⟨S,≤, R⟩ и S′ = ⟨S ′,≤, R⟩ являются M3-пространствами. Тогда φ : S → S′

называется M3-морфизмом, если выполнены следующие условия:
(m1) φ отображает S в S ′ ∪

{
{a, b} | a, b ∈ X(S ′)

}
;

(m2) если u, v ∈ S таковы, что φ(u), φ(v) ∈ S ′ и u ≤ v, то φ(u) ≤ φ(v);
(m3) φ(x) ∈ X(S ′) для всех x ∈ X(S);
(m4) для всех a ∈ Y (S) с условием [a]R = {a, b, c} выполнено следующее:
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1) если φ(a) ∈ X(S ′), то выполнено одно из следующих условий:
• φ(b) =

{
φ(a), φ(c)

}
⊆ X(S ′);

• φ(c) =
{
φ(a), φ(b)

}
⊆ X(S ′);

• φ(a) ≤ φ(b) = φ(c) ∈ X(S ′);
• φ(b) ≤ φ(a) = φ(c) и φ(b), φ(c) ∈ X(S ′);
• φ(c) ≤ φ(a) = φ(b) и φ(b), φ(c) ∈ X(S ′);

2) если φ(a) ∈ Y (S ′), то
[
φ(a)

]
R
=
{
φ(a), φ(b), φ(c)

}
⊆ Y (S ′);

3) если φ(a) /∈ S ′, то φ(a) =
{
φ(b), φ(c)

}
⊆ X(S ′) является антицепью: более того,

φ(a) ≪ φ(u) для каждого u ∈ S с условием a ≤ u.

Пусть S0, S1, S2 являются M3-пространствами и пусть φ0 : S0 → S1, φ1 : S1 → S2 яв-
ляются M3-морфизмами. Определим композицию φ0 ◦φ1 : S0 → S2 M3-морфизмов φ0 и φ1

следующим образом. Пусть a ∈ S0.
(c1) Если φ0(a) ∈ S1, то φ0 ◦ φ1(a) = φ1φ0(a).
(c2) Если φ0(a) /∈ S1, то [a]R = {a, b, c} в S0 и

φ0 ◦ φ1(a) =


φ1φ0(b), если φ1φ0(c) ≤ φ1φ0(b);

φ1φ0(c), если φ1φ0(b) ≤ φ1φ0(c);

{φ1φ0(b), φ1φ0(c)}, если {φ1φ0(b), φ1φ0(c)} является антицепью.

2.2. Композиция M3-морфизмов.

Лемма 7. Пусть S0, S1, S2 – M3-пространства и пусть φ0 : S0 → S1, φ1 : S1 → S2 явля-
ются M3-морфизмами. Тогда φ0 ◦ φ1 также является M3-морфизмом.

Доказательство. Для краткости полагаем φ = φ0 ◦ φ1. Нам требуется установить, что
условия (m1)–(m4) определения 6 выполнены для φ. Действительно, условия (m1) и (m3),
очевидно, выполняются для φ.

Утверждение 1. Условие (m2) выполняется для φ.

Доказательство утверждения. Пусть u, v ∈ S0 таковы, что u ≤ v и φ(u), φ(v) ∈ S2. Со-
гласно (c1)–(c2), возможны следующие случаи.

Случай 1 : φ0(u), φ0(v) ∈ S1. В этом случае φ0(u) ≤ φ0(v) в силу (m2), примененного к φ0,
и φ(u) = φ1φ0(u) ≤ φ1φ0(v) = φ(v) в силу (m2), примененного к φ1.

Случай 2 : φ0(u) ∈ S1, φ0(v) /∈ S1. В силу условий (m4-c) и (c2) это означает, что
φ0(v) =

{
φ0(a), φ0(b)

}
⊆ X(S1) является антиценью, где [v]R = {v, a, b} в S0, и

φ(v) = max
{
φ1φ0(a), φ1φ0(b)

}
= max

{
φ(a), φ(b)

}
.

Применяя (s2-c) и (s2-d) к неравенству u ≤ v, мы получаем, что либо u ≪ {a, b}, либо
[u]R = {u, c, d} в S0 и {c, d} ≪ {a, b}. В первом случае мы применяем (m2)–(m3) к φ0 и φ1
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и получаем, что φ0(u) ≪
{
φ0(a), φ0(b)} и

φ(u) = φ1φ0(u) ≪
{
φ1φ0(a), φ1φ0(b)

}
=
{
φ(a), φ(b)

}
.

Следовательно, φ(u) ≤ max
{
φ(a), φ(b)

}
= φ(v), что и требовалось.

Рассмотрим теперь случай, когда {c, d} ≪ {a, b}. Имеется две возможности:
φ0(u) ∈ X(S1) и φ0(u) ∈ Y (S1). Рассмотрим их по отдельности.

Случай 2.1 : φ0(u) ∈ X(S1). Покажем, что в этом случае φ0(u) ≪
{
φ0(a), φ0(b)

}
. Действи-

тельно, применяя (m4-b) к φ0, мы получаем одну из следующих возможностей.
• φ0(c) =

{
φ0(u), φ0(d)

}
⊆ X(S1). В этом случае, применяя (m4-c) к φ0 и используя

тот факт, что c ≪ {a, b}, имеем:

φ0(u) ≪ φ0(c) ≪
{
φ0(a), φ0(b)

}
,

что и требовалось.
• φ0(d) =

{
φ0(u), φ0(c)

}
⊆ X(S1). Этот случай симметричен предыдущему.

• φ0(u) ≤ φ0(c) = φ0(d) ∈ X(S1). В этом случае, применяя (m2)–(m3) к φ0 и исполь-
зуя тот факт, что {c, d} ≪ {a, b}, мы получаем:

φ0(u) ≤ φ0(c) ≪
{
φ0(a), φ0(b)}

что и требовалось.
• φ0(c) ≤ φ0(u) = φ0(d) ∈ X(S1). В этом случае мы применяем (m2)–(m3) к φ0

и получаем, что φ0(u) = φ0(d) ≪
{
φ0(a), φ0(b)}, что и требовалось.

• φ0(d) ≤ φ0(u) = φ0(c) ∈ X(S1). Этот случай симметричен предыдущему.

Следовательно, мы получаем, что φ0(u) ≪
{
φ0(a), φ0(b)

}
в любом случае. Как и вы-

ше, применяя (m2)–(m3) к φ1, мы делаем вывод, что

φ(u) = φ1φ0(u) ≤ max
{
φ1φ0(a), φ1φ0(b)

}
= φ(v).

Случай 2.2 : φ0(u) ∈ Y (S1). В этом случае в силу (m4-b), примененного к φ0 получаем,
что [φ0(u)]R =

{
φ0(u), φ0(c), φ0(d)

}
⊆ Y (S1), а

{
φ0(c), φ0(d)

}
≪
{
φ0(a), φ0(b)

}
в силу (m2),

примененного к φ0, и того факта, что {c, d} ≪ {a, b}. Так как φ(u) ∈ S2 согласно нашему
предположению, возможны следующие случаи.

Случай 2.2.1 : φ(u) = φ1φ0(u) ∈ X(S2). В этом случае мы применяем (m4-a) к φ1 и полу-
чаем следующие возможности.

• φ(c) =
{
φ1φ0(u), φ1φ0(d)

}
=
{
φ(u), φ(d)

}
⊆ X(S2). В этом случае, применяя (m4-c)

к φ1 и используя свойство φ0(c) ≪
{
φ0(a), φ0(b)

}
, мы получаем:

φ(c) = φ1φ0(c) ≪
{
φ1φ0(a), φ1φ0(b)

}
=
{
φ(a), φ(b)

}
≪ max

{
φ(a), φ(b)

}
= φ(v).
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В частности, φ(u) ≤ φ(v), поэтому (m2) выполняется для φ.
• φ(d) =

{
φ1φ0(u), φ1φ0(c)

}
=
{
φ(u), φ(c)

}
⊆ X(S2). Этот случай симметричен преды-

дущему.
• φ(u) = φ1φ0(u) ≤ φ1φ0(c) = φ1φ0(d) ∈ X(S2). В этом случае мы применяем

(m2)–(m3) к φ1 и получаем:

φ(u) = φ1φ0(u) ≤ φ1φ0(c) ≤ max
{
φ1φ0(a), φ1φ0(b)} = φ(v).

Таким образом, (m2) выполняется для φ.
• φ(c) = φ1φ0(c) ≤ φ1φ0(u) = φ1φ0(d) ∈ X(S2). В этом случаем мы применяем

(m2)–(m3) к φ1 и получаем:

φ(u) = φ1φ0(u) = φ1φ0(d) ≤ max
{
φ1φ0(a), φ1φ0(b)} = φ(v),

т. е. (m2) выполнено для φ.
• φ(d) = φ1φ0(d) ≤ φ1φ0(u) = φ1φ0(c) ∈ X(S2). Этот случай симметричен предыду-

щему.

Таким образом, в каждом из возможных случаев мы получили требуемое неравен-
ство φ(u) ≤ φ(v).

Случай 2.2.2 : φ(u) = φ1φ0(u) ∈ Y (S2). Применяя в этом случае (m2)–(m3) и (m4-b) к φ1,
мы получаем, что [φ(u)]R =

{
φ(u), φ(c), φ(d)

}
⊆ Y (S2) и

{
φ(c), φ(d)

}
≪
{
φ(a), φ(b)

}
.

В силу (s2-b) имеем φ(u) ≪
{
φ(a), φ(b)

}
. Следовательно,

φ(u) ≤ max
{
φ(a), φ(b)

}
= φ(v),

что и требовалось.

Случай 3 : φ0(u) /∈ S1. Мы применяем в этом случае (m4-c) к φ0 и получаем,
что φ0(u) ≪ φ0(v). Поэтому φ(u) = maxφ1φ0(u) ≤ φ1φ0(v) = φ(v) в силу (m2)–(m3), при-
мененных к φ1.

Утверждение 2. Условие (m4-a) выполнено для φ.

Доказательство утверждения. Пусть [a]R = {a, b, c} и пусть φ(a) ∈ X(S2). В силу усло-
вия (m4), примененного к φ0, возможны следующие три случая.

Случай 1 : φ0(a) ∈ X(S1). В силу свойства (m4-a) M3-морфизма φ0 возможен один из сле-
дующих подслучаев.

• φ0(b) =
{
φ0(a), φ0(c)

}
⊆ X(S1). В этом случае мы применяем (m3) к φ1 и получаем,

что
{
φ(a), φ(c)

}
=
{
φ1φ0(a), φ1φ0(c)

}
⊆ X(S2). Далее, в силу (c2) имеем

φ(b) = φ1φ0(b) =
{
φ1φ0(a), φ1φ0(c)

}
=
{
φ(a), φ(c)

}
⊆ X(S2)
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(и поэтому первое заключение в (m4-a) выполнено для φ), либо

φ(b) = φ1φ0(b) = max
{
φ1φ0(a), φ1φ0(c)

}
= max

{
φ(a), φ(c)

}
∈ X(S2)

(и поэтому одно из трех последних заключений в (m4-a) выполнено для φ).
• φ0(c) =

{
φ0(a), φ0(b)

}
⊆ X(S1). Этот случай симметричен предыдущему.

• φ0(a) ≤ φ0(b) = φ0(c) ∈ X(S1). В этом случае мы применяем (m2)–(m3) к φ1 и по-
лучаем, что

φ(a) = φ1φ0(a) ≤ φ1φ0(b) = φ1φ0(c) = φ(b) = φ(c) ∈ X(S1),

т. е. третье заключение в (m4-a) выполнено для φ.
• φ0(b) ≤ φ0(a) = φ0(c) и φ0(b), φ0(c) ∈ X(S1). Этот случай симметричен третьему

случаю.
• φ0(c) ≤ φ0(a) = φ0(b) и φ0(b), φ0(c) ∈ X(S1). Этот случай также симметричен тре-

тьему случаю.

Следовательно, одно из пяти заключений в (m4-a) выполнено для φ в каждом из
возможных случаев.

Случай 2 : φ0(a) ∈ Y (S1) и [φ0(a)]R =
{
φ0(a), φ0(b), φ0(c)

}
. В этом случае применяем (m4-a)

к φ1 и получаем, что одно из пяти возможных заключений в (m4-a) выполнено для φ.

Случай 3 : φ0(a) =
{
φ0(b), φ0(c)

}
⊆ X(S1). В этом случае имеем:

φ(a) = φ1φ0(a) = max
{
φ1φ0(b), φ1φ0(c)

}
= max

{
φ(b), φ(c)

}
в силу (m2)–(m3) и (c2), примененных к φ1. Следовательно, одно из последних двух за-
ключений в (m4-a) выполнено для φ.

Утверждение 3. Условие (m4-b) выполнено для φ.

Доказательство утверждения. Пусть φ(a) ∈ Y (S2) для некоторого a ∈ S0, такого что
[a]R = {a, b, c}. В силу (m3)–(m4) и (c2), примененных к φ0, это означает, что φ0(a) ∈ Y (S1)

и [φ0(a)]R =
{
φ0(a), φ0(b), φ0(c)

}
. Далее, применяем (m4-b) к φ1 и заключаем, что

[φ(a)]R = [φ1φ0(a)]R =
{
φ1φ0(a), φ1φ0(b), φ1φ0(c)

}
=
{
φ(a), φ(b), φ(c)

}
,

что и требовалось.

Утверждение 4. Условие (m4-c) выполняется для φ.

Доказательство утверждения. Предположим, что элемент a ∈ S0 таков, что φ(a) /∈ S2.
В силу (m3) и (c2), примененных к φ0 и φ1, это означает, что a ∈ Y (S0). Пусть
[a]R = {a, b, c} в S0. В силу (m3)–(m4) и (c2) возможны следующие два случая.
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Случай 1 : φ0(a) ∈ Y (S1) и [φ0(a)]R =
{
φ0(a), φ0(b), φ0(c)

}
⊆ Y (S1). В этом случае множе-

ство
φ(a) = φ1φ0(a) =

{
φ1φ0(b), φ1φ0(c)

}
=
{
φ(b), φ(c)

}
⊆ X(S2)

является антицепью по нашему предположению и свойству (m4-c) M3-морфизма φ1. Пред-
положим, что a ≤ u в S0. Возможен один из следующих двух подслучаев.

Случай 1.1 : φ0(u) ∈ S1. В этом случае φ0(a)≤φ0(u) в силу свойства (m2) M3-морфизма φ0.
Таким образом, φ(a) = φ1φ0(a) ≪ φ1φ0(u) = φ(u) в силу свойства (m4-c) M3-морфизма φ1.

Случай 1.2 : φ0(u) /∈ S1. В этом случае u ∈ Y (S0) и φ0(u) =
{
φ0(d), φ0(e)

}
⊆ X(S1) в силу

свойства (m4-c) M3-морфизма φ0, где [u]R = {u, d, e} в S0. Применяя (s2-c) и (s2-d) к нера-
венству a ≤ u в S0, получаем, что либо a ≪ {d, e}, либо {b, c} ≪ {d, e}. В первом случае
мы применяем (m2) к φ0 и получаем, что φ0(a) ≪

{
φ0(d), φ0(e)

}
. Поэтому

φ(a) = φ1φ0(a) ≪
{
φ1φ0(d), φ1φ0(e)

}
≪ φ1φ0(u) = φ(u)

по свойствам (m3) и (m4-c) M3-морфизма φ1. Во втором случае применяем (m2)–(m3) к φ0

и получаем, что
{
φ0(b), φ0(c)

}
≪
{
φ0(d), φ0(e)

}
. Поэтому

φ(a) = φ1φ0(a) =
{
φ1φ0(b), φ1φ0(c)

}
≪
{
φ1φ0(d), φ1φ0(e)

}
≪ φ1φ0(u) = φ(u)

в силу свойств (m3) и (m4-c) M3-морфизма φ1.

Случай 2 : φ0(a) /∈ S1. В этом случае мы получаем в силу свойства (m4-c) M3-морфизма φ0,
что φ0(a) =

{
φ0(b), φ0(c)

}
. Тогда множество

φ(a) = φ1φ0(a) =
{
φ1φ0(b), φ1φ0(c)

}
=
{
φ(b), φ(c)

}
⊆ X(S2)

является антицепью по свойствам (c2) и (m3) M3-морфизма φ1. Предположим, что
a ≤ u в S0. Мы применяем (m4-c) к φ0 и неравенству a ≤ u и получаем, что
φ0(a) ≪ φ0(u). Следовательно, φ(a) = φ1φ0(a) ≪ φ1φ0(u) = φ(u) в силу свойства (m2)
M3-морфизма φ1 и (c2).

Ассоциативность композиции ◦ M3-морфизмов устанавливается в точности как
в [2, следствие 5.2], см. также [2, замечание 2.3]. Доказательство леммы 7 завершено.

2.3. Категории M3 и B3. Через M3 мы обозначаем категорию, объектами которой
являются M3-пространства, а морфизмами – M3-морфизмы. Через B3 обозначаем катего-
рию, объектами которой являются биалгебраические решетки, принадлежащие многооб-
разию SP(M3), порожденному диамантом (см. предложение 4), а морфизмами – полные
гомоморфизмы решеток.
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3. Идеалы в M3-пространствах: контравариантный функтор
из M3 в B3

3.1. Функтор F на объектах.

Определение 8. Пусть S = ⟨S,≤, R⟩ – M3-пространство. Подмножество I ⊆ S называется
идеалом M3-пространства S, если I является нижним конусом относительно ≤, облада-
ющим следующим свойством:

если [a]R = {a, b, c} в S и a, b ∈ I, то c ∈ I.

Ясно, что множество F(S) всех идеалов в S частично упорядочено относительно включе-
ния ⊆. Более того, ∅ является наименьшим, а S – наибольшим идеалом в S.

Лемма 9. Пусть S = ⟨S,≤, R⟩ – M3-пространство. Для произвольного нижнего конуса
Z = ↓Z ⊆ S множество

Z = Z ∪
{
c ∈ S | [c]R = {a, b, c} и a, b ∈ Z

}
образует наименьший идеал S, содержащий Z.

Доказательство. Полагаем Z ′ =
{
c ∈ S | [c]R = {a, b, c} и a, b ∈ Z

}
; тогда Z = Z ∪ Z ′.

Ясно, что Z ⊆ W для каждого идеала W в S с условием Z ⊆ W . Таким образом, остается
проверить, что Z является идеалом в S.

Действительно, пусть элемент u ∈ S таков, что u ≤ c ∈ Z. Если c ∈ Z, то u ∈ Z ⊆ Z,
поскольку Z образует нижний конус. Пусть c ∈ Z ′; тогда c ∈ Y (S), [c]R = {a, b, c} в S
и a, b ∈ Z. В силу условий (s2-c) и (s2-d) определения 6 либо u ≪ {a, b}, либо u ∈ Y (S),
[u]R = {u, d, e} и {d, e} ≪ {a, b}. Так как a, b ∈ Z = ↓Z, в первом случае получаем включе-
ние u ∈ Z ⊆ Z, а во втором – включение d, e ∈ Z и, следовательно, u ∈ Z. Таким образом,
Z является нижним конусом.

Предположим теперь, что элемент u ∈ Y (S) таков, что [u]R = {u, a, b} в S и a, b ∈ Z.
Если a, b ∈ Z, то u ∈ Z ′ ⊆ Z. Если, скажем, a ∈ Z ′, то u, b ∈ Z ⊆ Z. Следовательно, u ∈ Z

в любом случае. Мы доказали, что Z действительно является идеалом в S.

Из леммы 9 вытекает

Лемма 10. Для произвольного семейства {Ik ∈ F(S) | k ∈ K} идеалов M3-пространства S
имеем

1)
∧

k∈K Ik =
⋂

k∈K Ik;

2)
∨

k∈K Ik =
⋃

k∈K Ik =
⋃

k∈K Ik ∪
{
c ∈ S | [c]R = {a, b, c} и a, b ∈

⋃
k∈K Ik

}
;

3) если семейство {Ik ∈ F(S) | k ∈ K} направлено вверх относительно ⊆,
то

∨
k∈K Ik =

⋃
k∈K Ik.
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Доказательство следующего утверждения не представляет трудностей и использу-
ет лемму 10; рассуждения аналогичны представленным в доказательстве [2, утвержде-
ние 3.3].

Лемма 11. Пусть S = ⟨S,≤, R⟩ – M3-пространство, пусть a ∈ S, а I – идеал в S. Спра-
ведливы следующие утверждения.

1) ↓a является компактным элементом в F(S).
2) I является вполне ∨-неразложимым элементом в F(S) тогда и только тогда,

когда I = ↓b для некоторого b ∈ S.
3) I является вполне ∨-простым элементом в F(S) тогда и только тогда, когда

I = ↓b для некоторого b ∈ S с условием [b]R = {b}.
4) ↓a является ∨-простым элементом в F(S) тогда и только тогда, когда [a]R = {a}.

Теорема 12. Если S = ⟨S,≤, R⟩ – M3-пространство, то F(S) является биалгебаической
решеткой и F(S) ∈ SP(M3).

Доказательство. Поскольку I =
⋃

a∈I ↓a для каждого I ∈ F(S), мы получаем
по лемме 10 (i)–(ii) и лемме 11 (i), что F(S) является алгебраической решеткой. Точно
так же, как и в доказательстве [2, утверждение 3.3], получаем, что решетка F(S) непре-
рывна вниз. Следовательно, F(S) – биалгебраическая решетка.

Утверждение 1. F(S) является J-решеткой, где J = CJ
(
F(S)

)
– множество всех вполне

∨-неразложимых элементов из F(S).

Доказательство утверждения. Из леммы 11 (ii) следует, что каждый элемент из F(S) яв-
ляется объединением некоторого множества элементов из J . Далее, пусть I ⊆ I0 ∨ . . .∨ Ik
является нетривиальным покрытием для некоторого I ∈ J ; в этом случае I = ↓a по лем-
ме 11 (ii) и a ∈ I0 ∪ . . . ∪ Ik по лемме 10 (ii). Так как покрытие ↓a ⊆ I0∨. . .∨Ik нетривиально,
мы заключаем, что a /∈ I0 ∪ . . .∪ Ik. Следовательно, [a]R = {a, b, c} в S, и b ∈ Im, c ∈ In для
некоторых m,n ⩽ k.

Отсюда следует, что ↓a ⊆ ↓b ∨ ↓c является единственным минимальным покрытием
для ↓a и {↓b, ↓c} ≪ {I0, . . . , Ik}.

Из доказательства утверждения 1 получаем следующее

Утверждение 2. Для каждого a ∈ Y (S), такого что [a]R = {a, b, c}, ↓a ⊆ ↓b ∨ ↓c явля-
ется единственным минимальным покрытием для ↓a.

Из утверждений 1–2 и предложения 1 мы получаем такое

Утверждение 3. Решетка F(S) 2-дистрибутивна.

Следующее утверждение вытекает из утверждений 1–3 выше, леммы 11 (iv) и пред-
ложения 2.

Утверждение 4. Тождество (C1) истинно на решетке F(S).
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Из утверждений 1–3 и предложения 3 мы получаем

Утверждение 5. Решетка F(S) модулярна.

Из утверждений 3–5 выше и предложения 4 получаем, что F(S) ∈ SP(M3).

3.2. Функтор F на морфизмах. Пусть S = ⟨S,≤, R⟩ и S′ = ⟨S ′,≤, R⟩ – M3-простран-
ства и пусть φ : S → S′ – M3-морфизм. Если Z ′ ⊆ S ′, то мы полагаем, как и в работе [2]:

φ−1(Z ′) = {z ∈ S | φ(x) ∈ Z ′} ∪ {z ∈ S | φ(z) ⊆ Z ′}.

Рассмотрим следующее отображение:

F(φ) : F(S′) → F(S), F(φ) : Z ′ 7→ φ−1(Z ′).

Предложение 13. Если S и S′ – M3-пространства, а φ : S → S′ – M3-морфизм, то
F(φ) : F(S′) → F(S) является полным гомоморфизмом решеток.

Доказательство. Сначала покажем, что отображение F(φ) определено корректно.

Утверждение 1. F(φ)(I ′) ∈ F(S) для любого I ′ ∈ F(S).

Доказательство утверждения. Полагаем для краткости I = F(φ)(I ′) = φ−1(I ′). Нам нуж-
но показать, что I ∈ F(S). Покажем сначала, что I является нижним конусом в S. Пусть
b ≤ a ∈ I в S. Возможны следующие случаи.

Случай 1 : φ(a)∈ I ′ и φ(b)∈ S ′. В этом случае мы получаем в силу (m2), что φ(b)≤φ(a) ∈ I ′.
Поэтому φ(b) ∈ I ′, так как I ′ является нижним конусом. Следовательно, b ∈ I.

Случай 2 : φ(a) ∈ I ′ и φ(b) /∈ S ′. В этом случае b ∈ Y (S) и [b]R = {b, c, d} ⊆ Y (S).
В силу (m4-c) имеем φ(c), φ(d) ∈ X(S ′) и φ(b) =

{
φ(c), φ(d)

}
≪ φ(a) ∈ I ′. Так как I ′ явля-

ется нижним конусом, φ(b) =
{
φ(c), φ(d)

}
⊆ I ′ и b ∈ φ−1(I ′) = I.

Случай 3 : φ(a) ⊆ I ′ и φ(b) ∈ S ′. В силу (m4-c) получаем, что a ∈ Y (S), [a]R = {a, c, d} для
некоторых c, d ∈ S и φ(a) =

{
φ(c), φ(d)

}
⊆ X(S ′). Возможны два подслучая.

Случай 3.1 : [b]R = {b}. Поскольку b ≤ a, мы получаем в силу (s3-c), что b ≪ {c, d}.
Таким образом, φ(b) ≪

{
φ(c), φ(d)

}
⊆ I ′. Поскольку I ′ является нижним конусом,

φ(b) ∈ I ′ и b ∈ I.

Случай 3.2 : [b]R = {b, e, f} ⊆ Y (S). Так как b ≤ a, мы получаем с использованием (s3-d),
что либо b ≪ {c, d}, либо {e, f} ≪ {c, d}. В первом случае рассуждаем как в случае 3.1
выше и получаем, что b ∈ I. Предположим поэтому, что {e, f} ≪ {c, d}. Вновь возможны
два подслучая.
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Случай 3.2.1 : φ(b) ∈ X(S ′). В силу (m4-a) выполняется одно из следующих условий.
• φ(e) =

{
φ(b), φ(f)

}
⊆ X(S ′). Поскольку e ≪ {c, d}, мы имеем в силу (m4-c) ра-

венство φ(e) =
{
φ(b), φ(f)

}
≪
{
φ(c), φ(d)

}
= φ(a) ⊆ I ′. Таким образом, φ(b) ∈ I ′

и b ∈ I.
• φ(f) =

{
φ(b), φ(e)

}
⊆ X(S ′). Этот случай симметричен предыдущему.

• φ(e) ≤ φ(b) = φ(f) ≪
{
φ(c), φ(d)

}
= φ(a) ⊆ I ′. Так как I ′ является нижним кону-

сом, мы получаем, что φ(b) ∈ I ′ и b ∈ I.
• φ(f) ≤ φ(b) = φ(e) ≪

{
φ(c), φ(d)

}
= φ(a) ⊆ I ′. Этот случай симметричен преды-

дущему.
• φ(b) ≤ φ(e) = φ(f) ≪

{
φ(c), φ(d)

}
= φ(a) ⊆ I ′. Разбор этого случая аналогичен преды-

дущему.

Случай 3.2.2 : φ(b) ∈ Y (S ′). В этом случае мы применяем (m4-b) и получаем, что

[φ(b)]R =
{
φ(b), φ(e), φ(f)

}
⊆ Y (S ′).

Поскольку
{
φ(e), φ(f)

}
≪
{
φ(c), φ(d)

}
= φ(a) ⊆ I ′ в силу (m2), φ(e), φ(f) ∈ I ′ и φ(b) ∈ I ′,

так как I ′ является идеалом. Следовательно, b ∈ I.

Случай 4 : φ(a) ⊆ I ′ и φ(b) /∈ S ′. Это означает, что b ∈ Y (S) и [b]R = {b, e, f} ⊆ Y (S) в S.
Кроме того, φ(b) =

{
φ(e), φ(f)

}
⊆ X(S ′) в силу (m4-c). Более того,

φ(b) =
{
φ(e), φ(f)

}
≪ φ(a) ⊆ I ′

в силу свойства (m4-c), примененного к неравенству b ≤ a. Поскольку I ′ является нижним
конусом, φ(b) ⊆ I ′ и b ∈ I.

Тот факт, что второе условие из определения идеала M3-пространства, также вы-
полнено, проверяется непосредственно.

Утверждение 2. F(φ) является полным гомоморфизмом решеток.

Доказательство утверждения. Ясно, что F(φ)(∅)=φ−1(∅) = ∅ и F(φ)(S ′)=φ−1(S ′) = S.
Остается показать, что F(φ) сохраняет произвольные непустые объединения и пересече-
ния. Для этого рассмотрим произвольное непустое семейство {Ik | k ∈ K} ⊆ F(S′)

идеалов в S ′. Имеем:

F(φ)

(⋂
k∈K

Ik

)
= φ−1

(⋂
k∈K

Ik

)
=
⋂
k∈K

φ−1(Ik) =
⋂
k∈K

F(φ)(Ik).

Следовательно, F(φ) сохраняет произвольные пересечения и поэтому сохраняет порядок.
Отсюда следует, что

∨
k∈K F(φ)(Ik) ⊆ F(φ)

(∨
k∈K Ik

)
. Для установления обратного вклю-

чения рассмотрим произвольный элемент a ∈ F(φ)
(∨

k∈K Ik
)
= φ−1

(∨
k∈K Ik

)
. Возможны

три случая.
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Случай 1 : a ∈ X(S). Это означает в силу (m3) и леммы 10 (ii), что φ(a) ∈ X(′)

и φ(a) ∈
⋃

k∈K Ik. Таким образом, φ(a) ∈ Ij для некоторого j ∈ K, поэтому

a ∈ φ−1(Ij) = F(φ)(Ij) ⊆
∨
k∈K

F(φ)(Ik).

Случай 2 : a ∈ Y (S) и φ(a) ∈ S ′. В этом случае [a]R = {a, b, c} ⊆ Y (S) в S. Применяя (m4-b),
мы получаем, что [φ(a)]R=

{
φ(a), φ(b), φ(c)

}
⊆Y (S ′) и φ(a) ∈

∨
k∈K Ik. Если φ(a) ∈

⋃
k∈K Ik,

то рассуждая как в случае 1, получаем, что a ∈
∨

k∈K F(φ)(Ik). В противном случае
φ(b), φ(c) ∈

⋃
k∈K Ik по лемме 10 (ii), откуда b, c ∈

⋃
k∈K φ−1(Ik) =

⋃
k∈K F(φ)(Ik). Посколь-

ку
∨

k∈K F(φ)(Ik) является идеалом и содержит элементы b и c, мы заключаем, что
a ∈

∨
k∈K F(φ)(Ik).

Случай 3 : a ∈ Y (S) и φ(a) /∈ S ′. В этом случае [a]R = {a, b, c} ⊆ Y (S) в S. Таким образом,
мы получаем в силу (m4-c), что φ(a)=

{
φ(b), φ(c)

}
⊆ X(S ′) и

{
φ(b), φ(c)

}
= φ(a) ⊆

⋃
k∈K Ik

по лемме 10 (ii). Следовательно, b, c ∈ φ−1
(⋃

k∈K Ik
)
=
⋃

k∈K φ−1(Ik) =
⋃

k∈K F(φ)(Ik). По-
скольку

∨
k∈K F(φ)(Ik) является идеалом и содержит элементы b и c, заключаем, что

a ∈
∨

k∈K F(φ)(Ik).

В любом случае имеет место включение
∨

k∈K F(φ)(Ik) ⊆ F(φ)
(∨

k∈K Ik
)
, что и дока-

зывает требуемое равенство.

Доказательство предложения 13 завершено.

Как и в работе [2], из предложения 13 мы получаем следующее утверждение.

Следствие 14. F : M3 → B3 является контравариантным функтором.

4. Контравариантный функтор из B3 в M3

4.1. Функтор G на объектах. Для решетки L ∈ B3 полагаем

G(L) = ⟨G(L),≤, R⟩,

где G(L) = CJ(L), ≤ является частичным порядком на G(L), унаследованным из L,
а R является таким отношением эквивалентности на G(L), что для каждого a ∈ G(L)

имеем

[a]R = {a}, если a ∈ CJP (L);

[a]R = {a, b, c}, если a ∈ CJNP (L) и a ≤ b ∨ c является (единственным)

минимальным покрытием для a в L.

Из предложения 2 и предложения 5 следует, что отношение R определено корректно. Более
того, X

(
G(L)

)
= CJP (L) и Y

(
G(L)

)
= CJNP (L).
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Замечание 15. Может случиться, что G(L) = ∅ (это произойдет в случае, когда решет-
ка L одноэлементна). Мы считаем пустое множество объектом категории M3, см. опреде-
ление 6.

Предложение 16. Если L ∈ B3, то G(L) ∈ M3.

Доказательство. Мы рассматриваем свойства (s1)–(s2) из определения 6. Свойство (s1)
выполняется тривиальным образом. Свойства (s2)-(a) и (s2)-(b) выполняются по опре-
делению отношения R на G(L), см. выше. Если [a]R = {a, b, c} и [d]R = {d} в G(L), то
a ≤ b∨ c является минимальным покрытием, а d является ∨-простым элементом. Поэтому
если d ≤ a, то d ≤ b ∨ c и d ≪ {b, c} в силу простоты элемента d. Следовательно, свойство
(s2)-(c) также выполняется.

Если [a]R = {a, b, c} и [d]R = {d, e, f} в G(L), то a ≤ b ∨ c и d ≤ e ∨ f являются ми-
нимальными покрытиями. Поэтому если d ≤ a, то d ≤ e ∨ f . Последнее покрытие либо
тривиально, либо нетривиально. В первом случае d ≪ {b, c}. В силу [8, предложение 8.5],
L является J-решеткой для J = CJ(L). Таким образом, {e, f} ≪ {b, c} во втором случае
по предложению 2. Следовательно, свойство (s2)-(d) выполнено.

4.2. Функтор G на морфизмах. Следуя работе [2], для полных решеток L,M и пол-
ного гомоморфизма g : M → L рассмотрим отображение

βg : L → M, βg : a 7→
∧

{b ∈ M | a ≤ g(b)}.

Лемма 17 ([2, лемма 4.2]). Пусть L,M – биалгебраические решетки и пусть g : M → L

является полным гомоморфизмом (0, 1)-решеток. Справедливы следующие утверждения.
1) a ≤ gβg(a) для всех a ∈ L и βgg(b) ≤ b для всех b ∈ M .
2) gβgg(b) = g(b) для всех b ∈ M . В частности, a = gβg(a) для всех a ∈ L, если

g является отображением “на”.
3) βggβg(a) = βg(a) для всех a ∈ L.
4) βg

(∨
i∈I ai

)
=
∨

i∈I βg(ai) для любых ai ∈ L, i ∈ I.
5) Если x ∈ CJP (L), то βg(x) ∈ CJP (M).
6) Для каждого b ∈ L, такого что βg(b) ∈ CJ(M), существует y ∈ CJ(L), с усло-

вием βg(b) = βg(y). Более того, y ∈ CJNP (L), как только βg(b) ∈ CJNP (M).
7) Если g разнозначно, то для каждого b ∈ CJ(M) существует a ∈ CJ(L), такой

что βg(a) = b.
8) Если g является отображением “на”, то βg(a) ∈ CJ(M) для каждого a ∈ CJ(L),

а ограничение βg на CJ(L) является разнозначным отображением из CJ(L)

в CJ(M).

Следующие два утверждения вытекают из предложения 2 и [8, предложение 10.2].



Многообразие SP(M3). II. Дуальность 81

Лемма 18. Пусть L,M ∈ SP(M3) – полные биалгебраические решетки и пусть
g : M → L – полный гомоморфизм. Если элемент a ∈ CJNP (L) таков, что βg(a) ∈ CJ(M),
то

{
βg(b), βg(c)

}
∈ MM

(
βg(b)

)
, где {b, c} ∈ ML(a). В частности,{
βg(a), βg(b), βg(c)

}
⊆ CJNP (M).

Доказательство. По предложению 2 и [8, предложение 10.2 (iii)]{
βg(b), βg(c)

}
∈ MM

(
βg(b)

)
;

более того, это минимальное покрытие единственно по предложению 2. Из предложения 5
следует, что

{
βg(a), βg(b), βg(c)

}
⊆ CJNP (M).

Лемма 19. Пусть L,M ∈ SP(M3) – полные биалгебраические решетки и пусть
g : M → L – полный гомоморфизм. Если элемент a ∈ CJ(L) таков, что βg(a) /∈ CJ(M),
то a ∈ CJNP (L), множество {βg(b), βg(c)} ⊆ CJP (M) является антицепью,
а βg(a) = βg(b) ∨ βg(c), где {b, c} ∈ ML(a).

Доказательство. По предложению 5 имеем {a, c} ∈ ML(b) и {a, b} ∈ ML(c). Поскольку
βg(a) /∈ CJ(M), используя предложение 2 и [8, предложение 10.2 (iii)], заключаем, что
βg(a) = βg(b) ∨ βg(c); более того, {βg(b), βg(c)} ⊆ CJ(M). Это множество является антице-
пью; в противном случае мы бы имели βg(a) ∈ {βg(b), βg(c)} ⊆ CJ(M), что противоречило
бы нашему предположению об элементе βg(a). Если βg(b) ∈ CJNP (M), то мы применяем
лемму 18 к этому элементу и получаем, что

βg(a) ∈
{
βg(a), βg(b), βg(c)

}
⊆ CJ(M).

Но этого не может быть в силу нашего предположения об элементе βg(a). Таким образом,
βg(b) ∈ CJP (M).

Как и в работе [2], для решеток L,M ∈ B3 и полного гомоморфизма g : M → L опре-
делим отображение G(g) : G(L) → G(M) следующим образом. Для элемента a ∈ CJ(L) по-
лагаем

G(g)(a) =

βg(a), если βg(a) ∈ CJ(M);

{βg(b), βg(c)}, если βg(a) /∈ CJ(M) и [a]R = {a, b, c}.

Предложение 20. Пусть L,M ∈ B3 и пусть g : M → L – полный гомоморфизм. Тогда
G(g) : G(L) → G(M) является M3-морфизмом.

Доказательство. Мы используем определение 6. Свойство (m1) следует непосредственно
из определения G(g) и леммы 19. Свойство (m2) вытекает из леммы 17 (iv),
а свойство (m3) – из леммы 17 (v). Установим, что (m4) также выполнено. Действительно,
пусть элемент a ∈ CJNP (L) = Y

(
G(L)

)
таков, что [a]R = {a, b, c} в G(L). По определению
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это означает, что a ≤ b∨ c является минимальным покрытием в L. Предложение 5 влечет,
что покрытия b ≤ a ∨ c и c ≤ a ∨ b также минимальны в L.

Утверждение 1. (m4-a) выполняется для G(g).

Доказательство утверждения. Предположим, что G(g)(a) ∈ X
(
G(M)

)
= CJP (M). Для эле-

ментов G(g)(b) и G(g)(c) возможны три случая.

Случай 1 : G(g)(b),G(g)(c) ∈ G(M). В этом случае G(g)(b) = βg(b) ∈ CJ(M)

и G(g)(b) = βg(c) ∈ CJ(M). Если G(g)(b) ∈ CJNP (M) или G(g)(c) ∈ CJNP (M), то мы приме-
няем лемму 18 к b или к c соответственно и получаем, что

{
βg(a), βg(b), βg(c)

}
⊆ CJNP (M),

что противоречит нашему предположению об элементе a. Таким образом,{
βg(a), βg(b), βg(c)

}
⊆ CJP (M).

Поскольку a ≤ b ∨ c, b ≤ a ∨ c и c ≤ a ∨ b in L, мы заключаем в силу леммы 17 (iv), что

βg(a) ≤ βg(b) ∨ βg(c), βg(b) ≤ βg(a) ∨ βg(c), βg(c) ≤ βg(a) ∨ βg(b).

Так как каждый элемент из множества
{
βg(a), βg(b), βg(c)

}
является ∨-простым, имеем

βg(a) ≪
{
βg(b), βg(c)

}
, βg(b) ≪

{
βg(a), βg(c)

}
, βg(c) ≪

{
βg(a), βg(b)

}
.

Это означает, что для G(g) выполняется одно из трех последних заключений в (m4-a).

Случай 2 : G(g)(b) /∈ G(M). В этом случае

G(g)(b) =
{
βg(a), βg(c)

}
=
{
G(g)(a),G(g)(c)

}
⊆ CJP (M)

по лемме 19. Следовательно, для G(g) выполнено первое заключение из (m4-a).

Случай 3 : G(g)(c) /∈ G(M). В этом случае

G(g)(c) =
{
βg(a), βg(b)

}
=
{
G(g)(a),G(g)(b)

}
⊆ CJP (M)

по лемме 19. Поэтому для G(g) выполнено второе заключение из (m4-a).

Свойство (m4-b) для G(g) следует из леммы 18.

Утверждение 2. (m4-c) выполняется для G(g).

Доказательство утверждения. Если G(g)(a) /∈ G(M), то из леммы 19 следует, что

G(g)(a) =
{
βg(b), βg(c)

}
=
{
G(g)(b),G(g)(c)

}
⊆ X

(
G(M)

)
.

Более того, βg(a) = G(g)(b) ∨ G(g)(c). Пусть элемент u ∈ G(L) таков, что a ≤ u в L. Воз-
можны два случая.
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Случай 1 : G(g)(u) ∈ G(M). В этом случае G(g)(u) = βg(u). По лемме 17 (iv) имеем:

G(g)(u) = βg(u) ≥ βg(a) = G(g)(b) ∨ G(g)(c).

Следовательно, G(g)(a) =
{
G(g)(b),G(g)(c)

}
≪ G(g)(u), что и требовалось.

Случай 2 : G(g)(u) /∈ G(M). Это означает, что найдутся v, w ∈ CJ(L), такие что u ≤ v ∨ w

является минимальным покрытием в L. Таким образом, [u]R = {u, v, w} в G(L),
G(g)(u) =

{
G(g)(v),G(g)(w)

}
, а βg(u) = G(g)(v)∨ G(g)(w) в силу леммы 19. Далее, по лем-

ме 17 (iv) получаем:

G(g)(b),G(g)(c) ≤ G(g)(b) ∨ G(g)(c) = βg(a) ≤ βg(u) = G(g)(v) ∨ G(g)(w).

Поскольку G(g)(b) и G(g)(c) являются ∨-простыми элементами, мы заключаем, что

G(g)(a) =
{
βg(b), βg(c)

}
≪
{
βg(v), βg(w)

}
= G(g)(u),

что и требовалось.

Доказательство предложения 20 завершено.

Предложение 21. G : B3 → M3 является контравариантным функтором.

Доказательство. Из предложений 16 и 20 вытекает, что G определен корректно. Пусть
L0, L1, L2 ∈ B3 и пусть g0 : L0 → L1, g1 : L1 → L2 – полные гомоморфизмы решеток. Для
краткости полагаем g = g1g0; тогда из доказательства [2, предложение 4.6] следует, что
βg = βg0βg1 . Из предложения 20 получаем, что G(g0) и G(g1) являются M3-морфизмами.
Нам нужно проверить, что G(g) = G(g0 ◦ g1)(z) = G(g0)G(g1)(z) для всех z ∈ G(L2). Для
краткости полагаем:

X0 = CJP (L0), Y0 = CJNP (L0);

X1 = CJP (L1), Y1 = CJNP (L1);

X2 = CJP (L2), Y2 = CJNP (L2).

Возможны следующие случаи.

Случай 1 : G(g1)(z) ∈ G(L1) и G(g0)G(g1)(z) ∈ G(L0). В этом случае

G(g0)G(g1)(z) = G(g0)βg1(z) = βg0βg1(z) = βg(z) = G(g)(z).

Случай 2 : G(g1)(z) ∈ G(L1) и G(g0)G(g1)(z) /∈ G(L0). В этом случае G(g1)(z) ∈ Y1 в силу
условия (m3), примененного к G(g0), и z ∈ Y2 в силу условия (m3), примененного к G(g1).
Таким образом, [z]R = {z, a, b} для некоторых a, b ∈ Y2, а

[G(g1)(z)]R =
{
G(g1)(z),G(g1)(a),G(g1)(b)

}
=
{
βg1(z), βg1(a), βg1(b)

}
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в силу условия (m4-b), примененного G(g1). Следовательно, принимая во внимание наше
предположение и применяя условие (m4-c) к G(g0), мы получаем, что множество

G(g0)G(g1)(z) = {βg0βg1(a), βg0βg1(b)} = {βg(a), βg(b)} ⊆ X0

является антицепью. В силу (m4-a) и (m4-b), примененных к G(g0), имеем βg(z) /∈ S0.
Следовательно, βg(z) = βg(a)∨ βg(b) является несократимой суммой по лемме 19. Отсюда
следует, что G(g)(z) /∈ S0, и поэтому

G(g0)G(g1)(z) = {βg(a), βg(b)} = G(g)(z).

Случай 3 : G(g1)(z) /∈ G(L1) и G(g0)G(g1)(z) /∈ G(L0). В этом случае z ∈ Y2 в силу усло-
вия (m3), примененного к G(g1). Таким образом, [z]R = {z, a, b} для некоторых a, b ∈ Y2,
а множество G(g1)(z) = {βg1(a), βg1(b)} =

{
G(g1)(a),G(g1)(b)

}
⊆ X1 является антицепью. По-

этому

G(g0)G(g1)(z) =
{
G(g0)G(g1)(a),G(g0)G(g1)(b)

}
=
{
βg0βg1(a), βg0βg1(b)

}
=
{
βg(a), βg(b)

}
,

а множество {βg(a), βg(b)} ⊆ X0 является антицепью в силу (c2) и (m3) из определения 6,
примененных к G(g0). Отсюда следует, что βg(z) /∈ S0 в силу (m4-a) и (m4-b) из определе-
ния 6. Поэтому

G(g)(z) = {βg(a), βg(b)} = G(g0)G(g1)(z).

Случай 4 : G(g1)(z) /∈ G(L1) и G(g0)G(g1)(z) ∈ G(L0). Как и в случае 3, мы имеем в этом
случае, что [z]R = {z, a, b} для некоторых a, b ∈ Y2 и множество

G(g1)(z) = {βg1(a), βg1(b)} =
{
G(g1)(a),G(g1)(b)

}
⊆ X1

является антицепью, а βg1(z) = βg1(a)∨ βg1(b) по лемме 19. В силу нашего предположения
и условий (m3) и (c2) из определения 6 получаем, что множество{

G(g0)G(g1)(a),G(g0)G(g1)(b)
}
⊆ X0

является цепью и

G(g0)G(g1)(z) =max
{
G(g0)G(g1)(a),G(g0)G(g1)(b)

}
= max

{
βg0βg1(a), βg0βg1(b)

}
=

=max
{
βg(a), βg(b)

}
⊆ X0.

Применяя лемму 17 (iv) к элементу βg0 , мы получаем, что
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βg(z) =βg0βg1(z) = βg0

(
βg1(a) ∨ βg1(b)

)
= βg0βg1(a) ∨ βg0βg1(b) = βg(a) ∨ βg(b)

=max
{
βg(a), βg(b)

}
= G(g0)G(g1)(z) ∈ X0.

Так как βg(z) ∈ X0, мы заключаем, что G(g)(z) = βg(x) = G(g0)G(g1)(z).
Доказательство предложения 21 завершено.

5. Основной результат

Предложение 22. Функторы GF : M3 → M3 и 1M3 изоморфны.

Доказательство. Если S = ⟨S,≤, R⟩ является M3-пространством, мы получаем по лем-
ме 11 (ii), что элементами пространства GF(S) являются в точности все идеалы вида ↓z,
где z ∈ S. Как и в [2, предложение 5.1], рассмотрим такое отображение:

ξS : GF(S) → S, ξS : ↓ z 7→ z.

Ясно, что ξS определено корректно. Докажем, что ξ является естественным изоморфизмом
функторов GF и 1M3 .

Утверждение 1. ξS является изоморфизмом в M3.

Доказательство утверждения. Ясно, что ξS является биекцией и сохраняет порядок ≤.
В частности, условия (m1) и (m2) определения 6 выполнены. По лемме 11 (iv) выполня-
ется условие (m3). Условия (m4-a) и (m4-c) выполняются тривиальным образом. Усло-
вие (m4-b) следует из утверждения 2 из доказательства теоремы 12. Таким образом,
ξS является биективным M3-морфизмом.

Доказательство следующего утверждения повторяет (с незначительными изменени-
ями) доказательство утверждения 5.2 в доказательстве [2, предложение 5.1].

Утверждение 2. Для произвольных M3-пространств S = ⟨S,≤, R⟩ и T = ⟨T,≤, R⟩ и про-
извольного M3-морфизма φ : S → T диаграмма

GF(S) -GF(φ)
GF(T)

?

ξS
?

ξT

S -
φ

T

коммутативна.

Таким образом, ξ является естественным изоморфизмом. Доказательство предложе-
ния 22 завершено.
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Предложение 23. Функторы FG : B3 → B3 и 1B3 изоморфны.

Доказательство. Рассмотрим произвольную решетку L ∈ B3. Элементами решетки FG(L)

являются в точности все идеалы M3-пространства G(L). Как и в [2, предложение 5.3],
рассмотрим отображение

ηL : FG(L) → L, ηL : I 7→
∨

I.

Докажем, что η является естественным изоморфизмом функторов FG и 1B3 .

Утверждение 1. Если u ∈ L, то множество ↓u ∩ CJ(L) является идеалом в G(L).

Доказательство утверждения. Ясно, что I = ↓u ∩ CJ(L) является нижним конусом.
Если [a]R = {a, b, c} в G(L) и b, c ∈ I, то по определению функтора G в разделе 4 имеем
a ≤ b ∨ c ≤ u. Поэтому a ∈ I, и I является идеалом в G(L).

Утверждение 2. Если I является идеалом в G(L), то ↓ηL(I) ∩ CJ(L) = I.

Доказательство утверждения. Ясно, что I ⊆ ↓ηL(I). Предположим, что a ∈ ↓ηL(I) для
некоторого a ∈ CJ(L). Если a ≤ i для некоторого i ∈ I, то a ∈ I, поскольку I является ниж-
ним конусом. В противном случае a ≤ ηL(I) =

∨
I является нетривиальным покрытием.

В силу [8, предложение 8.5] L является J-решеткой для J = CJ(L). Поскольку решетка L

непрерывна вверх, нетривиальное покрытие a ≤
∨

I может быть утончено до минимально-
го. Отсюда в силу предложений 2 (ii) и 4 следует, что {b, c} ≪ I, где [a]R = {a, b, c} в G(L).
Таким образом, b, c ∈ I, так как I является нижним конусом. Поэтому a ∈ I, так как I яв-
ляется идеалом. Следовательно, имеет место и обратное включение ↓ηL(I)∩CJ(L) ⊆ I.

Доказательство следующего утверждения повторяет доказательство [2, утвержде-
ние 5.5].

Утверждение 3. ηL является изоморфизмом в B3.

Утверждение 4. Для произвольных решеток L,M ∈ B3 и произвольного полного гомо-
морфизма g : L → M диаграмма

FG(L) -FG(g)
FG(M)

?

ηL
?

ηM

L -
g

M

коммутативна.
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Доказательство утверждения. Нам нужно установить, что ηMFG(g)(I) = gηL(I) для каж-
дого идеала I в G(L). Как и в доказательстве [2, утверждение 5.6], полагаем

U =
{
z ∈ CJ(M) | G(g)(z) ∈ I ∩ CJ(L)

}
;

V =
{
z ∈ CJ(M) | G(g)(z) /∈ CJ(L), G(g)(z) ⊆ I

}
.

Поскольку

ηMFG(g)(I) =
∨

FG(g)(I) =
∨

G(g)−1(I) =
∨

(U ∪ V );

gηL(I) = g
(∨

I
)
=
∨

g(I),

нам нужно показать, что
∨
(U ∪ V ) =

∨
g(I). Действительно, пусть z ∈ U ; тогда

βg(z) = G(g)(z) ∈ I. Поэтому z ≤ gβg(z) ∈ g(I) по лемме 17 (i) и z ≤
∨
g(I). Если z ∈ V ,

то по определению M3-морфизма z ∈ CJNP (M), [z]R = {z, u, v} в G(M) для некоторых
u, v ∈ CJNP (M), G(g)(z) = {βg(u), βg(v)} ⊆ I, а βg(z) = βg(u) ∨ βg(v) по лемме 19. Таким
образом, {gβg(u), gβg(v)} ⊆ g(I) и

z ≤ gβg(z) = gβg(u) ∨ gβg(v) ≤
∨

g(I)

по лемме 17 (i). Это доказывает неравенство
∨
(U ∪ V ) ≤

∨
g(I).

Обратно, рассмотрим произвольный элемент z ∈ CJ(M), такой что z ≤
∨
g(I). Воз-

можны два случая.

Случай 1 : z ≤ g(i) для некоторого i ∈ I. Тогда βg(z) ≤ i. Возможны два подслучая.

Случай 1.1 : βg(z) ∈ CJ(L). Отсюда по определению G(g) получаем, что
G(g)(z) = βg(z) ≤ i ∈ I, т. е. G(g)(z) ∈ I. Поэтому z ∈ U и z ≤

∨
(U ∪ V ).

Случай 1.2 : βg(z) /∈ CJ(L). В этом случае z ∈ CJNP (M) по лемме 17 (v), [z]R = {z, u, v}
в G(M) для некоторых u, v ∈ CJNP (M) и βg(z) = βg(u) ∨ βg(v) по лемме 19.
Так как βg(u), βg(v) ≤ βg(z) ≤ i ∈ I и βg(u), βg(v) ∈ CJP (L) по лемме 19, мы получаем, что
G(g)(u) = βg(u) ∈ I и G(g)(v) = βg(v) ∈ I. Поэтому u, v ≤

∨
U как и в случае 1.1 выше.

Таким образом, z ≤ c ∨ d ≤
∨
(U ∪ V ) по определению пространства G(L) из раздела 4.

Случай 2 : z ≤
∨

g(I) является нетривиальным покрытием. В этом случае z ∈ CJNP (M)

и [z]R = {z, u, v} для некоторых u, v ∈ CJNP (M) по определению пространства G(M) из раз-
дела 4. Поскольку M ∈ B3, мы получаем как в доказательстве утверждения 2 выше,
что {u, v} ≪ g(I). По случаю 1 получаем, что u, v ≤

∨
(U ∪ V ). Следовательно,

z ≤ u ∨ v ≤
∨
(U ∪ V ).

Таким образом, мы показали, что
∨
(U∪V ) =

∨
g(I). Поэтому FG(g)◦ηM = ηL◦g.

Из утверждений 3–4 следует, что η является естественным изоморфизмом.

Из предложений 22 и 23 получаем такое утверждение.
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Теорема 24. Категории M3 и B3 дуально эквивалентны.

В точности как в [2] мы получаем следующие утверждения.

Следствие 25. Справедливы следующие утверждения.
1) M3-морфизмы, которые сюръективны, соответствуют по дуальности взаимно

однозначным B5-морфизмам и наоборот.
2) M3-морфизмы, которые инъективны, соответствуют по дуальности сюръек-

тивным B3-морфизмам и наоборот.
3) Раздельные объединения M3-пространств (которые являются копроизведения-

ми в M3) соответствуют по дуальности декартовым произведениям в B3 и на-
оборот.

Пусть (M3)fin и (B3)fin обозначают полные подкатегории в M3 и B3, объектами ко-
торых являются в точности все конечные объекты указанных категорий.

Следствие 26. Категории (M3)fin и (B3)fin дуально эквивалентны.

Замечание 27. Если ограничить функтор F на категорию P частично упорядоченных
множеств (с тривиальным отношением эквивалентности) с сохраняющими порядок отоб-
ражениями, а функтор G – на категорию B2 биалгебраических дистрибутивных решеток
с полными решеточными гомоморфизмами, то можно получить классическую дуальную
эквивалентность категорий P и B2, которая была установлена Г.Биркгофом.
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