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Аннотация. Статья носит обзорно-методический характер и посвящена раз-
витию идей Е.И. Золотарёва, заложенных в его подходе к доказательству квад-
ратичного закона взаимности (1872 г.). Мы рассматриваем расширения
подхода Золотарёва на абстрактные числовые кольца, приведенные в работе
А. Бруньята и П.Л. Кларка (2015 г.), и на конечные группы, изученные в статье
У. Дьюка и К.Хопкинс (2005 г.). Также обсуждаются связи этих исследований
с некоторыми классическими результатами и различными подходами к дока-
зательству квадратичного закона взаимности.
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Введение

Вопросы из теории чисел, связанные с квадратичным законом взаимности, впервые
встречаются в труде Диофанта Александрийского “Арифметика”, где рассматриваются
задачи о представимости натуральных чисел в виде суммы двух квадратов. На основе
анализа текста “Арифметики” авторы важной монографии [1] делают следующий вывод:
“Диофант умел доказывать, что целое число N , не делящееся ни на какой квадрат и имею-
щее простой делитель вида 4n− 1, не может быть представлено формой a2 + b2. Диофант
открыл, но, по-видимому, не умел доказывать, что всякое простое число p вида 4n + 1

представимо формой a2+ b2”. Заметим, что первое из приведенных утверждений о числах
вида 4n−1 несложно доказывается с помощью пифагорейской теории четных и нечетных
чисел, изложенной в IX книге “Начал” Евклида (предложения 21–34), о которой Диофант
хорошо знал.

Пьер Ферма был первым математиком, который систематически изучал вопросы,
связанные с квадратичным законом взаимности. Интерес к этим проблемам у него воз-
ник при чтении “Арифметики” Диофанта. Ферма изучал вопросы о виде целых чисел,
представимых формами: x2 + y2, x2 + 2y2, x2 + 3y2, x2 + xy + y2. Им без доказательства
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в переписке или в пометках, сделанных на полях, принадлежащему Ферма экземпляра
Диофанта, были сформулированы следующие утверждения, лежащие в основе последую-
щих исследований по законам взаимности:

a) Если p = 4n+ 1 – простое число, то уравнение p = x2 + y2 имеет решение в нату-
ральных числах. Ни одно простое число вида p = 4n+ 3 не представимо суммой
двух квадратов.

b) Если p = 8n+ 1 или p = 8n+ 3 – простое число, то уравнение p = x2 + 2y2 имеет
решение в натуральных числах. Ни одно простое число вида 8n+ 5 или 8n+ 7 не
представимо в виде x2 + 2y2.

c) Если p = 8n+ 1 или p = 8n+ 7 – простое число, то уравнение p = x2 − 2y2 имеет
решение в натуральных числах. Ни одно простое число вида 8n+ 3 или 8n+ 5

не представимо в виде x2 − 2y2.

d) Если p = 3n+ 1 – простое число, то уравнения p = x2 + 3y2, x2 + xy + y2 имеют
решения в натуральных числах. Ни одно простое число вида 3n+ 2 не может быть
представлено ни одной из форм x2 + 3y2, x2 + xy + y2.

В этих утверждениях прослеживается содержание Артиновского закона взаимности
для квадратичных полей. А именно, закономерности, обнаруженные Ферма, показыва-
ют, что число выписанных выше прогрессий, в которых все простые числа представимы
рассмотренными выше формами, равно числу прогрессий, в которых отсутствуют пред-
ставимые простые числа.

Исследования Ферма по теории чисел были продолжены Леонардом Эйлером. Ка-
тализатором этих исследований послужила переписка Эйлера с Христианом Гольдбахом,
начавшаяся в 1729 году. В своих письмах Гольдбах обратил внимание Эйлера на труды
Ферма, и впоследствии Эйлер сумел доказать многие утверждения своего предшествен-
ника. Подробный обзор исследований Эйлера по различным вопросам теории чисел пред-
ставлен в книге [2], подготовленной на основе его архивных рукописей и записных книжек
коллективом историков математики – Г.П.Матвиевской, Е.П.Ожиговой и другими. На ос-
новании исследований простых чисел, представимых формами ax2+by2, и многочисленных
вычислений Эйлер в 1744 году представил эквивалентную формулировку классического
квадратичного закона взаимности в работе [3]. Согласно этой формулировке, если исполь-
зовать современные обозначения, для различных простых нечетных чисел p, q и натураль-

ного числа a из сравнения p ≡ ±q (mod 4a) следует равенство
(
a

p

)
=

(
a

q

)
. В частности,

свойство числа a быть квадратичным вычетом простого числа p полностью определяется
остатком от деления p на 4a. Формулировка, близкая к современной, но все еще без доказа-
тельства, была дана Эйлером в 1783 году в работе [4] . Несколько позже, в 1785 году, квад-
ратичный закон взаимности был независимо сформулирован Адриеном Мари Лежандром
в труде [5], где впервые встречается само название закон взаимности (loi de réciprocité).
Доказательство квадратичного закона взаимности, приведенное Лежандром в этой рабо-
те, не является полным, так как оно опирается на известную теорему о простых числах
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в арифметических прогрессиях, доказанную в 1837 году П.Г.Л.Дирихле. В первом изда-
нии известного сочинения «Essai sur la théorie des nombres»[6] Лежандр вводит символ,
носящий его имя, и вместе с тем он формулирует квадратичный закон взаимности в виде

хорошо известного изящного равенства
(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

· q−1
2 .

Первое полное доказательство квадратичного закона взаимности принадлежит Кар-
лу Фридриху Гауссу. В предисловии к статье [7] Гаусс описывает историю своих первых
исследований в области законов взаимности. Гаусс пришел к квадратичному закону вза-
имности самостоятельно эмпирическим путем в марте 1795 года, когда ему было 18 лет,
в это время он ничего не знал о работах своих предшественников. Попытки Гаусса дока-
зать общий квадратичный закон взаимности оставались тщетными в течение целого года.
Наконец, 8 апреля 1796 года ему удалось найти полное доказательство. Первое доказатель-
ство, которое было достаточно сложным и использовало метод математической индукции,
было опубликовано в 1801 году в его знаменитом труде “Арифметические исследования”
(Disquisitiones Arithmeticae). В этой же работе Гаусс дает второе доказательство квадра-
тичного закона взаимности с помощью им же созданной теории бинарных квадратичных
форм. Всего Гауссу принадлежит восемь различных доказательств квадратичного закона
взаимности. На сегодняшний день известно более 300 различных доказательств квадра-
тичного закона взаимности, хронологический список которых поддерживается в актуаль-
ном состоянии в электронном архиве [9].

Гаусс первым осознал, что правильное обобщение квадратичного закона взаимности
глубоко связано с арифметикой в числовых полях. В связи со своими исследованиями
по кубическому и биквадратичному законам взаимности в работе “Теория биквадратич-
ных вычетов” [8, с. 655] Гаусс пишет: “После того как мы начали исследовать эти вопросы
в 1805 г., . . . мы скоро пришли к убеждению, что применявшиеся до сих пор арифмети-
ческие принципы ни в коем случае не достаточны для обоснования общей теории, а что
эта теория с необходимостью требует в некотором смысле бесконечно расширить область
высшей арифметики; а как это следует понимать, будет показано в процессе настоящих
исследований”. Работы Гаусса были продолжены Якоби и Эйзенштейном. Последующее
развитие этих исследований привели к работам Куммера, Гильберта, Фуртвенглера, Та-
каги и в конечном счете привело к формулировке общего закона взаимности Артина.
В работе [10] Э.Артин отмечает, что ключевой идеей доказательства закона взаимности
явилось присоединение полей деления круга, заимствованной из работы Н.Г.Чеботарева,
где он доказывает свою знаменитую теорему плотности. В своей математической авто-
биографии Н.Г.Чеботарев пишет: “Летом 1927 г., изучая теорию полей классов, я пришел
к убеждению, что можно доказать закон Артина, воспользовавшись моим приемом при-
соединения полей деления круга” ([11, с. 155]).

В 1872 году Е.И. Золотарёв в работе [12] предложил новое доказательство квадра-
тичного закона взаимности, основанное на обнаруженной им новой интерпретации сим-
вола Лежандра. Согласно ей, для произвольного нечетного простого числа p и целого
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числа a, взаимно простого с p, значение символа Лежандра
(
a

p

)
совпадает со знаком

перестановки на конечном поле Z/pZ, действующей по правилу x 7→ ax. Этот класси-
ческий результат ныне широко известен как лемма Золотарёва. В статье [7], где Гаусс
приводит свое третье доказательство квадратичного закона взаимности на основе леммы
Гаусса, которая, по существу, эквивалентна лемме Золотарёва, он следующим образом
комментирует предложенный подход: “. . . Поэтому я, не колеблясь, утверждаю, что есте-
ственное доказательство до сих пор отсутствовало; знатоки смогут судить, заслуживает
ли такого наименования доказательство, которое нам недавно посчастливилось открыть
и которое излагается на следующих ниже страницах” [8, с. 588]. Представляется обоснован-
ным, что подход Золотарёва удовлетворяет этому требованию естественности, поскольку
он дает достаточно прозрачное доказательство квадратичного закона взаимности и, что
не менее важно, имеет естественные обобщения. Обобщение леммы Золотарёва на слу-
чай символа Якоби было получено в 1896 году М.Лерхом [18] и независимо в 1914 году
Ф.Г. Фробениусом в работе [17]. В 2005 году У.Дьюк и К.Хопкинс в статье [19], опира-
ясь на идеи Золотарёва, получили аналог квадратичного закона взаимности для конеч-
ных групп. В недавней работе [14] А. Бруньят и П.Л.Кларк обобщили подход Золотарёва
на случай абстрактных числовых колец, т. е. дедекиндовых колец, факторкольца по мак-
симальным идеалам которых конечны.

Цель нашей работы – представить обзор развития идей Е.И. Золотарёва, заложенных
в его классическом подходе к доказательству квадратичного закона взаимности. В статье
рассмотрены расширения данного метода на абстрактные числовые кольца, приведенные
в работе [14], а также на конечные группы, изученные в статье [19]. Обсуждаются связи
этих исследований с некоторыми классическими результатами и подходами к доказатель-
ству квадратичного закона взаимности. Работа состоит из шести параграфов. В первом па-
раграфе рассматривается расширение подхода Золотарёва к доказательству квадратично-
го закона взаимности на произвольные абстрактные числовые области. Изложение в основ-
ном следует ключевым идеям работы Золотарёва [12] и опирается на материал статьи [14].
Второй параграф посвящен групповым символам, изученным в статьях [19,20]. В рамках
подхода Золотарёва они являются естественным обобщением символов Лежандра и Яко-
би. В данном разделе рассматриваются различные способы доказательства квадратичного
закона для конечных групп. В качестве приложения, в частности, рассматриваются мето-
ды доказательства квадратичного закона взаимности с помощью определителей Вандер-
монда. Четвертый параграф посвящен символу Картье, который является естественным
обобщением группового символа для случая конечных абелевых групп. Рассматриваются
их основные свойства, многие из которых были получены в работе [15]. Также приводится
формула, обобщающая известные выражения символа Картье через определители. Заклю-
чительный параграф работы посвящен законам взаимности для многочленов. В первой
его части доказывается квадратичный закон взаимности для многочленов на основе под-
хода Золотарёва. Вторая часть посвящена доказательству степенного закона взаимности
для многочленов с использованием результантов. В заключительной части обсуждают-
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ся различные способы доказательства классического квадратичного закона с помощью
результанта.

1. Квадратичный закон взаимности по Золотарёву

Напомним, что область целостности R называется дедекиндовым кольцом, если для
произвольных ее идеалов A и B выполнено условие:

A ⊆ B ⇔ B | A.

Примерами дедекиндовых колец служат кольца главных идеалов и кольца целых конеч-
ных расширений поля рациональных чисел Q. Хорошо известно, что область целостно-
сти R является дедекиндовой в точности тогда, когда каждый его ненулевой идеал (од-
нозначно) представим в виде произведения простых идеалов (см., например, [13, теоре-
ма 2.11]).

Для конечного поля Fq нечетного порядка и произвольного ненулевого элемента a ∈ Fq

символ Лежандра определяется классическим образом:

(
a

Fq

)
:=

1, если a ∈ F∗2
q ;

−1, если a /∈ F∗2
q .

Дедекиндово кольцо R, в котором факторкольцо R/A конечно для любого ненулевого
идеала A, называется абстрактным числовым кольцом [14]. Важными примерами таких
колец являются кольца целых конечных расширений поля Q и кольца многочленов Fq[x].

Если A – идеал кольца R и a ∈ R, то смежный класс a+ A обозначается [a]A.
Если b ∈ R, то через [a]b обозначим смежный класс a+ (b).

Пусть R – абстрактное числовое кольцо. Ненулевой собственный идеал A ⊂ R назо-
вем нечетным, если порядок факторкольца |R/A| – нечетное число. Если P – нечетный
простой идеал кольца R и a /∈ P, то следуя [14], определим символ Лежандра элемента a
по модулю идеала P согласно правилу:(

a

P

)
:=

(
[a]P
R/P

)
.

Пусть A – нечетный идеал кольца R, A = P1 . . . Pk, где P1, . . . , Pk – простые идеалы коль-
ца R, и a – элемент из R, для которого выполнено равенство (a)+A = R, т. е. в разложения
идеалов A и (a) входят различные простые идеалы. Следуя [14], определим символ Якоби
элемента a по модулю идеала A согласно правилу:(

a

A

)
:=

k∏
i=1

(
a

Pi

)
.
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Рассмотрим отображение ma : R/A → R/A, действующее согласно правилу [r]A 7→ [ar]A.

Ясно, что ma является биективным отображением. Символ Золотарёва элемента a по мо-
дулю идеала A определяется как знак этой перестановки [14]:[

a

A

]
:= sgn(ma).

В случае, если идеал A является главным и порождается элементом b, для краткости

будем использовать обозначения
(
a

b

)
и
[
a

b

]
вместо

(
a

(b)

)
и
[
a

(b)

]
соответственно.

Пусть G – группа и X – G-множество, где X – конечное множество. Представление
группы G перестановками множества X, соответствующее G-множеству X, будем обозна-
чать через πX : G → Sym(X), где Sym(X) – группа всех перестановок X. Гомоморфизм
из группы G в группу {±1}, который каждому элементу g ∈ G сопоставляет знак переста-
новки πX(g), обозначим через π′

X . Следующее утверждение проверяется непосредственно.

Лемма 1.
a) Если конечное G-множество X является дизъюнктным объединением своих

G-подмножеств X1, . . . , Xk, то π′
X(g) = π′

X1
(g) . . . π′

Xk
(g) для каждого g ∈ G.

b) Если X1, . . . , Xk – конечные G-множества, |X1| = n1, . . . , |Xk| = nk и n = n1 · · ·nk,
то π′

X1×...×Xk
(g) = π′

X1
(g)

n
n1 · · · π′

Xk
(g)

n
nk для каждого g ∈ G. В частности, если

все натуральные числа n1, . . . , nk нечетны, то π′
X1×...×Xk

(g) = π′
X1
(g) · · · π′

Xk
(g) для

каждого g ∈ G.

Через εG будем обозначать представление Кэли группы G, т. е. гомоморфизм
G→ Sym(G), действующий по правилу g 7→ (a 7→ ga).

Доказательство следующего утверждения основано на идеях из работы [14] и яв-
ляется обобщением рассуждений, приведенных в работе [24] при доказательстве леммы
Золотарёва–Фробениуса.

Теорема 2 (Обобщенная лемма Золотарёва–Фробениуса; см. Картье [15] и [14]).
Пусть R – абстрактное числовое кольцо и I – нечетный идеал R. Если a – элемент из R,
для которого выполнено равенство (a) + I = R, то[

a

I

]
=

(
a

I

)
.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда I = Qm, где Q – простой идеал коль-
ца R. Положим G = U(R/Qm). Для каждого натурального числа k ≤ m факторколь-
цо R/Qk имеет естественную структуру R/Qm-модуля. Этот модуль индуцирует на R/Qk

структуру G-множества, которое, как несложно заметить, является дизъюнктным объ-
единением своих G-подмножеств U(R/Qk) и Q/Qk. Так как R/Qm-модули Q/Qk и R/Qk−1

изоморфны, они изоморфны и как G-множества. Следовательно, имеет место изомор-
физм G-множеств R/Qk ∼= U(R/Qk) ⊔ R/Qk−1. Тогда с помощью индукции получаем
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изоморфизм G-множеств R/Qm ∼= U(R/Q) ⊔ . . . ⊔ U(R/Qm). Для некоторого нечетного
простого числа p и n ∈ N имеет место изоморфизм R/Q ∼= Fpn . Положим q = pn. Согласно
[16, теорема XVIII.2], для произвольного натурального числа k ≤ m имеет место разло-
жение U(R/Qk) = Cq−1 × U , где Cq−1 – циклическая группа порядка q− 1, а U – p-группа.
Образ εU(R/Qk)(g) порождающего элемента g циклической группы Cq−1 является произве-
дением |U | циклов четной длины q− 1. Следовательно, гомоморфизм π′

U(R/Qk)
: G→ {±1}

является неединичным.

Заметим, что символ Лежандра
(

·
Q

)
индуцирует неединичный гомоморфизм из G

в {±1}, действующий согласно правилу a+Qm 7→
(
a

Q

)
, который мы будем обозначать

также через
(

·
Q

)
. Поскольку, очевидно, группа G обладает единственной подгруппой

индекса два, то существует единственный неединичный гомоморфизм из G в {±1}. Таким
образом, имеют место равенства:(

·
Q

)
= π′

U(R/Qm) = . . . = π′
U(R/Q).

Тогда, согласно лемме 1 a), для каждого элемента a ∈ R, удовлетворяющего условию
(a) +Q = R, получаем:[

a

Qm

]
= π′

R/Qm(a+Qm) = π′
U(R/Qm)(a+Qm) · · · π′

U(R/Q)(a+Qm) =

(
a

Q

)m

=

(
a

Qm

)
.

Рассмотрим общий случай. Пусть I = Qm1
1 · · ·Qmk

k , где Q1, . . . , Qk – различные про-
стые нечетные идеалы кольца R, и G = U(R/I). Согласно китайской теореме об остат-
ках, диагональный кольцевой гомоморфизм из R в R/Qm1

1 × · · · ×R/Qmk
k , действующий

по правилу a 7→ (a+Qm1
1 , . . . , a+Qmk

k ), индуцирует изоморфизм R/I-модулей

R/I ∼= R/Qm1
1 × · · · ×R/Qmk

k ,

который также является изоморфизмом G-множеств. Тогда, согласно лемме 1 b), для
каждого элемента a ∈ R, для которого выполнено равенство (a) + I = R, имеют место
равенства:[

a

I

]
= π′

R/I(a+ I) = π′
R/Q

m1
1
(a+ I) · · · π′

R/Q
mk
k

(a+ I) =

(
a

Qm1
1

)
· · ·
(

a

Qmk
k

)
=

(
a

I

)
.

Следствие 3 (лемма Золотарёва–Фробениуса; Фробениус, 1914 г., [17], Лерх, 1896 г., [18]).
Для произвольного целого нечетного числа n > 1 и целого числа m, взаимно простого с n,
имеет место равенство [

m

n

]
=

(
m

n

)
.



Квадратичный закон взаимности и его обобщения 11

До конца этого параграфа будем предполагать, что R – абстрактное числовое кольцо.
Также будем придерживаться следующих обозначений: a, b ∈ R – ненулевые и необрати-
мые взаимно простые элементы из R, A = {a1, . . . , an} – полная система представителей
классов смежности для факторкольца R/(a) и B = {b1, . . . , bm} – полная система пред-
ставителей для R/(b). Для некоторых t1, t2 ∈ R имеет место равенство 1 = bt1 + at2.
Через e1, e2 обозначим соответственно bt1 и at2. Естественный изоморфизм, действующий
изR/(ab) вR/(a)×R/(b) согласно правилу r1e1+e2r2+(ab) 7→(r1+(a), r2+(b)), обозначим ψ.

Следующее утверждение доказывается с помощью стандартных рассуждений.

Лемма 4. Множества

S = {ai + bja | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}, S ′ = {aib+ bj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}

и E = {e1ai + e2bj | ai ∈ A, bj ∈ B} образуют полные системы представителей для фак-
торкольца R/(ab).

Лемма 5. Если b ∈ R – нечетный элемент, то:
1) для любого элемента c ∈ R/(b) знак биективного отображения Sc : R/(b) → R/(b),

действующего согласно правилу Sc(x) = x+ c, равен 1;
2) для любого элемента c ∈ R/(b) знак биективного отображения L : R/(b) → R/(b),

действующего согласно правилу L(x) = ax+ c, равен
[
a

b

]
.

Доказательство. 1) Так как |R/(b)| – нечетное натуральное число, порядок k элемента c в
аддитивной группе кольца R/(b) является нечетным числом. Следовательно, перестанов-
ка Sc является произведением независимых циклов, длина каждого из которых равна k.
Таким образом, sgn(Sc) = 1.

2) Следует из первого пункта и определения символа Золотарёва.

Теорема 6 (вторая лемма Золотарёва; [14]).
Пусть α : R/(ab) → R/(ab) и β : R/(ab) → R/(ab) – отображения, действующие для каж-
дых 1 ≤ i ≤ n и 1 ≤ j ≤ m согласно правилам:

α : [e1ai + e2bj]ab 7→ [ai + abj]ab,

β : [e1ai + e2bj]ab 7→ [aib+ bj]ab.

Тогда α, β – биекции, и имеют место равенства:

sgn(α) =

[
a

b

]
, sgn(β) =

[
b

a

]
.

Доказательство. Так как e1 + e2 = 1 и e2 ≡ 0 (mod a), то справедливо равенство

α([e1ai + e2bj]ab) = [ai + abj]ab = [e1ai + e2(ai + abj)]ab.
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Следовательно, отображение α индуцирует биективное отображение α′ = ψαψ−1 множе-
ства R/(a)×R/(b) в себя, которое действует по правилу:

α′ : ([ai]a, [bj]b) 7→ ([ai]a, [ai + abj]b).

Поскольку множество R/(a)×R/(b) является дизъюнктным объединением подмно-
жествX1, . . . , Xn, гдеXi = {([ai]a, [b1]b), . . . , ([ai]a, [bm]b)} для каждого 1 ≤ i ≤ n, и при этом
α′(Xi) = Xi, то

sgn(α) = sgn(α′) =
n∏

i=1

sgn(α′
|Xi

).

Так как сужение α′
|Xi

для каждого i оставляет первые компоненты элементов множестваXi

без изменений, а вторые компоненты преобразует согласно правилу [bj]b 7→ [ai]b + [a]b[bj]b,
то из леммы 5 следует равенство sgn(α′

|Xi
) =

[a
b

]
. Поскольку порядок n = |R/(a)| является

нечетным (так как a – нечетный элемент), получаем:

sgn(α) =

([
a

b

])n

=

[
a

b

]
.

Аналогично доказывается равенство

sgn(β) =

[
b

a

]
.

Следуя работе [14], определим знак Золотарёва для произвольных взаимно простых
нечетных элементов a, b ∈ R:

ZR(a, b) := sgn
(
βα−1

)
.

Биективное отображение βα−1 : R/(ab) → R/(ab) действует для каждых 1 ≤ i ≤ n

и 1 ≤ j ≤ m согласно правилу [ai + bja]ab 7→ [aib+ bj]ab. При этом, согласно теореме 6, зна-
чение ZR(a, b) не зависит от выбора полных систем представителей A и B.

Следующая теорема непосредственно вытекает из теоремы 2 и теоремы 6.

Теорема 7 (квадратичный закон взаимности Золотарёва; см. [14]).
Пусть a, b ∈ R – нечетные взаимно простые элементы. Тогда(

a

b

)(
b

a

)
= ZR(a, b).

Теорема 8 (лемма Эйзенштейна; [14]). Пусть m,n – натуральные взаимно простые
нечетные числа и m,n > 1. Тогда

ZZ(m,n) = (−1)
(m−1)(n−1)

4 .
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Доказательство. Положим A = {0, 1, . . . ,mn− 1}. Ясно, что

A = {i+ jm | 0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1} = {in+ j | 0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1}.

Тогда ZZ(m,n) – знак биективного отображения α : A → A, которое для произвольных
0 ≤ i ≤ m− 1 и 0 ≤ j ≤ n− 1 действует согласно правилу α(i+ jm) = in+ j.

Несложно заметить, что неравенство i1 + j1m < i2 + j2m, где 0 ≤ i1, i2 ≤ m− 1

и 0 ≤ j1, j2 ≤ n− 1, выполнено в точности тогда, когда либо j1 < j2, либо j1 = j2 и i1 < i2.
Аналогично, неравенство i1n+ j1 < i2n+ j2, где 0 ≤ i1, i2 ≤ m− 1 и 0 ≤ j1, j2 ≤ n− 1,
имеет место в точности тогда, когда либо i1 < i2, либо i1 = i2 и j1 < j2.

Таким образом, для произвольных 0 ≤ i1, i2 ≤ m− 1 и 0 ≤ j1, j2 ≤ n− 1 неравенства
i1 + j1m < i2 + j2m и ni1 + j1 > ni2 + j2 одновременно выполнены в точности тогда, ко-
гда i1 > i2 и j1 < j2. Следовательно, общее число инверсий перестановки, индуцированной
биекцией α, относительно естественного порядка на A равно(

m

2

)(
n

2

)
=
m(m− 1)

2
· n(n− 1)

2
.

Тогда, учитывая нечетность чисел m и n, получаем:

ZZ(m,n) = (−1)
m(m−1)

2
·n(n−1)

2 = (−1)
m−1

2
·n−1

2 = (−1)
(m−1)(n−1)

4 .

Из теоремы 7 и теоремы 8 непосредственно вытекает классический закон взаимности
для символа Якоби.

Теорема 9. Пусть m,n – натуральные взаимно простые нечетные числа и m,n > 1.
Тогда (

m

n

)(
n

m

)
= (−1)

(m−1)(n−1)
4 .

2. Групповые символы и квадратичный закон взаимности для них

2.1. Символ Дьюка–Хопкинс. Развивая теоретико-групповой подход Золотарёва
к квадратичному закону взаимности, У.Дьюк и К.Хопкинс [19] ввели его обобщение для
произвольной конечной группы.

Определение 10 (символ Дьюка–Хопкинс). Пусть G – конечная группа порядка n.
Пусть C1 = {1}, C2, . . . , Cm – классы сопряженности группы G. Для произвольного целого
числа a рассмотрим отображение g 7→ ga. Если (a, n) = 1, оно индуцирует перестановку φa

на множестве классов сопряженности {C1, . . . , Cm}: φa(Cj) = Ca
j = {ga | g ∈ Cj}. Символ

Дьюка–Хопкинс определяется как:

(
a

G

)
DH

=

sgn(φa), если (a, n) = 1;

0, если (a, n) ̸= 1.
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Из определения символа Дьюка–Хопкинс непосредственно вытекает следующее утвер-
ждение:

Лемма 11. Пусть G – конечная группа порядка n и a, b ∈ Z. Тогда:

1) если a ≡ b (mod n), то
(
a

G

)
DH

=

(
b

G

)
DH

;

2)
(
ab

G

)
DH

=

(
a

G

)
DH

(
b

G

)
DH

.

Поскольку в абелевой группе каждый класс сопряженности состоит из одного эле-
мента, перестановка классов сопряженности совпадает с перестановкой самих элементов.
Тогда из леммы Золотарёва–Фробениуса (следствие 3) следует, что если n > 1 – нечетное
натуральное число, m ∈ Z и (m,n) = 1, то для аддитивной группы кольца вычетов Zn

имеет место равенство: (
m

Zn

)
DH

=

(
m

n

)
.

Символ Дьюка–Хопкинс наследует ряд важных свойств классических символов Ле-
жандра и Якоби. В частности, как будет показано ниже (в разд. 2.3), для него выполняется
аналог квадратичного закона взаимности.

Для символа Дьюка–Хопкинс в случае конечных абелевых групп также имеют место
аналоги первого и второго дополнений к квадратичному закону взаимности. Поскольку
для Zn символ Дьюка–Хопкинс совпадает с символом Якоби, приведем комбинаторные
доказательства этих дополнений, опирающиеся на лемму Золотарёва–Фробениуса.

Предложение 12. Пусть n – натуральное нечетное число. Тогда:

1)
(
−1

Zn

)
DH

= (−1)
n−1
2 ;

2)
(

2

Zn

)
DH

= (−1)
n2−1

8 .

Доказательство. Для любого a ∈ Z такого, что (a, n) = 1, перестановку на множестве
элементов кольца вычетов Zn, действующую согласно правилу x 7→ ax, будем обозначать
через φa.

1) Рассмотрим циклическое разложение перестановки φ−1, действующей на кольце
вычетов Zn = {0, 1, . . . , n− 1}. Так как n нечетно, то для каждого ненулевого элемен-
та x ∈ Zn выполнены условия: x ̸= −x, φ−1(x) = −x и φ−1(−x) = x. Таким образом, пере-
становка φ−1 раскладывается в произведение (n − 1)/2 независимых циклов длины два,
следовательно, (

−1

Zn

)
DH

= (−1)
n−1
2 .

2) Разобьем множество элементов Zn на две части:

A =

{
0, 1, . . . ,

n− 1

2

}
и B =

{
n+ 1

2
, . . . , n− 1

}
.
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Тогда φ2(A) = {0, 2, 4, . . . , n− 1} и

φ2(B) =

{
2 · n+ 1

2
, . . . , 2(n− 1)

}
=

{
2 · n+ 1

2
− n, . . . , 2(n− 1)− n

}
= {1, 3, 5, . . . , n− 2}.

Заметим, что все арифметические операции в выписанном выше равенстве осуществля-
ются в кольце вычетов Zn. Тогда

(φ2(0), . . . , φ2(n− 1)) =

0, 2, . . . , n− 1︸ ︷︷ ︸
элементы φ2(A)

, 1, 3, . . . , n− 2︸ ︷︷ ︸
элементы φ2(B)

 .

Найдем количество инверсий в перестановке последовательности 0, 1, 2, . . . , n− 1, выпи-
санной выше. Для каждого a = 2k ∈ φ2(A) посчитаем элементы

b ∈ φ2(B) =

{
2j − 1 | 1 ≤ j ≤ n− 1

2

}
такие, что 2k > 2j − 1. Это неравенство эквивалентно условию j ≤ k. Для фиксированно-
го k таких значений j ровно k штук. Следовательно, общее число инверсий перестановки
φ2 равно:

(n−1)/2∑
k=1

k =
n−1
2

(
n−1
2

+ 1
)

2
=

n−1
2

· n+1
2

2
=
n2 − 1

8
.

Таким образом, (
2

Zn

)
DH

= (−1)
n2−1

8 .

Лемма 13. Пусть G1 и G2 – конечные абелевы группы нечетного порядка n1 и n2 соот-
ветственно, причем a ∈ Z удовлетворяет условию (a, n1n2) = 1. Тогда(

a

G1 ×G2

)
DH

=

(
a

G1

)
DH

(
a

G2

)
DH

.

Доказательство. Пусть x ∈ G1 и y ∈ G2. Элементы группы G1 ×G2 имеют вид (x, y).
Отображение g 7→ ga индуцирует перестановку φa на элементах группы G1 ×G2:
φa((x, y)) = (xa, ya). Обозначим через πa перестановку x 7→ xa на элементах группы G1,
а через σa – перестановку y 7→ ya на элементах группы G2. Тогда по определению символа
Дьюка–Хопкинс имеем:(

a

G1

)
DH

= sgn(πa) и
(
a

G2

)
DH

= sgn(σa).



16 А.Н.Абызов, П.Н.Буутай

Следовательно, согласно лемме 1 b), имеют место равенства:(
a

G1 ×G2

)
DH

= sgn(φa) = (sgn(πa))
n2(sgn(σa))

n1 = sgn(πa) sgn(σa) =

(
a

G1

)
DH

(
a

G2

)
DH

.

Предложение 14. Пусть G – конечная абелева группа нечетного порядка n. Тогда:

1)
(
−1

G

)
DH

= (−1)
n−1
2 ;

2)
(
2

G

)
DH

= (−1)
n2−1

8 .

Доказательство. Согласно основной теореме о строении конечных абелевых групп, груп-
пу G можно разложить в прямое произведение циклических групп Hi:

G ∼= H1 ×H2 × · · · ×Hk.

Поскольку порядок группы G нечетен, порядки mi = |Hi| также нечетны. При этом
Hi

∼= Zmi
, а порядок всей группы равен n = m1m2 . . .mk.

1) Из предложения 12 1) следует, что для каждого i имеет место равенство(
−1

Zmi

)
DH

= (−1)
mi−1

2 . Тогда, согласно лемме 13, получаем:

(
−1

G

)
DH

=
k∏

i=1

(−1)
mi−1

2 = (−1)

k∑
i=1

mi−1

2
.

Таким образом, из несложно проверяемого сравнения
k∑

i=1

mi−1
2

≡ (
∏

mi)−1
2

(mod 2) вытекает,
что: (

−1

G

)
DH

= (−1)
n−1
2 .

2) Из предложения 12 2) следует, что для каждого i имеет место равенство(
2

Zmi

)
DH

= (−1)
m2

i−1

8 . Тогда

(
2

G

)
DH

=
k∏

i=1

(−1)
m2

i−1

8 = (−1)

k∑
i=1

m2
i−1

8
.

Таким образом, из несложно проверяемого сравнения
k∑

i=1

m2
i−1

8
≡ (

∏
mi)

2−1
8

(mod 2) следует,
что (

2

G

)
DH

= (−1)
n2−1

8 .

Заметим, что предыдущее предложение не имеет место для произвольных конечных
групп нечетного порядка. Пусть p – нечетное простое число. Рассмотрим группу Фробе-
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ниуса G = Aff(Fp), состоящую из всех преобразований поля Fp вида x 7→ ax+ b, где a ∈ F∗
p

и b ∈ Fp. Порядок группы |G| = p(p− 1) является четным. Покажем, что(
−1

G

)
DH

= (−1)
p−3
2 .

Известно, что аффинная группа Aff(Fp) разбивается на m = p классов сопряженности:
тождественное преобразование, нетривиальные параллельные переносы x 7→ x+b, они все
образуют один класс, и преобразования растяжения с фиксированной точкой x 7→ ax + b

для каждого a ̸= 1, таких классов p− 2. Определим количество вещественных классов r1.
Тождественный класс вещественен тривиально. Для любого переноса f(x) = x+ b обрат-
ным является перенос f−1(x) = x− b, который принадлежит тому же классу сопряженно-
сти нетривиальных переносов; следовательно, этот класс также вещественен. Для любого
элемента g(x) = ax + b, a ̸= 1, обратный элемент имеет коэффициент при x, равный a−1.
Класс сопряженности такого элемента будет вещественным тогда и только тогда, когда
a = a−1, что равносильно a2 = 1. В поле Fp единственным корнем этого уравнения, отлич-
ным от единицы, является a = −1. Таким образом, класс преобразований вида x 7→ −x+ b
является вещественным, а все остальные p−3 классов образуют комплексно-сопряженные
пары. Итого, группа содержит r1 = 3 вещественных класса. Поскольку m = r1 + 2r2, по-

лучаем r2 =
p− 3

2
. Таким образом,

(
−1

G

)
DH

= (−1)
p−3
2 .

Предложение 15. Пусть G – конечная абелева группа нечетного порядка n, причем
a ∈ Z удовлетворяет условию (a, n) = 1. Тогда(

a

G

)
DH

=

(
a

n

)
.

В частности, если G1, G2 – конечные абелевы группы одного и того же нечетного по-
рядка n, то для всякого целого числа a, взаимно простого с n, имеет место равенство:(

a

G1

)
DH

=

(
a

G2

)
DH

.

Доказательство. Пусть группа G изоморфна прямому произведению циклических групп:

G ∼= H1 ×H2 × · · · ×Hk,

где каждая Hi
∼= Zmi

является циклической группой.
Согласно лемме 13 о мультипликативности символа Дьюка–Хопкинс, применяя ее ите-

ративно, получаем:(
a

G

)
DH

=

(
a

H1 ×H2 × · · · ×Hk

)
DH

=
k∏

i=1

(
a

Hi

)
DH

.
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Так как Hi
∼= Zmi

и mi – нечетное натуральное число, по лемме Золотарёва–Фробениуса
(см. следствие 3) имеем: (

a

Hi

)
DH

=

(
a

Zmi

)
DH

=

(
a

mi

)
.

Подставляя это в предыдущее выражение, получаем:(
a

G

)
DH

=
k∏

i=1

(
a

mi

)
.

Используя свойство полной мультипликативности символа Якоби по второму аргументу,
находим:

k∏
i=1

(
a

mi

)
=

(
a

m1m2 · · ·mk

)
.

Поскольку n = m1m2 · · ·mk, окончательно получаем:(
a

G

)
DH

=

(
a

n

)
.

Это утверждение показывает, что хотя определение символа Дьюка–Хопкинс учи-
тывает структуру группы, для конечных абелевых групп нечетного порядка его итоговое
значение зависит только от порядка этой группы n (и числа a), а не от конкретного типа
изоморфизма группы.

Этот исчерпывающий результат для конечных абелевых групп нечетного порядка
естественно ставит вопрос: существует ли аналогичная простая связь для групп четного
порядка? Первым кандидатом на обобщение символа Якоби является символ Кронекера,
однако, как мы увидим, прямого аналога не наблюдается.

Проанализируем поведение символа
(
m

Zn

)
DH

для четного порядка n, где m ∈ Z.

Естественным объектом для сравнения выступает символ Кронекера
(
m

n

)
, который яв-

ляется обобщением символа Якоби и, в частности, определен для четных значений второго
аргумента, включая n = 2.

Рассмотрим простейший случай четного порядка: n = 2. Символ Дьюка–Хоп-

кинс
(
m

Z2

)
DH

для нечетных m постоянен и равен единице. С другой стороны, символ Кро-

некера
(
m

2

)
для нечетных m определяется как

(
m

2

)
= (−1)(m

2−1)/8.

Сравнение этих двух величин для n = 2 уже на начальном этапе выявляет суще-

ственное различие между
(
m

Zn

)
DH

и
(
m

n

)
для нечетного целого m. Это наблюдение ука-

зывает на то, что ожидаемая аналогия между поведением символа Дьюка–Хопкинс для
циклических групп четного порядка (в сопоставлении с символом Кронекера) и ранее уста-
новленной связью для групп нечетного порядка (с символом Якоби) не является прямой
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и требует более детального изучения специфики четных порядков. Более того, оказывает-

ся, что для четного натурального числа n в общем случае символ
(
m

Zn

)
DH

определяется

только его значением для максимальной степени двойки, делящей n.

Предложение 16. Пусть n = 2kt, где k ≥ 1, t – нечетное натуральное число, а m ∈ Z
взаимно просто с n. Тогда (

m

Zn

)
DH

=

(
m

Z2k

)
DH

.

Доказательство. Поскольку n = 2kt, где t – нечетное натуральное число, по китайской
теореме об остатках группа Zn изоморфна прямому произведению групп Z2k ×Zt:

Zn
∼= Z2k ×Zt .

Перестановка φm : x 7→ mx (mod n) на Zn индуцирует соответствующую перестанов-
ку на элементах Z2k ×Zt. Если элемент x ∈ Zn соответствует паре (x1, x2), где x1 ∈ Z2k

и x2 ∈ Zt, то mx (mod n) соответствует паре
(
mx1

(
mod 2k

)
,mx2 (mod t)

)
.

Обозначим через πm перестановку x1 7→ mx1
(
mod 2k

)
на Z2k , а через σm – перестанов-

ку x2 7→ mx2 (mod t) на Zt. По определению символа Дьюка–Хопкинс
(
m

Z2k

)
DH

= sgn(πm)

и
(
m

Zt

)
DH

= sgn(σm). Согласно лемме 1 b), знак перестановки φm, действующей на прямом

произведении Z2k ×Zt, равен:(
m

Zn

)
DH

= sgn(φm) = (sgn(πm))
t(sgn(σm))

2k .

Так как t – нечетное число, а 2k – четное, имеем (sgn(πm))
t = sgn(πm) и (sgn(σm))

2k = 1.
Следовательно, (

m

Zn

)
DH

= sgn(πm) =

(
m

Z2k

)
DH

.

2.2. Символ Хабличека–Мантиллы-Солера. Символ Дьюка–Хопкинс являет-
ся обобщением подхода Золотарёва, зависящим только от классов сопряженности конечной
группы. В работе [20] М.Хабличек и Г.Мантилла-Солер изучают “более прямое обобще-
ние” подхода Золотарёва, рассматривая перестановку на элементах группы, индуцирован-
ную степенным отображением.

Определение 17 (символ Хабличека–Мантиллы-Солера). Пусть G – конечная группа
порядка n. Для целого числа a, взаимно простого с n, отображение g 7→ ga индуцирует
перестановку ρa на множестве элементов группы. Символ Хабличека–Мантиллы-Солера
определяется как: (

a

G

)
el

=

sgn(ρa), если (a, n) = 1;

0, если (a, n) ̸= 1.
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Ясно, что в абелевом случае символы
(

·
G

)
DH

и
(

·
G

)
el

совпадают, а для неабеле-

вых групп ситуация совершенно иная. Хабличек и Мантилла-Солер отмечают, что для
групп S3, S4 (симметрические группы порядка 6 и 24), D8 (диэдральная группа поряд-
ка 8) и Q8 (группа кватернионов) символ Дьюка–Хопкинс тривиален. С другой стороны,

вычисления показывают, что символ
(

·
G

)
el

для этих групп нетривиален.

Однако Хабличеком и Мантиллой-Солером доказано, что символы
(

·
G

)
DH

и
(

·
G

)
el

совпадают для любой конечной группы нечетного порядка, даже если она неабелева.
Для доказательства они вводят понятие сопряженно-эквивариантных отображений.

Определение 18 (сопряженно-эквивариантное отображение). Пусть G – конечная груп-
па. Инъективное отображение f : G → G называется сопряженно-эквивариантным, если
для всех x, g ∈ G выполняется равенство:

g−1f(x)g = f(g−1xg).

Множество всех сопряженно-эквивариантных отображений наG обозначается как Sym(G)G.

Заметим, что степенное отображение ρa : g 7→ ga для (a, |G|) = 1 является примером
сопряженно-эквивариантного отображения, так как g−1(xa)g = (g−1xg)a.

Любое сопряженно-эквивариантное отображение f ∈ Sym(G)G индуцирует две пере-
становки:

1) перестановку ρel(f) на элементах группы G.

2) перестановку ψC(f) на множестве классов сопряженности G.

Их знаки порождают два гомоморфизма из Sym(G)G в {−1, 1}, которые мы обозна-

чим как
(
f

G

)
El

и
(
f

G

)
C

соответственно. В этих обозначениях
(
a

G

)
el

=

(
ρa
G

)
El

и
(
a

G

)
DH

=

(
ρa
G

)
C
.

Ключевым результатом, связывающим эти два символа для групп нечетного поряд-
ка, является следующая

Теорема 19 (см. [20]). Пусть G – конечная группа нечетного порядка. Тогда для любого
сопряженно-эквивариантного отображения f ∈ Sym(G)G справедливо равенство:(

f

G

)
El

=

(
f

G

)
C
.

Доказательство. Пусть f ∈ Sym(G)G. Перестановка ψC(f) на множестве классов сопря-
женности разлагается в произведение независимых циклов. Рассмотрим один такой цикл
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σ = (C1, C2, . . . , Cj). Обозначим через Cσ объединение элементов всех классов сопряжен-

ности, входящих в этот цикл: Cσ =
j⋃

i=1

Ci.

Поскольку f сопряженно-эквивариантно, оно переводит классы сопряженности
в классы сопряженности. Следовательно, f действует как биекция на множестве Cσ. Обо-
значим ограничение f на Cσ как fσ. Тогда полная перестановка элементов ρel(f) является
произведением таких частичных перестановок fσ по всем циклам σ в разложении ψC(f).

Таким образом, sgn(ρel(f)) =
∏
σ

sgn(fσ). Для доказательства теоремы достаточно

показать, что для каждого цикла σ выполняется равенство sgn(fσ) = sgn(σ).
Все классы сопряженности Ci в цикле σ имеют одинаковый размер, который мы

обозначим |C1|. Тогда мощность множества Cσ равна |Cσ| = j|C1|.
Перестановка fσ на множестве Cσ разлагается в произведение независимых цик-

лов. Из сопряженной эквивариантности следует, что fm(g−1xg) = g−1fm(x)g. Значит, усло-
вие fa(x) = x равносильно fa(g−1xg) = g−1xg, поэтому все элементы одного класса имеют
циклы одинаковой длины. Поскольку f последовательно переставляет классы

C1 → C2 → · · · → Cj → C1,

эта длина совпадает для всех элементов Cσ. Обозначим ее за a. Элемент может вернуться
в свой исходный класс сопряженности только за число шагов, кратное j, откуда a = jk

для некоторого целого k. Если в разложении fσ ровно r таких циклов, то общее число
элементов в Cσ равно |Cσ| = ar = jkr.

Сравнивая два выражения для |Cσ|, получаем j|C1| = jkr, откуда следует,
что |C1| = kr. По условию порядок группы |G| нечетен. Так как |C1| является делите-
лем |G|, то |C1| также нечетно. Следовательно, числа k и r оба должны быть нечетными.

Теперь вычислим знак перестановки fσ. Она состоит из r циклов длины a = jk. Знак
такой перестановки равен

sgn(fσ) = ((−1)a−1)r = ((−1)jk−1)r.

Поскольку k и r нечетны, jk−1 имеет ту же четность, что и j−1, а возведение в нечетную
степень r не меняет знак. Таким образом,

sgn(fσ) = (−1)j−1 = sgn(σ).

Это равенство выполняется для каждого цикла σ в разложении ψC(f), что и завершает
доказательство.

Следствие 20. Для любой конечной группы G нечетного порядка символы Дьюка–Хопкинс
и Хабличека–Мантиллы-Солера совпадают:(

a

G

)
DH

=

(
a

G

)
el

.
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Доказательство. Рассмотрим степенное отображение ρa : g 7→ ga, где (a, |G|) = 1. Это отоб-

ражение является сопряженно-эквивариантным. По определению,
(
a

G

)
DH

=

(
ρa
G

)
C

и
(
a

G

)
el

=

(
ρa
G

)
El

. Поскольку |G| нечетно, по теореме 19 имеем
(
ρa
G

)
C
=

(
ρa
G

)
El

.

Отсюда и следует доказываемое равенство.

Этот результат показывает, что для групп нечетного порядка, несмотря на разли-
чие в определениях (перестановка классов сопряженности и перестановка элементов), оба
символа несут одинаковую информацию.

2.3. Квадратичный закон взаимности в конечной группе. Для форму-
лировки закона взаимности для конечных групп, полученного в работе [19] У.Дьюка
и К.Хопкинс, нам понадобится символ Кронекера. Он является естественным расширени-
ем символа Якоби на произвольные целые числа с сохранением его важнейшего
свойства – бимультипликативности. Приведем формальное определение.

Определение 21 (символ Кронекера). Пусть a и n – целые числа. Символ Кронеке-

ра
(
a

n

)
определяется следующим образом:

1) Если n = 0, то (
a

0

)
=

1, если a = ±1;

0, в противном случае.

2) Если n ̸= 0, пусть n = u ·
k∏

i=1

peii – разложение n на простые множители,

где u = ±1 – знак числа n, а pi – простые числа. Тогда(
a

n

)
:=

(
a

u

) k∏
i=1

((
a

pi

))ei

.

Здесь значения
(
a

u

)
и
(
a

pi

)
определяются так:

• Для u = −1: (
a

−1

)
=

−1, если a < 0;

1, если a ≥ 0

(для u = 1 множитель
(
a

1

)
всегда равен 1 и не влияет на произведение).

• Для нечетного простого p: значение
(
a

p

)
совпадает с символом Лежандра.
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• Для p = 2: (
a

2

)
=

0, если a четно;

(−1)
a2−1

8 , если a нечетно.

Важным свойством символа Кронекера, приведенным в следующем утверждении,
является его мультипликативность по обоим аргументам. Это свойство непосредственно
вытекает из приведенного выше определения.

Предложение 22 (бимультипликативность символа Кронекера). Для любых целых чисел
a, b,m, n справедливы следующие равенства:

1) Мультипликативность по верхнему аргументу :(
ab

n

)
=

(
a

n

)(
b

n

)
.

2) Мультипликативность по нижнему аргументу (если m и n не равны нулю од-
новременно): (

a

mn

)
=

(
a

m

)(
a

n

)
.

Пусть G – конечная группа, а C1, . . . , Cm – все ее попарно различные классы со-
пряженности, где m = r1 + 2r2. Упорядочим их таким образом, чтобы C1, . . . , Cr1 были
всеми классами сопряженности, для которых выполнено условие C = C−1, так называе-
мые вещественные классы, а оставшиеся 2r2 комплексных классов разбивались на пары
взаимно обратных: Cr1+i = C−1

r1+r2+i для каждого 1 ≤ i ≤ r2. Следуя работе [19], определим
дискриминант D(G) группы G согласно равенству:

D(G) = (−1)r2
r1∏
j=1

|G|
|Cj|

. (1)

Заметим, что D(G) – ненулевое целое число, так как для любого g ∈ Cj отношение |G|/|Cj|
равно порядку централизатора |CG(g)| и, следовательно, является целым. Кроме того,
D(G) имеет те же простые делители, что и |G|.

Лемма 23. Пусть p – простое число, F – алгебраически замкнутое поле, G – конечная
группа, порядок которой обратим в поле F, и

A =

χ1(C1) · · · χ1(Cm)
... . . . ...

χm(C1) · · · χm(Cm)

 ,

где χ1, . . . , χm – все неприводимые характеры F-представлений группы G. Тогда имеют
место следующие утверждения:
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1) |A|2 = l2D(G), где l =
r1+r2∏
i=r1+1

|G|
|Ci| ;

2) D(G) ≡ 0 (mod 4), если G – группа четного порядка, и D(G) ≡ 1 (mod 4), если
G – группа нечетного порядка;

3) если F – поле характеристики p, то

|A|p =
(
p

G

)
DH

|A|;

4) если F = C и ζn = e2πi/n, где n = |G|, то

|A|p ≡
(
p

G

)
DH

|A| (mod pZ[ζn]).

Доказательство. 1) Из соотношений ортогональности для неприводимых характеров сле-
дует матричное равенство:χ1(C1) · · · χ1(Cm)

... . . . ...
χm(C1) · · · χm(Cm)


 |C1|χ1(C

−1
1 ) · · · |C1|χm(C

−1
1 )

... . . . ...
|Cm|χ1(C

−1
m ) · · · |Cm|χm(C

−1
m )

 =

|G| · · · 0
... . . . ...
0 · · · |G|

 .

Переходя к определителям обеих частей, заметим, что вторая матрица получается
из транспонированной матрицы A путем умножения ее i-й строки на |Ci| и перестановки
столбцов в соответствии с отображением Cj 7→ C−1

j . По определению символа

Дьюка–Хопкинс знак этой перестановки равен
(
−1

G

)
DH

. Следовательно, определитель

второй матрицы равен
(
−1

G

)
DH

|C1| · · · |Cm| |A|.

Из определения группового символа также вытекает, что
(
−1

G

)
DH

= (−1)r2 . Тогда
получаем:

|A|2(−1)r2|C1| · · · |Cm| = |G|m,

и, следовательно,

|A|2 = (−1)r2|G|m
m∏
i=1

|Ci|−1 = (−1)r2|G|m
r1∏
j=1

|Cj|−1

(
r1+r2∏
i=r1+1

|Ci|−1

)2

= (−1)r2|G|r1
r1∏
j=1

|Cj|−1

(
|G|r2

r1+r2∏
i=r1+1

|Ci|−1

)2

= D(G)l2.

2) С помощью стандартных рассуждений, которые используются при доказательстве
теоремы Штикельбергера о дискриминанте (см., например, [21, с. 15]), несложно показать,
что |A|2 ≡ 0 или 1 (mod 4). Тогда, если G – группа нечетного порядка, то l2 ≡ 1 (mod 4),
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и, следовательно, согласно равенству из первого пункта D(G) ≡ 1 (mod 4). Если G – груп-
па четного порядка, то по теореме Коши G содержит элемент a порядка 2. Для класса
сопряженности C, который содержит a, выполнено равенство C = C−1. Тогда порядок
централизатора элемента a входит в разложение (1) и делится на 2, поскольку этот цен-
трализатор содержит подгруппу второго порядка ⟨a⟩. Следовательно, так как порядок
централизатора нейтрального элемента G, совпадающий с G, также входит в разложе-
ние (1) дискриминанта D(G), то D(G) ≡ 0 (mod 4).

3) Так как характеристика алгебраически замкнутого поля F равна p, то отобра-
жение возведения в степень p является автоморфизмом поля F. Тогда для произвольно-
го g ∈ G и характера χ имеет место равенство χ(g)p = χ(gp) и |A|p равен определителю
матрицы, элементы которой суть χi(C

p
j ). Эта матрица получается из матрицы A пере-

становкой столбцов, соответствующей отображению Cj 7→ Cp
j . По определению символа

Дьюка–Хопкинс знак этой перестановки равен
(
p

G

)
DH

, поэтому:

|A|p =

∣∣∣∣∣∣∣
χ1(C

p
1 ) · · · χ1(C

p
m)

... . . . ...
χm(C

p
1 ) · · · χm(C

p
m)

∣∣∣∣∣∣∣ =
(
p

G

)
DH

|A|.

4) Так как (n, p) = 1, существует однозначно определенный автоморфизм
σp ∈ Gal(Q(ζn)/Q), для которого выполнено равенство σp(ζn) = ζpn. Поскольку
σp(χ(g)) = χ(gp), то

σp(|A|) =
(
p

G

)
DH

|A|.

Ясно, что |A| лежит в кольце целых Z[ζn] поля Q(ζn). Так как для любого элемента
α ∈ Z[ζn] выполнено сравнение σp(α) ≡ αp (mod pZ[ζn]), получаем:

σp(|A|) ≡ |A|p (mod pZ[ζn]),

и, следовательно, (
p

G

)
DH

|A| ≡ |A|p (mod pZ[ζn]).

Приведем основной результат работы Дьюка и Хопкинс [19]:

Теорема 24 (квадратичный закон взаимности в конечной группе; [19]). Пусть G – конеч-
ная группа с дискриминантом D(G), определенным выше. Тогда D(G) ≡ 0 или 1 (mod 4),
и для любого целого a справедливо равенство:(

a

G

)
DH

=

(
D(G)

a

)
, (2)
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где справа стоит символ Кронекера. В частности, символ
(

·
G

)
тривиален тогда и толь-

ко тогда, когда D(G) является квадратом целого числа.

Доказательство. Пусть |G| = n. Если (a, n) > 1, то, очевидно, обе части равенства (2) рав-
ны нулю. Далее будем предполагать, что (a, n) = 1. Ввиду бимультипликативности симво-
ла Кронекера равенство (2) достаточно доказать в случае, когда либо a – простое число,
либо a = −1. Предположим, что a = p – простое число. Так как (p, n) = 1, то имеет место
автоморфизм σp поля Q(εn), действующий согласно правилу εn 7→ εpn. Из определения сим-

вола Дьюка–Хопкинс, следует, что σp(|A|) =

(
p

G

)
DH

|A|, где A матрица, рассмотренная

в лемме 23. Тогда согласно лемме 23 1) Q
(√

D(G)
)

– подполе поля Q(εn) и имеет место
равенство

σp
(√

D(G)
)
=

(
p

G

)
DH

√
D(G). (3)

Дискриминант D(G) представим в виде D(G) = d0t
2, где t ∈ N, а d0 – бесквадратное

целое число. Если d0 = 1, то в силу равенства (3) имеем
(
p

G

)
DH

=

(
D(G)

p

)
= 1. Та-

ким образом, без ограничения общности можно считать, что d0 ̸= 1, т. е.
√
D(G) /∈ Q .

Ясно, что σp является автоморфизмом Фробениуса соответствующим идеалу (p) кольца
Z . Согласно [22, теорема 68; свойство 2.2, с. 112] ограничение σp на Q

(√
D(G)

)
является

тождественным автоморфизмом в точности тогда, когда простое число p разложимо по
отношению к полю Q

(√
D(G)

)
. Тогда согласно равенству (3) имеет место эквивалентность(

p

G

)
DH

= 1 ⇔ p – разложимо по отношению к полю Q
(√

D(G)
)
.

Если p = 2, то n – нечетное число и из леммы 23 1) следует, что D(G) ≡ 1 (mod 4). Тогда
из фундаментального свойства символа Кронекера [23, теорема 32, с. 356] следует, что для
произвольного простого числа p, взаимно простого с n, имеет место эквивалентность(

D(G)

p

)
= 1 ⇔ p – разложимо по отношению к полю Q(

√
D(G)).

Таким образом, для произвольного простого числа p имеет место равенство(
p

G

)
DH

=

(
D(G)

p

)
. Равенство

(
−1

G

)
DH

=

(
D(G)

−1

)
= (−1)r2 непосредственно следует

из определений дискриминанта группы G и символов Кронекера и Дьюка–Хопкинс.

В случае, когда группа G имеет нечетный порядок, получается прямое обобщение
классической квадратичной взаимности:

Следствие 25. Если G имеет нечетный порядок n, то D(G) = n∗ = (−1)
n−1
2 n. Для лю-
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бого целого числа a: (
a

G

)
DH

=

(
n∗

a

)
.

Кроме того, ( ·
G
) тривиально тогда и только тогда, когда n является квадратом целого

числа.

Дьюк и Хопкинс доказали теорему 24 с использованием теории характеров и важ-
ных арифметических свойств числовых полей. Ниже рассмотрены два доказательства тео-
ремы 24 в рамках теории характеров в случае, когда a – нечетное натуральное число.
В первом доказательстве используются базовые факты из теории конечных полей, во вто-
ром – элементарная арифметика в кольцах целых циклотомических полей. Заметим, что,
как будет показано ниже, этой версии теоремы 24 достаточно, чтобы доказать в качестве
следствий классические квадратичные законы взаимности.

Теорема 26. Пусть G – конечная группа порядка n, а a – нечетное натуральное число.
Тогда (

a

G

)
DH

=

(
D(G)

a

)
,

где справа стоит символ Якоби.

Первое доказательство [24]. В силу мультипликативности обоих символов по нижнему
аргументу (соответственно, по числу a), достаточно показать, что для произвольного
нечетного простого числа p, взаимно простого c n, имеет место равенство:(

p

G

)
DH

=

(
D(G)

p

)
.

Будем рассматривать все характеры группы G относительно представлений группы G над
алгебраическим замыканием Fp поля из p элементов. Так как (n, p) = 1, то из леммы 23 1)
следует, что |A| ∈ F∗

p. Также согласно лемме 23 1) имеет место эквивалентность

|A| ∈ Fp ⇔
(
D(G)

p

)
= 1.

С другой стороны, согласно лемме 23 2) справедливы эквивалентности

|A| ∈ Fp ⇔ |A| = |A|p ⇔
(
p

G

)
DH

= 1.

Поскольку значения символов могут быть равны только ±1, получаем требуемое:(
p

G

)
DH

=

(
D(G)

p

)
.

Второе доказательство. Пусть p – простое нечетное число, взаимно простое с |G|. Будем
рассматривать все характеры группы G относительно комплексных представлений. Ясно,
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что |A| ∈ Z[ζn], и из леммы 23 1) следует, что |A| обратим по модулю идеала pZ[ζn]. Тогда
из леммы 23 4) вытекает сравнение(

p

G

)
DH

≡ |A|p−1 (mod pZ[ζn]).

С другой стороны, |A|p−1 =
(
|A|2

) p−1
2 =

(
l2D(G)

) p−1
2 . Согласно критерию Эйлера имеют

место сравнения (
l2D(G)

) p−1
2 ≡

(
l2D(G)

p

)
≡
(
D(G)

p

)
(mod p).

Следовательно, (
p

G

)
DH

≡
(
D(G)

p

)
(mod pZ[ζn]).

Так как Z ∩ pZ[ζn] = pZ, то (
p

G

)
DH

≡
(
D(G)

p

)
(mod p).

Наконец, поскольку p > 2, а разность значений символов может быть равна лишь 0, 2

или −2, из сравнения по модулю p следует строгое равенство:(
p

G

)
DH

=

(
D(G)

p

)
.

Напомним, что лемма Золотарёва–Фробениуса в терминах символа Дьюка–Хопкинс
выражается как: (

m

Zn

)
DH

=

(
m

n

)
,

где n > 1 – нечетное натуральное число, m ∈ Z и (m,n) = 1.
Первая публикация, содержащая доказательство леммы Золотарёва–Фробениуса, это

статья М.Лерха 1896 года [18]. Авторский же вариант Фробениуса был опубликован лишь
в 1914 году [17], хотя, согласно [15, с. 37], само обобщение было сделано им “немедлен-
но” после ознакомления с работой Золотарёва. Фактически Лерх доказал более сильный
результат:

Теорема 27 (М. Лерх, 1896 г., [18]). Пусть n > 1 – натуральное число, m ∈ Z.
Если (m, 2n) = 1, то (

m

Z2n

)
DH

= (−1)
(m−1)(n−1)

2 .

Если n – нечетно и (m,n) = 1, то(
m

Zn

)
DH

=

(
m

n

)
.
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Обобщение предыдущего результата на произвольные абелевы группы дает следую-
щее утверждение.

Теорема 28 ([19]). Пусть G – конечная абелева группа четного порядка n,
а G2 = {g ∈ G | g2 = 1} – ее подгруппа, состоящая из единицы и элементов порядка два.
Обозначим порядок этой подгруппы через 2t. Тогда для любого целого числа m, взаимно
простого с n, справедливо равенство:

(
m

G

)
DH

=

1, если n ≡ 2 (mod 4) или t > 1;

(−1)
m−1

2 , если n ≡ 0 (mod 4) и t = 1.

Доказательство. Вычислим дискриминант группы G. Количество вещественных классов
совпадает с порядком подгруппы G2. Остальные n− 2t элементов образуют комплексные
классы, поэтому получаем

D(G) = (−1)
n−2t

2 n2t .

Согласно теореме 24 и свойствам символа Кронекера

(
m

G

)
DH

=

(
−1

m

)n−2t

2
(
n2t

m

)
=

(
−1

m

)n−2t

2

.

Если t > 1, то так как подгруппа G2 имеет порядок 2t, то n делится на 4. Разность

n− 2t является кратной 4, поэтому
(
−1

m

)n−2t

2

= 1 для любого m, взаимно простого с n.

Если t = 1, то подгруппа G2 состоит только из единицы и единственного элемента
порядка 2 (

m

G

)
DH

=

(
−1

m

)n−2
2

.

Если n ≡ 2 (mod 4), то
n− 2

2
– четное число. В этом случае

(
−1

m

)n−2
2

= 1.

Если n ≡ 0 (mod 4), то n−2
2

– нечетное число. Символ Кронекера сводится к:(
−1

m

)
= (−1)

m−1
2 .

Отметим, что эта формула остается справедливой и для отрицательных m.

Напомним, что согласно теореме 19 для конечных групп нечетного порядка сим-

вол
(

·
G

)
el

совпадает с символом Дьюка–Хопкинс
(

·
G

)
DH

и, следовательно, в этом случае

для символа Хабличека–Мантиллы-Солера квадратичный закон взаимности выполняет-
ся в той же форме, как в теореме 24. Однако в случае групп четного порядка ситуация
усложняется, так как перестановочная структура на элементах начинает проявлять более
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высокую чувствительность к инволюциям, нежели структура классов сопряженности.
Для формулировки аналога закона взаимности М.Хабличек и Г.Мантилла-Солер [20]

выделяют обширный класс конечных групп, удовлетворяющих одному из двух условий:

1) группа G представима в виде прямого произведения группы нечетного порядка
и 2-группы;

2) группа G имеет порядок 2n, где n нечетно, и все элементы четного порядка в ней
являются инволюциями.

Заметим, что под эти условия автоматически подпадают все конечные нильпотент-
ные группы, а также группы нечетного порядка. Главный результат авторов для данного
класса формулируется следующим образом:

Теорема 29 (см. [20]). Пусть конечная группа G удовлетворяет указанным выше усло-
виям. Тогда для любого целого m, (m, |G|) = 1, справедливо равенство:(

m

G

)
el

=

(
dG
m

)
,

где справа стоит символ Кронекера, а dG – аналог дискриминанта группы, вычисляемый
через количество решений уравнения x2 = 1, обозначаемое как |f2(G)|, и число силовских
2-подгрупп n2(G):

dG := (−1)
|G|−|f2(G)|

2
|G||f2(G)|

n2(G)ϵ(G)
.

Здесь ϵ(G) является индикаторной функцией, которая определяется структурным со-
отношением между порядком группы и количеством ее силовских 2-подгрупп:

ϵ(G) =

1, если |G| = 2n2(G);

0, иначе.

Авторы подчеркивают, что данные структурные требования к группе являются до-

статочными, но не необходимыми. Например, закон взаимности в форме
(
m

G

)
el

=

(
dG
m

)
выполняется для всех существующих групп порядка 24, хотя не все они удовлетворя-
ют условиям теоремы. Более того, проведенный авторами компьютерный анализ всех
148 неизоморфных групп порядка не выше 35 показал, что исключение составляют всего
четыре группы: две порядка 30, одна порядка 20 и одна порядка 18.

Для преодоления этих ограничений и построения общего закона взаимности для
символа авторы разрабатывают комбинаторный метод – метод симметрических разно-
стей на группах. Они доказывают, что любая конечная группа может быть единственным
образом (с точностью до порядка) разложена в симметрическую разность своих цикли-
ческих подгрупп. Ограничивая действие степенного отображения на эти подгруппы, они
получают обобщение:
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Теорема 30 (см. [20]). Для любой конечной группы G существует такое целое число d∗G,
что для всех a, удовлетворяющих условию (a, |G|) = 1, выполняется:(

a

G

)
el

=

(
d∗G
a

)
.

Здесь инвариант d∗G определяется как произведение базовых инвариантов d⟨gi⟩ для
циклических подгрупп, составляющих редуцированное разложение группы G. Поиск яв-
ной и легко вычислимой формулы для d∗G в общем случае остается открытой математиче-
ской задачей. Для малых групп порядка < 36 авторы эмпирически устанавливают связь
d∗G = n2(G)

v(G)dG, где v(G) ∈ {0, 1}.

3. Приложение к классическому квадратичному закону взаимности

3.1. Приложения к закону взаимности для символа Якоби. Первое до-
казательство теоремы 26, примененное к случаю, когда G – циклическая группа нечетно-
го порядка, дает короткое доказательство квадратичного закона взаимности для симво-
ла Якоби.

Пусть p – простое нечетное число, m > 1 – нечетное натуральное число, взаимно
простое с p, а ε ∈ Fp – примитивный корень степени m из единицы. Положим

A =


1 1 . . . 1

1 ε . . . εm−1

...
... . . . ...

1 εm−1 . . . ε(m−1)2

 . (4)

Рассмотрим произведение матриц:
1 1 . . . 1

1 ε . . . εm−1

...
... . . . ...

1 εm−1 . . . ε(m−1)2



1 1 . . . 1

1 ε−1 . . . ε−(m−1)

...
... . . . ...

1 ε−(m−1) . . . ε−(m−1)2

 =


m 0 . . . 0

0 m . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . m

 .

Переходя к определителям обеих частей и учитывая лемму Золотарёва–Фробениуса
получаем следующие равенства:(

|A|m−m−1
2

)2
= (−1)

m−1
2 m, (5)

|A|p =
(
p

m

)
|A|. (6)
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Из равенства (5) следует эквивалентность:

|A| ∈ Fp ⇔

(
(−1)

m−1
2 m

p

)
= 1.

С другой стороны, принадлежность элемента |A| полю Fp равносильна тому факту, что
он является корнем уравнения xp = x. Следовательно, из равенства (6) следует эквива-
лентность:

|A| ∈ Fp ⇔ |A| = |A|p ⇔
( p
m

)
= 1.

Таким образом, имеет место равенство

( p
m

)
=

(
(−1)

m−1
2 m

p

)
.

Квадратичный закон взаимности для символа Якоби теперь непосредственно следует из
свойства бимультипликативности этого символа.

Отметим, что изложение первого доказательства теоремы 26 и ее специального слу-
чая, приведенного выше, основано на работе [24].

3.2. Приложения к закону взаимности для символа Кронекера. В дан-
ном подразделе мы докажем квадратичный закон взаимности для символа Кронекера.
Для этого нам потребуется выразить символ Кронекера в терминах групповых символов.

Предложение 31. Пусть Q16 – группа обобщенных кватернионов порядка 16. Тогда для
любого целого числа a справедливо равенство:(

a

Q16

)
DH

=

(
a

2

)
.

Доказательство. По определению символа Дьюка–Хопкинс, квадратичный сим-

вол
(
a

G

)
DH

для целого числа a, взаимно простого с порядком группы n, равен знаку

перестановки классов сопряженности группы G, индуцированной возведением элементов
в степень a. Если (a, n) ̸= 1, то символ равен нулю.

Рассмотрим группу обобщенных кватернионов Q16 порядка n = 16. Зададим ее стан-
дартным копредставлением:

Q16 =
〈
x, y | x8 = 1, y2 = x4, y−1xy = x−1

〉
.

Если a – четное число, то (a, 16) ̸= 1, и по определению
(

a

Q16

)
DH

= 0. С другой

стороны, по определению символа Кронекера для четного a имеем
(
a

2

)
= 0. В этом

случае равенство выполняется.
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Пусть теперь a – нечетное число. Найдем классы сопряженности Q16. Всего ихm = 7:

C1 = {1}, C2 = {x4},

C3 = {x, x7}, C4 = {x2, x6}, C5 = {x3, x5},

C6 = {y, x2y, x4y, x6y}, C7 = {xy, x3y, x5y, x7y}.

Порядок элемента x равен 8. Для элементов вида xky их квадрат равен(
xky
)2

= xkyxky = xkx−ky2 = x4

(поскольку yxk = x−ky), следовательно, их порядок равен 4. Таким образом, отображе-
ние g 7→ ga полностью определяется остатком от деления a на 8. Рассмотрим 4 возможных
случая для нечетного a (mod 8):

1) a ≡ 1 (mod 8):
Отображение g 7→ g оставляет все классы на своих местах. Следовательно, пере-

становка является тождественной, и
(

a

Q16

)
DH

= 1.

2) a ≡ 3 (mod 8):
Возведение в куб дает следующие переходы:

C3 → {x3, x21} = C5, C4 → {x6, x18} = C4, C5 → {x9, x15} = C3.

Для классов C6 и C7 элементы остаются внутри своих классов. Перестановка
является одной транспозицией (C3 ↔ C5) – это нечетная перестановка, поэтому(

a

Q16

)
DH

= −1.

3) a ≡ 5 (mod 8):
Возведение в 5-ю степень дает:

C3 → {x5, x35} = C5, C5 → {x15, x25} = C3.

Элементы из C6 и C7 имеют порядок 4, поэтому g5 = g4g = g, и они остаются
на своих местах. Снова получаем ровно одну транспозицию (C3 ↔ C5), значит(

a

Q16

)
DH

= −1.

4) a ≡ 7 (mod 8) ≡ −1 (mod 8):
Переход к обратным элементам дает:

C3 → {x−1, x−7} = {x7, x} = C3, C5 → C5.

Для C6 и C7 имеем (xky)−1 = y−1x−k = x4yx−k = xk+4y. Поскольку числа k и k+4
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имеют одинаковую четность, элементы класса C6 переходят в элементы C6, а эле-
менты C7 – в элементы C7. Все классы переходят в себя, перестановка тожде-

ственная,
(

a

Q16

)
DH

= 1.

Итак, мы получили, что:

(
a

Q16

)
DH

=

1, если a ≡ ±1 (mod 8);

−1, если a ≡ ±3 (mod 8).

Теперь обратимся к определению символа Кронекера для нечетного a:(
a

2

)
= (−1)

a2−1
8 .

Оба символа полностью совпадают на всех целых числах a, что и требовалось дока-
зать.

Замечание 32. Аналогичный результат достигается для диэдральной группы D16 поряд-
ка 16: (

a

D16

)
DH

=

(
a

2

)
.

Лемма 33. Пусть a, b – целые ненулевые числа. Тогда:(
a

sgn(b)

)
= (−1)

sgn(a)−1
2

· sgn(b)−1
2 .

Доказательство. Если b > 0, то sgn(b) = 1, и по определению символа Кронекера
(
a

1

)
= 1.

В правой части формулы показатель степени содержит множитель
sgn(b)− 1

2
= 0, поэтому

она также равна (−1)0 = 1. Левая и правая части совпадают.

Если b < 0, то sgn(b) = −1. Левая часть принимает вид
(
a

−1

)
, что по определению

равно 1 при a > 0 и −1 при a < 0. В правой части множитель
sgn(b)− 1

2
=

−1− 1

2
= −1.

Тогда правая часть принимает вид:

(−1)−
sgn(a)−1

2 .

Если a > 0, то sgn(a) = 1, и показатель степени равен 0, что дает (−1)0 = 1. Если a < 0,
то sgn(a) = −1, и показатель степени равен 1, что дает (−1)1 = −1.

В обоих случаях результат формулы в точности совпадает со значением
(
a

−1

)
из определения.
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Теорема 34 (закон взаимности для символа Кронекера). Пусть a, b – любые ненуле-
вые целые числа. Представим их в виде a = sgn(a)2αa1 и b = sgn(b)2βb1, где α, β ≥ 0,
а a1, b1 – натуральные нечетные числа. Тогда(

a

b

)
= (−1)

a1−1
2

· b1−1
2

+
sgn(a)−1

2
· b1−1

2
+

a1−1
2

· sgn(b)−1
2

(
b

a

)
.

Доказательство. Если (a, b) > 1, то по определению символа Кронекера
(
a

b

)
=

(
b

a

)
= 0,

и требуемое равенство выполняется. Поэтому далее без ограничения общности считаем,
что a и b взаимно просты.

По свойству мультипликативности символа Кронекера:(
a

b

)
=

(
a

sgn(b)

)
·
(
a

2

)β

·
(
a

b1

)
.

Согласно предложению 31, лемме 33 и в силу того, что символ Якоби выражается

через групповой символ
(
a

b1

)
=

(
a

Zb1

)
DH

, получим:

(
a

b

)
= (−1)

sgn(a)−1
2

· sgn(b)−1
2 ·

(
a

Q16

)β

DH

·
(
a

Zb1

)
DH

.

Воспользуемся теоремой Дьюка–Хопкинс для групповых символов:(
a

b

)
= (−1)

sgn(a)−1
2

· sgn(b)−1
2 ·

(
D(Q16)

a

)β

·
(
D(Zb1)

a

)
.

Известно, что D(Zb1) = (−1)
b1−1

2 b1. Вычислим дискриминант группы обобщенных
кватернионов Q16:

D(Q16) = (−1)0 · 167 · 1

1 · 1 · 2 · 2 · 2 · 4 · 4
= 221.

Тогда (
D(Q16)

a

)
=

(
221

a

)
=

(
2

a

)
.

Подставим получившиеся выражения в исходное произведение:(
a

b

)
= (−1)

sgn(a)−1
2

· sgn(b)−1
2 ·

(
2β

a

)
·
(
(−1)

b1−1
2

a

)
·
(
b1
a

)
.
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Заметим, что 2βb1 = sgn(b)b, и, пользуясь мультипликативностью, получим:(
a

b

)
= (−1)

sgn(a)−1
2

· sgn(b)−1
2 ·

(
(−1)

b1−1
2

a

)
·
(
sgn(b)

a

)
·
(
b

a

)
.

Преобразуем первые множители, содержащие a в нижней части:

(
(−1)

b1−1
2

a

)
·
(
sgn(b)

a

)
=

(
−1

a

) b1−1
2

·
(
−1

a

) sgn(b)−1
2

=

(
−1

a

) b1−1
2

+
sgn(b)−1

2

.

Отдельно рассмотрим значение
(
−1

a

)
:

(
−1

a

)
=

(
−1

sgn(a)

)
·
(
−1

2

)α

·
(
−1

a1

)
.

Пользуясь леммой 33 и свойством символа Якоби
(
−1

a1

)
, получим

(
−1

a

)
= (−1)

sgn(a)−1
2

·−1−1
2 · 1α · (−1)

a1−1
2 = (−1)

sgn(a)−1
2

+
a1−1

2 .

Подставляя это обратно, находим показатель степени при −1:(
sgn(a)− 1

2
+
a1 − 1

2

)(
b1 − 1

2
+

sgn(b)− 1

2

)
.

Раскрывая скобки и складывая с начальным множителем
sgn(a)− 1

2
· sgn(b)− 1

2
(учиты-

вая, что по модулю 2 знак слагаемого не важен), исходное произведение примет вид(
a

b

)
= (−1)

a1−1
2

· b1−1
2

+
sgn(a)−1

2
· b1−1

2
+

a1−1
2

· sgn(b)−1
2

(
b

a

)
,

что и требовалось доказать.

3.3. Шестое доказательство Гаусса квадратичного закона. Определи-
тель Вандермонда находит применение в различных доказательствах закона квадратич-
ной взаимности (см., например, [25–29]). В данном подразделе мы исследуем тесную связь
между доказательствами квадратичной взаимности, опирающимися на свойства опреде-
лителя Вандермонда, и классическими методами, использующими квадратичные суммы
Гаусса.

Пусть p – нечетное простое число, ζ = e
2πi
p – примитивный корень p-й степени из еди-

ницы, а χ : F∗
p → C∗ – характер мультипликативной группы поля Fp. Из теории характеров

конечных групп известно, что группа мультипликативных характеров является цикли-
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ческой группой порядка p − 1 относительно операции поточечного умножения. Введем
в рассмотрение матрицу Вандермонда V и вектор-столбец значений характера χ:

V =


1 1 1 . . . 1

1 ζ1 (ζ1)2 . . . (ζ1)p−1

1 ζ2 (ζ2)2 . . . (ζ2)p−1

...
...

... . . . ...
1 ζp−1 (ζp−1)2 . . . (ζp−1)p−1

 , χ =


0

χ(1)

χ(2)
...

χ(p− 1)

 =
(
0, χ(1), . . . , χ(p− 1)

)T
.

По своей сути матрица V является таблицей характеров аддитивной группы поля Fp,
а вектор χ состоит из значений характера мультипликативной группы с добавлением нуля
на первой позиции.

В работе К.Мотосе [27] важные свойства сумм Гаусса были получены на основе
изучения связей между матрицей V и вектор-столбцами вида χ. Отметим, что в указанной
работе для анализа сумм Гаусса использовалась усеченная матрица характеров размера
(p− 1)× (p− 1), индексы которой пробегали только по ненулевым элементам поля.

Напомним, что для произвольного характера χ : F∗
p → C∗ сумма Гаусса определяется

равенством

τχ :=

p−1∑
k=1

χ(k)ζk.

Если в качестве характера χ выбрать символ Лежандра
(
·
p

)
, мы приходим к поня-

тию квадратичной суммы Гаусса:

τp := τ( ·
p)

=

p−1∑
k=1

(
k

p

)
ζk.

Лемма 35. Пусть χ – некоторый нетривиальный характер мультипликативной группы
поля Fp, а χ – сопряженный ему характер. Тогда

1) V χ = τχχ;

2) V 2χ = τχτχχ;

3) τχτχ = pχ(−1). В частности, для квадратичной суммы Гаусса имеет место
равенство:

τ 2p = (−1)
p−1
2 p. (7)

Доказательство. Будем индексировать строки и столбцы матриц от 0 до p − 1. Тогда
j, k-я компонента матрицы V имеет вид Vj,k = ζjk.

1) Для каждого j ∈ {1, . . . , p− 1} имеет место равенство:

(V χ)j =

p−1∑
k=0

Vj,kχk =

p−1∑
k=1

χ(k)ζjk.
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Сделаем замену переменной m = jk (mod p). Поскольку j ̸≡ 0 (mod p), при пробегании k
всех ненулевых элементов поля индекс m также пробегает все ненулевые элементы. Учи-
тывая, что k ≡ j−1m (mod p), получаем

p−1∑
m=1

χ(j−1m)ζm = χ(j−1)

p−1∑
m=1

χ(m)ζm = χ(j)τχ = (τχχ)j.

Если же j = 0, то, так как сумма нетривиального характера по всей группе равна нулю,
имеем

(V χ)0 =

p−1∑
k=1

χ(k) = 0 = (τχχ)0.

Таким образом, V χ = τχχ.

2) Согласно первому пункту, применяя матрицу V дважды, получаем

V 2χ = V (V χ) = V (τχχ) = τχ(V χ) = τχτχχ.

3) Вычислим элементы матрицы V 2:

(V 2)j,l =

p−1∑
k=0

Vj,kVk,l =

p−1∑
k=0

ζjkζkl =

p−1∑
k=0

ζk(j+l) =

p, если j ≡ −l (mod p);

0, если j ̸≡ −l (mod p).

Тогда j-я компонента вектора V 2χ равна:

(V 2χ)j =

p−1∑
l=0

(V 2)j,lχl =

0, если j = 0;

pχ(−j), если j > 0.

Поскольку pχ(−j) = pχ(−1)χ(j), можно записать это в векторном виде:

V 2χ = pχ(−1)χ.

Сопоставляя это с результатом второго пункта, имеем

τχτχχ = pχ(−1)χ.

Поскольку χ – ненулевой вектор, отсюда следует, что

τχτχ = pχ(−1).

Наконец, для вывода равенства (7) применим этот результат к символу Лежанд-

ра χ =

(
·
p

)
. Так как этот характер принимает только действительные значения ±1, он
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совпадает со своим сопряженным: χ = χ. Кроме того, χ(−1) =

(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 . Следо-

вательно, τ 2p = (−1)
p−1
2 p.

В работе [27] лемма 35 лежит в основе доказательства квадратичного закона взаим-
ности, приведенного ниже. Рассмотрим вектор η = (0, η(1), . . . , η(p− 1))T , где

η(k) =

(
k

p

)
– символ Лежандра. Поскольку символ Лежандра принимает только веще-

ственные значения, сопряженный вектор η совпадает с η. Тогда, согласно лемме 35, для
вектора η имеют место равенства:

V η = τpη, V 2η = pη(−1)η = p(−1)
p−1
2 η. (8)

Пусть q – нечетное простое число, отличное от p. Рассмотрим действие операто-
ра V q−1 на вектор η в кольце Z[ζ] по модулю идеала qZ[ζ]. Вычислим этот результат
двумя способами.

С одной стороны, имеют место равенства:

V q−1η = (V 2)
q−1
2 η =

(
p(−1)

p−1
2

) q−1
2

η = p
q−1
2 (−1)

p−1
2

q−1
2 η.

Так как, согласно критерию Эйлера, p
q−1
2 ≡

(
p

q

)
(mod q), получаем

V q−1η ≡
(
p

q

)
(−1)

p−1
2

· q−1
2 η (mod qZ[ζ]). (9)

Здесь под сравнением векторов a ≡ b (mod qZ[ζ]) понимается покомпонентное сравнение
их элементов.

С другой стороны, возведем сумму Гаусса τp в степень q:

τ qp =

(
p−1∑
k=1

η(k)ζk

)q

≡
p−1∑
k=1

η(k)qζqk (mod qZ[ζ]).

Поскольку η(k) ∈ {±1} и q нечетно, η(k)q = η(k). Учитывая, что η(q)2 = 1, преобразуем
сумму:

p−1∑
k=1

η(k)ζqk = η(q)

p−1∑
k=1

η(q)η(k)ζqk = η(q)

p−1∑
k=1

η(qk)ζqk.

Поскольку (q, p) = 1, при пробегании k всех ненулевых вычетов по модулю p индекс qk
также пробегает все ненулевые вычеты. Следовательно, эта сумма в точности равна τp,
откуда

τ qp ≡
(
q

p

)
τp (mod qZ[ζ]). (10)
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Так как p и q – различные простые числа, p обратимо по модулю q. Поскольку
τ 2p = (−1)

p−1
2 p, элемент τp обратим по модулю идеала qZ[ζ]. Разделив обе части сравне-

ния (10) на τp, получаем

τ q−1
p ≡

(
q

p

)
(mod qZ[ζ]).

Поскольку, согласно равенствам (8), вектор η является собственным для матрицы V

с собственным значением τp, справедливо равенство V q−1η = τ q−1
p η. Отсюда

V q−1η ≡
(
q

p

)
η (mod qZ[ζ]). (11)

Приравнивая результаты (9) и (11), получаем векторное сравнение:(
q

p

)
η ≡

(
p

q

)
(−1)

p−1
2

· q−1
2 η (mod qZ[ζ]).

Рассматривая любую ненулевую компоненту вектора η (например, первую, где η(1) = 1),
приходим к скалярному сравнению:(

q

p

)
≡
(
p

q

)
(−1)

p−1
2

· q−1
2 (mod qZ[ζ]),

и, следовательно, (
q

p

)
=

(
p

q

)
(−1)

p−1
2

· q−1
2 .

Далее рассмотрим связи между определителем Вандермонда |V | и квадратичной
суммой Гаусса. Согласно равенству (5), имеем:

|V |2 = (−1)
p−1
2 pp. (12)

Следовательно, из равенства (7) вытекает, что

|V |p−
p−1
2 = ±τp. (13)

Тогда равенство (12) и сравнение

|V |p ≡
(
p

q

)
|V | (mod qZ[ζn]),

которое следует из леммы 23 3), с одной стороны, и равенство (7) и сравнение

τ qp ≡
(
q

p

)
τp (mod qZ[ζ]), (14)

с другой, несложно выводятся друг из друга.
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Проблема определения знака в формуле (13) тесно связана с одной из знамени-
тых классических задач теории чисел – вычислением точного значения квадратичной
суммы Гаусса. Классические решения этой задачи, как правило, весьма нетривиальны.
К.Ф. Гаусс решал ее в течение четырех лет. В 2003 году Каору Мотосе в своей работе [27]
предложил исключительно изящный чисто алгебраический подход. Мотосе показал, что
как сам квадратичный закон взаимности, так и точное значение квадратичной суммы
Гаусса могут быть элегантно выведены через исследование определителя матрицы Ван-
дермонда, построенной на корнях из единицы.

Пусть e0 =
(
1, 0, . . . , 0

)T
и χ∗ – образующий характер циклической группы ха-

рактеров поля F∗
p. Для каждого 0 ≤ k ≤ p− 3

2
вектор-столбец

(
0, χk

∗(1), . . . , χk
∗(p− 1)

)T
обозначим через χk.

Используя лемму 35, выпишем матрицу линейного оператора A, действующего в век-
торном пространстве векторов-столбцов Fp

p согласно правилу x 7→ V x, относительно ба-
зиса

e0, χ0, χ p−1
2
, χ1, χ1, . . . , χ p−3

2
, χ p−3

2
. (15)

Имеют место равенства

V e0 =
(
1, 1, 1, . . . , 1

)T
= e0 + χ0.

Так как (V χ0)0 =
p−1∑
k=1

1 = p− 1 и (V χ0)j =
p−1∑
k=1

ζjk = −1 при j > 0, получаем

V χ0 =
(
p− 1, −1, −1, . . . , −1

)T
= (p− 1)e0 − χ0.

Согласно лемме 35, для квадратичного характера имеем

V χ p−1
2

= τpχ p−1
2

= τpχ p−1
2
.

Теперь рассмотрим пары (χk,χk) для всех k = 1, 2, . . . ,
p− 3

2
. По лемме 35 справед-

ливы соотношения:

V χk = τχk
∗
χk = 0 · χk + τχk

∗
χk,

V χk = τχ∗kχk = τχ∗kχk + 0 · χk.

Таким образом, матрица линейного оператора A относительно базиса (15) принимает
блочно-диагональный вид:

V ′ = diag

(1 p− 1

1 −1

)
, (τp),

(
0 τχ∗

τχ∗ 0

)
, . . . ,

 0 τ
χ∗

p−3
2

τ
χ

p−3
2

∗
0

 .
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Теорема 36. Имеют место равенства:

1) |V | = τp · p
p−1
2 ·
(
2

p

)
;

2) |V | = i
p(p−1)

2 p
p
2 .

Доказательство. 1) Поскольку χ∗ – образующий характер, то χ∗ : F∗
p → C∗ является мо-

номорфизмом групп, в частности, χ∗(−1) = −1. Тогда, согласно лемме 35, определитель
каждого внедиагонального блока 2× 2 равен:∣∣∣∣∣ 0 τχ∗k

τχk
∗

0

∣∣∣∣∣ = −τχk
∗
τχ∗k = −pχk

∗(−1) = −p(−1)k.

Определитель матрицы V ′ (и, следовательно, V ) равен произведению определителей ее диа-
гональных блоков:

|V | = |V ′| =

∣∣∣∣∣1 p− 1

1 −1

∣∣∣∣∣ · τp ·
p−3
2∏

k=1

(
−τχk

∗
τχk

∗

)
= (−p) · τp ·

p−3
2∏

k=1

(
−p(−1)k

)
= τp · (−1) · p · (−p)

p−3
2 · (−1)1+2+···+ p−3

2 = τp · p
p−1
2 · (−1)

p−1
2 · (−1)

(p−3)(p−1)
8 .

Замечая, что
p− 1

2
+

(p− 3)(p− 1)

8
=

4(p− 1) + (p− 3)(p− 1)

8
=
p2 − 1

8
, окончательно по-

лучаем:

|V | = τp · p
p−1
2 · (−1)

p2−1
8 = τp · p

p−1
2 ·
(
2

p

)
.

2) Согласно равенству (13), имеем:

|V | = ±i
p(p−1)

2 p
p
2 . (16)

Выясним точное значение знака в этой формуле. Из известной формулы для определителя
Вандермонда следует равенство

|V | =
∏

0≤j<k≤p−1

(ζk − ζj).

Для каждых 0 ≤ j < k ≤ p− 1 имеем

ζk − ζj = e
iπ(k+j)

p

(
e

iπ(k−j)
p − e−

iπ(k−j)
p

)
= 2i · e

iπ(k+j)
p · sin

(
π(k − j)

p

)
.

Тогда

|V | =

( ∏
0≤j<k≤p−1

2i

)
·

( ∏
0≤j<k≤p−1

e
iπ(k+j)

p

)
·

( ∏
0≤j<k≤p−1

sin
π(k − j)

p

)
.
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Рассмотрим первые два множителя:

∏
0≤j<k≤p−1

2i = (2i)

p−1∑
k=1

k−1∑
j=0

1

= (2i)
p(p−1)

2 ,

∏
0≤j<k≤p−1

e
iπ(k+j)

p = e
iπ
p

p−1∑
k=1

k−1∑
j=0

(k+j)

.

Так как
p−1∑
k=1

k−1∑
j=0

(k + j) =

p−1∑
k=1

(
k2 +

k(k − 1)

2

)
=

p−1∑
k=1

3k2 − k

2
=
p(p− 1)2

2
,

а число
(p− 1)2

2
является четным целым, то eiπ·

(p−1)2

2 = 1. Следовательно, вторая экспо-
ненциальная часть равна 1.

Положим S =
∏

0≤j<k≤p−1

sin π(k−j)
p

. Так как все аргументы синусов лежат в интерва-

ле (0, π), они строго положительны, откуда S > 0. Тогда

|V | = i
p(p−1)

2 2
p(p−1)

2 S.

Сопоставляя это с (16), замечаем, что вещественный множитель 2
p(p−1)

2 S строго положи-
телен. Значит, знак в равенстве (16) однозначно определяется как плюс. Следовательно,
имеет место равенство

|V | = i
p(p−1)

2 p
p
2 .

Следующее утверждение непосредственно вытекает из приравнивания двух выраже-
ний для |V |, полученных в предыдущей теореме.

Теорема 37 (К. Ф. Гаусс, 1818 г., [30]). Имеем

τp =

(
2

p

)
i
p(p−1)

2
√
p.

Отметим, что доказательство теоремы 37, основанное на изучении собственных зна-
чений матрицы Вандермонда и близкое к предложенному в работе [27], приведено в из-
вестном учебнике по теории чисел [33, с. 397–401].

Для краткости будем использовать аббревиатуру КЗВ для классического квадра-
тичного закона взаимности. В своих работах [27, 31, 32] К.Мотосе предложил в общей
сложности четыре различных доказательства КЗВ. Два из них, основанные на аппарате
теории коммутативных групповых алгебр, содержатся в статьях [31,32]. В работе [27] ав-
тором представлены еще два доказательства КЗВ. При этом первое из них может быть
получено из второго доказательства теоремы 26 путем выбора в качестве G цикличе-
ской группы простого нечетного порядка q (где q ̸= p). Отметим, что это рассуждение
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было воспроизведено в недавней работе [25], где удалось достичь определенного упро-
щения исходных выкладок за счет вывода ключевого сравнения (14) с помощью леммы
Золотарёва–Фробениуса. Второе доказательство из статьи [27], опирающееся на свойства
матрицы Вандермонда, сформулированные в лемме 35, было подробно изложено выше.

Равенство (7) и сравнение (10) составляют основу доказательства КЗВ, представлен-
ного в [34, глава 6, §3]. Этот подход, использующий базовую арифметику круговых по-
лей, был предложен О.Коши, Г.Эйзенштейном и К.Якоби и органично вытекает из идей
шестого доказательства квадратичной взаимности К.Ф. Гаусса [30]. Оригинальное доказа-
тельство Гаусса детально разобрано в монографиях [35,36].

Существенное упрощение доказательства КЗВ, опирающегося на идеи Гаусса из ра-
боты [30], достигается за счет использования аппарата теории конечных полей. Рассмот-
рим аналог суммы Гаусса над конечным полем:

τ =

q−1∑
k=1

(
k

q

)
εk,

где ε – элемент порядка q из мультипликативной группы алгебраического замыкания Fp.
В статье [37] было получено исключительно краткое доказательство закона квадратичной
взаимности на основе следующих тождеств:

τ 2 = (−1)
q−1
2 q · 1Fp , τ p =

(
p

q

)
τ. (17)

Как и в комплексном случае, можно показать, что |V |q− q−1
2 = ±τ , где V – матрица, сов-

падающая с матрицей A из равенства (4), если положить в ней m = q. Тогда несложно
установить взаимную выводимость формул (17), с одной стороны, и формул

|V |2 = (−1)
q−1
2 qq · 1Fp , |V |p =

(
p

q

)
|V |, (18)

с другой. Равенства (18) лежат в основе доказательств КЗВ, представленных в рабо-

тах [28, 29]. В статье [29] равенство |V |p =
(
p

q

)
|V | доказывается с привлечением лем-

мы Гаусса. В работе [28] это же равенство получено с помощью критерия Эйлера, данное
доказательство также воспроизведено в [13, с. 67].

Таким образом, доказательства КЗВ, использующие свойства определителя Вандер-
монда, идейно глубоко родственны классическим доказательствам, основанным на аппа-
рате квадратичных сумм Гаусса и восходящим к его шестому доказательству. При этом
одно из наиболее коротких доказательств КЗВ в духе Гаусса, приведенное в разделе 3.1,
достигается именно за счет рассмотрения определителя Вандермонда над конечными по-
лями в комбинации с леммой Золотарёва–Фробениуса.
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4. Символ Картье

4.1. Основные свойства символа Картье. Для конечной абелевой группы G

порядка n отображение
φa : g 7→ ga,

где a – целое число, взаимно простое с n, является автоморфизмом группы G. Согласно

определению символа Дьюка–Хопкинс символ
(
a

G

)
DH

является знаком этого автомор-

физма. Естественным обобщением символа Дьюка–Хопкинс является переход от рассмот-
рения знаков “скалярных” автоморфизмов вида g 7→ ga к рассмотрению знаков произволь-
ных автоморфизмов конечных абелевых групп. Именно этот подход был развит П. Картье,

еще в 1970 году в своей работе [15] он ввел символ
(
u

G

)
(сам Картье в статье утверждает,

что этот символ был предложен Фробениусом в [17]: “il suggere immediatement la definition

suivante des symboles
(
u

G

)
”). Этот символ определяется как знак перестановки элемен-

тов конечной абелевой группы G нечетного порядка, индуцированной произвольным ее
автоморфизмом u.

Таким образом, подход Картье предвосхитил частный случай интерпретации груп-
пового символа для абелевых групп более чем на три десятилетия (статья Дьюка и Хоп-
кинс [19] была опубликована в 2005 году). Тот факт, что эта работа Картье, не нашла от-
ражения в статье Дьюка и Хопкинс, может быть объяснен, как предполагают П.Л.Кларк
и А.Бруниэйт [14], большей известностью трудов Картье в то время преимущественно
во франкоязычной научной среде. Но с другой стороны, в классической монографии
К.Айерлэнда и М. Роузена [34] (замечания к главе 5) символ, введенный в работе Кар-
тье, охарактеризован как «интересное обобщение» символа Лежандра. Дадим определение
этому символу, который в дальнейшем будем называть символом Картье.

Определение 38 (символ Картье). Пусть G – конечная абелева группа нечетного по-
рядка n. Пусть φ ∈ Aut(G) – автоморфизм группы G. Действие φ на элементах группы

G индуцирует перестановку Φ на множестве элементов G. Символ Картье
(
φ

G

)
C

для

автоморфизма φ ∈ Aut(G) определяется как знак перестановки Φ:(
φ

G

)
C

:= sgn(Φ).

Предложение 39. Пусть G – конечная абелева группа нечетного порядка n, и a – целое
число, взаимно простое с n. Тогда (

φa

G

)
C

=

(
a

G

)
DH

,

где φa ∈ Aut(G) – автоморфизм, заданный правилом φa(g) = ga.
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Предложение 40. Пусть G – конечная абелева группа нечетного порядка n, и пусть
φ, ψ ∈ Aut(G) – произвольные автоморфизмы G, а φ−1 и φ2 – автоморфизмы G, заданные
правилами g 7→ g−1 и g 7→ g2 соответственно. Тогда

1)
(
φψ

G

)
C

=

(
φ

G

)
C

(
ψ

G

)
C

;

2)
(
φ−1

G

)
C

= (−1)
n−1
2 ;

3)
(
φ2

G

)
C

= (−1)
n2−1

8 .

Одним из важнейших свойств, доказанных Картье, является результат, который он
называет обобщенной леммой Гаусса–Шеринга. Эта лемма дает комбинаторный способ
вычисления символа Картье через так называемые “полусистемы” элементов группы.

Теорема 41 (обобщенная лемма Гаусса–Шеринга; Картье [15]). Пусть G – конечная абе-
лева группа нечетного порядка, φ ∈ Aut(G) – автоморфизм группы G. Пусть S – полуси-
стема в G∗ = G \ {0}, т. е. такое подмножество S ⊂ G∗, что для каждого x ∈ G∗ ровно
один из элементов x или −x принадлежит S (эквивалентно, S ∩ S− = ∅ и S ∪ S− = G∗,
где S− = {−s | s ∈ S}). Тогда символ Картье выражается как:(

φ

G

)
C

= (−1)|φ(S)∩S
−|.

Доказательство. Поскольку φ(0) = 0, знак перестановки φ, действующей на G, совпадает
со знаком ее ограничения φ∗ на G∗ = G\{0}. Пусть |G| = nG. Так как n нечетно, положим
n = 2k + 1. Тогда |G∗| = 2k и полусистема S содержит k = (nG − 1)/2 элементов.

Пусть S = {x1, . . . , xk}. Зафиксируем некоторый линейный порядок < на элементах
множества G∗, при котором x1 < · · · < xk < −xk < · · · < −x1. Ключевыми свойствами
такого порядка являются:

a) если x < y, то −y < −x;

b) S = {x ∈ G∗ | x < −x}.

Символ Картье
(
φ

G

)
C

, будучи знаком перестановки φ∗, равен (−1)|I|, где I – мно-

жество инверсий, т. е. пар (x, y) ∈ G∗ ×G∗ таких, что x < y и φ(x) > φ(y). Рассмотрим
отображение θ : I → I, заданное правилом θ(x, y) = (−y,−x). Ясно, что θ является инво-
люцией на множестве I, т. е. θ ◦ θ = idI . Следовательно, число элементов |I| имеет ту же
четность, что и число m неподвижных точек инволюции θ в I. Положим

A = {(x, y) ∈ G∗ ×G∗ | x < y, φ(x) > φ(y)}, B = {x ∈ S | φ(x) > φ(−x)}.

Тогда |A| ≡ |B| (mod 2). Так как в силу определения линейного порядка на G∗, очевидно,
B = {x ∈ S | φ(x) ∈ S−} = S ∩ φ−1(S−), то |B| = |φ(S ∩ φ−1(S−))| = |φ(S) ∩ S−|. Таким об-
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разом, (
φ

G

)
C

= (−1)|I| = (−1)m = (−1)|φ(S)∩S
−|.

Для произвольного целого числа x и целого n ̸= 0 остаток от деления x на n будем
обозначать через resn(x).

Следствие 42 (лемма Гаусса–Шеринга, [38]). Пусть n > 1 – нечетное натуральное чис-
ло, а m – целое число, взаимно простое с n. Тогда(m

n

)
= (−1)|I|,

где
I =

{
i ∈ Z

∣∣∣∣ 1 ≤ i ≤ n− 1

2
, resn(m · i) > n

2

}
.

Как показывают рассуждения из доказательства теоремы 41, между леммами Гаус-
са–Шеринга и Золотарёва–Фробениуса существует тесная связь. Действительно, пусть
m,n > 1 – взаимно простые нечетные натуральные числа. Положим

A = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ n, resn(mi) > resn(mj)},

B =

{
i ∈ Z

∣∣∣∣ 1 ≤ i ≤ n− 1

2
, resn(m · i) > n

2

}
.

Тогда, согласно доказательству теоремы 41, имеет место сравнение

|A| ≡ |B| (mod 2). (19)

Так как, согласно леммам Золотарёва–Фробениуса и Гаусса–Шеринга соответственно, спра-
ведливы равенства (

m

n

)
= (−1)|A|,

(
m

n

)
= (−1)|B|,

то из сравнения (19) вытекает несложная взаимная выводимость этих лемм.
В работе [15] было доказано следующее фундаментальное свойство рассматриваемо-

го символа.

Теорема 43. Пусть G – конечная абелева группа нечетного порядка, G′ – подгруппа в G,
инвариантная относительно автоморфизма φ ∈ Aut(G). Пусть также
G′′ = G/G′ – фактор-группа. Обозначим через φ′ автоморфизм подгруппы G′, индуци-
рованный ограничением φ на G′ (т. е., φ′ = φ|G′), и через φ′′ – автоморфизм фактор-
группы G′′, индуцированный φ (т. е., φ′′(gG′) = φ(g)G′). Тогда справедливо равенство:(

φ

G

)
C

=

(
φ′

G′

)
C

·
(
φ′′

G′′

)
C

.
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Доказательство. Обозначим через π : G→ G′′ = G/G′ канонический гомоморфизм. Вы-
берем полусистему S ′ в (G′)∗ = G′ \ {0G′}. Выберем полусистему S ′′ в (G′′)∗ = G′′ \ {0G′′}.
Построим полусистему S для группы G. Положим T = π−1(S ′′). Поскольку S ′′ ⊂ (G′′)∗,
то 0G′′ /∈ S ′′, и, следовательно, G′ ∩ T = ∅.

Покажем, что S = S ′ ∪ T является полусистемой в G∗. Для этого нужно доказать,
что для любого элемента g ∈ G∗ ровно один из элементов g или −g принадлежит S.
Рассмотрим два непересекающихся случая.

Случай, когда g ∈ G′\{0}. Поскольку S ′ является полусистемой в (G′)∗, то ровно один
из элементов g или −g принадлежит S ′. С другой стороны, так как π(g) = π(−g) = 0G′′ ,
а 0G′′ /∈ S ′′, то ни g, ни −g не принадлежат T = π−1(S ′′). Следовательно, ровно один из g
или −g принадлежит S ′ ∪ T = S.

И второй случай, когда g ∈ G \ G′. В этом случае π(g) ̸= 0G′′ . Так как S ′′ – полуси-
стема в (G′′)∗, то ровно один из элементов π(g) или π(−g) = −π(g) принадлежит S ′′. Если
π(g) ∈ S ′′, то g ∈ T . При этом π(−g) /∈ S ′′, значит −g /∈ T . Если же π(−g) ∈ S ′′, то −g ∈ T ,
а g /∈ T .

Поскольку g /∈ G′, то ни g, ни −g не могут принадлежать S ′ ⊂ G′. Таким образом,
и в этом случае ровно один из элементов g или −g принадлежит S.

Из этих двух случаев следует, что S действительно является полусистемой в G∗.
Согласно обобщенной лемме Гаусса–Шеринга (теорема 41):(

φ

G

)
C

= (−1)|φ(S)∩S
−|

Поскольку S = S ′ ∪ T является дизъюнктным объединением, и φ(G′) = G′,
то φ(S) = φ(S ′) ∪ φ(T ) = φ′(S ′) ∪ φ(T ). При этом φ′(S ′) ⊂ G′, а φ(T ) ⊂ T (поскольку φ

индуцирует автоморфизм на G′′, φ(π−1(S ′′)) = π−1(φ′′(S ′′))). Тогда пересечение φ(S) ∩ S−

можно разбить на две непересекающиеся части:

φ(S) ∩ S− = (φ′(S ′) ∩ (S ′)−) ∪ (φ(T ) ∩ T−)

(здесь мы учли, что S− = (S ′)− ∪ T− и (S ′)− ⊂ G′, T− ⊂ G \G′). Следовательно, получаем
равенство

|φ(S) ∩ S−| = |φ′(S ′) ∩ (S ′)−|+ |φ(T ) ∩ T−|.

Рассмотрим член |φ(T ) ∩ T−|. Множество φ(T ) ∩ T− является объединением тех
смежных классов группыG по подгруппеG′, которые соответствуют элементам множества
φ′′(S ′′) ∩ (S ′′)− в фактор-группе G′′. Каждый такой смежный класс содержит ровно |G′|
элементов.

Поскольку группаG имеет нечетный порядок, ее подгруппаG′ также имеет нечетный
порядок, т. е. |G′| – нечетное число. Следовательно, |φ(T ) ∩ T−| = |G′| · |φ′′(S ′′) ∩ (S ′′)−|.
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Так как |G′| нечетно, получаем сравнение по модулю 2:

|φ(T ) ∩ T−| ≡ |φ′′(S ′′) ∩ (S ′′)−| (mod 2).

Подставляя полученные результаты, имеем:(
φ

G

)
C

= (−1)|φ(S)∩S
−| = (−1)|φ

′(S′)∩(S′)−|+|φ(T )∩T−| = (−1)|φ
′(S′)∩(S′)−| · (−1)|φ(T )∩T−| =

=

(
φ′

G′

)
C

· (−1)|φ
′′(S′′)∩(S′′)−| =

(
φ′

G′

)
C

·
(
φ′′

G′′

)
C

.

Это завершает доказательство теоремы.

Следствие 44. Пусть G1 и G2 – конечные абелевы группы нечетных порядков. Пусть
φ1 ∈ Aut(G1) и φ2 ∈ Aut(G2) – автоморфизмы этих групп. Рассмотрим автоморфизм
φ = φ1 × φ2 на группе G = G1 × G2, определенный правилом φ((g1, g2)) = (φ1(g1), φ2(g2))

для всех (g1, g2) ∈ G. Тогда (
φ

G1 ×G2

)
C

=

(
φ1

G1

)
C

·
(
φ2

G2

)
C

.

Заметим, что утверждение следствия 44 также непосредственно вытекает из лем-
мы 1 b).

Теорема 45. Пусть 0 → G1
f1−→ G2

f2−→ . . . Gk−1
fk−1−−→ Gk → 0 (k ≥ 3) – точная после-

довательность конечных абелевых групп, φ1 ∈ Aut(G1), . . . , φk ∈ Aut(Gk) и равенство
φi+1fi = fiφi выполнено для каждого 1 ≤ i ≤ k − 1. Тогда имеет место равенство(

φ1

G1

)
C

·
(
φ2

G2

)
C

· . . . ·
(
φk

Gk

)
C

= 1. (20)

Доказательство. Докажем утверждение теоремы с помощью математической индукции
по k. Для k = 3 равенство (20) следует из теоремы 43. Предположим, что равенство (20)
верно для некоторого k ≥ 3. Рассмотрим точную последовательность конечных абелевых
групп 0 → G1

f1−→ G2
f2−→ . . . Gk

fk−→ Gk+1 → 0 и семейство автоморфизмов φ1 ∈ Aut(G1), . . . ,

φk+1 ∈ Aut(Gk+1), для которого равенство φi+1fi = fiφi выполнено для каждого 1 ≤ i ≤ k.

Имеют место точные последовательности 0 → G1
f1−→ G2

f2−→ . . . Gk−1
fk−1−−→ fk−1(Gk−1) → 0

и 0 → fk−1(Gk−1)
ι−→ Gk

fk−→ Gk+1 → 0, где ι : fk−1(Gk−1) → Gk – естественное вложение.
Заметим, что φk(fk−1(Gk−1)) ⊆ fk−1(Gk−1). Тогда по предположению индукции имеют
место равенства (

φ1

G1

)
C

(
φ2

G2

)
C

. . .

(
φ′
k

fk−1(Gk−1)

)
C

= 1,
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(
φ′
k

fk−1(Gk−1)

)
C

(
φk

Gk

)
C

(
φk+1

Gk+1

)
C

= 1,

где φ′
k ∈ Aut(fk−1(Gk−1)) – ограничение автоморфизма φk на подгруппу fk−1(Gk−1). Таким

образом,

1 =

(
φ1

G1

)
C

(
φ2

G2

)
C

. . .

(
φ′
k

fk−1(Gk−1)

)
C

(
φ′
k

fk−1(Gk−1)

)
C

(
φk

Gk

)
C

(
φk+1

Gk+1

)
C

=

=

(
φ1

G1

)
C

(
φ2

G2

)
C

. . .

(
φk

Gk

)
C

(
φk+1

Gk+1

)
C

.

Далее рассмотрим свойства символа Картье
(
φ

G

)
C

в случае, когда G – векторное

пространство над конечным полем, а φ – линейный оператор, действующий на G. Отме-
тим, что во избежание путаницы с мощностью множеств или порядком элементов группы,
определитель абстрактного линейного оператора A (или матрицы A) в этом разделе мы
будем обозначать стандартным символом detA, что равносильно использовавшемуся ра-
нее обозначению |A|.

Лемма 46. Пусть q = pk, где p – нечетное простое число и k ≥ 1. Тогда отображение
φ : GLn(Fq) → {±1}, действующее согласно правилу

φ : A 7→
(
detA

Fq

)
,

является единственным нетривиальным гомоморфизмом из группы GLn(Fq) в группу {±1}.

Доказательство. Покажем сначала, что φ – нетривиальный гомоморфизм. Пусть d ∈ F∗
q\F∗2

q .
Тогда для диагональной матрицы A0 = diag(d, 1, . . . , 1) ∈ GLn(Fq) имеем:

φ(A0) =

(
detA0

Fq

)
=

(
d

Fq

)
= −1.

Следовательно, ядро гомоморфизма φ не совпадает со всей группой, и φ нетривиален.
Предположим теперь, что ψ1 : GLn(Fq) → {±1} и ψ2 : GLn(Fq) → {±1} – два произ-

вольных нетривиальных гомоморфизма. Из свойств коммутанта вытекает, что

[GLn(Fq),GLn(Fq)] ⊆ ker(ψ1) ∩ ker(ψ2).

Согласно [39, с. 38]:

SLn(Fq) = [GLn(Fq),GLn(Fq)] ⊆ ker(ψ1) ∩ ker(ψ2).

Поскольку для гомоморфизма взятия определителя det : GLn(Fq) → F∗
q имеет место

равенство ker(det) = SLn(Fq), по теореме о гомоморфизме существуют такие гомоморфиз-
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мы ψ′
1 и ψ′

2, действующие из F∗
q в {±1}, что выполняются равенства:

ψ1 = ψ′
1 ◦ det, ψ2 = ψ′

2 ◦ det .

Так как мультипликативная группа поля F∗
q является циклической группой четного по-

рядка, для нее существует единственный нетривиальный гомоморфизм в {±1}. Таким
образом, ψ′

1 = ψ′
2, откуда окончательно получаем ψ1 = ψ2.

Теорема 47. Пусть Fq – конечное поле из q элементов, где q = ps и p – нечетное простое
число. Если V – конечномерное векторное пространство над полем Fq, то для каждого
обратимого линейного оператора A ∈ GL(V ) имеет место равенство(

A
V

)
C

=

(
detA
Fq

)
.

Доказательство. Покажем, что гомоморфизм ψ : GL(V ) → {±1}, заданный согласно пра-

вилу ψ(A) =

(
A
V

)
C

является нетривиальным. Выберем в V некоторый базис {e1, . . . , en}.

Рассмотрим линейный оператор A : V → V , действующий согласно правилу

x1e1 + . . .+ xnen 7→ ax1e1 + x2e2 + . . .+ xnen,

где a ∈ F∗
q \ F∗2

q . Оператор A можно рассматривать как прямое произведение оператора
умножения на a на подпространстве ⟨e1⟩ и тождественного оператора на подпространстве
⟨e2, . . . , en⟩. Согласно лемме 1 b) и тому факту, что знак отображения x 7→ ax на Fq

равен
(
a

Fq

)
, получаем

(
A
V

)
C

=

(
a

Fq

)|Fn−1
q |

= (−1)q
n−1

= −1,

поскольку q нечетно.
Таким образом, гомоморфизм ψ является нетривиальным. Следовательно, согласно

лемме 46, он совпадает с единственным нетривиальным гомоморфизмом из GL(V ) в {±1},
и для всякого обратимого линейного оператора A ∈ GL(V ) имеет место равенство(

A
V

)
C

=

(
detA
Fq

)
.

Непосредственным следствием предыдущей теоремы является следующее классиче-
ское утверждение.

Теорема 48 (Фробениуса–Золотарёва). Пусть p – нечетное простое число, k ≥ 1,
а G = Fk

p – k-мерное векторное пространство над полем Fp. Пусть φ ∈ Aut(G) – авто-
морфизм группы G, который как линейное преобразование этого векторного простран-
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ства задается обратимой матрицей A ∈ GLk(Fp). Тогда(
φ

G

)
C

=

(
detA

p

)
,

где справа стоит классический символ Лежандра.

Обобщение теоремы Фробениуса–Золотарёва на случай абелевой группы Zk
n, где

n нечетно, было получено И.Шуром в работе [40]. Более широкие результаты были по-
лучены Д.Г.Лемером [41]. Сделаем следующую оговорку: излагая результат Лемера, мы

будем обозначать этот знак как
(
φ

G

)
C

, понимая это как естественное распространение

основной идеи символа Картье на группы любого порядка. Лемер передоказывает ранее
полученные результаты для нечетных n и устанавливает явные формулы для символа
Картье в ряде случаев для четных n.

Теорема 49 (Лемер [41]). Пусть n – натуральное число, и k ≥ 2. Рассмотрим G = Zk
n

как свободный модуль ранга k над кольцом Zn. Для любого автоморфизма φ ∈ Aut(G), ко-
торый как автоморфизм модуля над Zn представим обратимой матрицей A ∈ GLk(Zn),
справедливы утверждения:

1) Если n – нечетно, то (
φ

G

)
C

=

(
detA

n

)
;

(это утверждение согласуется с теоремой Шура).
2) Если n – четно, тогда:

a) Если k ≥ 3 или k ≥ 2 и n ≡ 0 (mod 4), тогда(
φ

G

)
C

= 1;

b) Если k = 2 и n ≡ 2 (mod 4), то пусть A′ =

(
a′ b′

c′ d′

)
∈ Mat2(Z) – един-

ственная матрица с элементами из {0, 1}, такая, что ее элементы
сравнимы по модулю 2 с соответствующими элементами матрицы A.
Тогда (

φ

G

)
C

= (−1)a
′+b′+c′+d′(a′d′ − b′c′).

Теорема Лемера дает конкретные значения для символа Картье в ряде случаев, ко-
гда порядок группы Zk

n является четным. Однако сама структура этих результатов, с раз-
делением на подслучаи в зависимости от k и сравнимости n по модулю 4, уже намекает
на значительную сложность общей картины для групп четного порядка по сравнению с бо-
лее единообразными результатами для нечетных порядков. Эту возрастающую сложность
отмечали Кларк и Бруниэйт в работе [14], что подчеркивает нетривиальность разработки
общей и единой формулы символа Картье для групп четного порядка.
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4.2. Формула для символа Картье. Пусть R – абстрактное числовое кольцо
и P – простой идеал кольца R. R-модуль M называется P -примарным, если для каждо-
го элемента m ∈M существует натуральное число n, для которого выполнено равенство
P nm = 0.

Рассмотрим произвольный ненулевой конечно порожденный P -примарный модульM .
Хорошо известно, что для некоторых натуральных чисел n1 ≤ n2 ≤ . . . ≤ nk имеет
место изоморфизм M ∼= R/P n1 ⊕ R/P n2 ⊕ · · · ⊕ R/P nk . Ясно, что M – конечный мо-
дуль. Для некоторого элемента p ∈ P имеет место равенство (pR + P nk)/P nk = P/P nk

и P i/P nk = (piR + P nk)/P nk (0 ≤ i ≤ nk) – все подмодули модуляR/P nk .Для любых ni ≤ nj

имеют место хорошо известные изоморфизмы

R/P ni ∼= HomR(R/P
nj , R/P ni), R/P ni ∼= HomR(R/P

ni , R/P nj),

действующие соответственно согласно правилам

r + P ni 7→ (x+ P nj 7→ rx+ P ni), r + P ni 7→ (x+ P ni 7→ rxpnj−ni + P nj). (21)

Рассмотренные выше изоморфизмы индуцируют изоморфизм α1 действующий из кольца
формальных матриц

(R/Pmin(ni,nj))i,j =


R/P n1 R/P n1 . . . R/P n1

R/P n1 R/P n2 . . . R/P n2

...
... . . . ...

R/P n1 R/P n2 . . . R/P nk

 ,

в котором матричные единицы умножаются согласно правилам:

EijEjs = sijsEis, где sijs =


pnj/pmax(ni,ns), i < j > s;

pmin(ni,ns)/pnj , i > j < s;

1R, иначе

в кольцо формальных матриц

(Hom(R/Pnj , R/Pni))i,j =


Hom(R/Pn1 , R/Pn1) Hom(R/Pn2 , R/Pn1) . . . Hom(R/Pnk , R/Pn1)

Hom(R/Pn1 , R/Pn2) Hom(R/Pn2 , R/Pn2) . . . Hom(R/Pnk , R/Pn2)
...

...
. . .

...
Hom(R/Pn1 , R/Pnk) Hom(R/Pn2 , R/Pnk) . . . Hom(R/Pnk , R/Pnk)

 .

При этом на компонентах матриц изоморфизм α1 действует согласно правилам (21).

Пусть Ψ :M →
k⊕

i=1

R/P ni – некоторый изоморфизм. Изоморфизм Ψ индуцирует

изоморфизм колец Ψ′ : EndR(M) → EndR

(
k⊕

i=1

R/P ni

)
, действующий согласно
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правилу f 7→ ΨfΨ−1. Таким образом, имеем изоморфизм

α1 ◦ α2 ◦Ψ′ : EndR(M) → (R/Pmin(ni,nj))i,j,

где α2 : EndR(⊕k
i=1R/P

ni) → (Hom(R/P nj , R/P ni))i,j – канонический изоморфизм. Для лю-
бого f ∈ EndR(M) матрицу α1 ◦ α2 ◦Ψ′(f) будем называть матрицей эндоморфизма f.

Пусть f – эндоморфизм из EndR(M) и (aij + Pmin(ni,nj))i,j – его матрица. Для про-

извольного m ∈M будем рассматривать Ψ(m) ∈
k⊕

i=1

R/P ni как вектор-столбец длины k.

Тогда для всякого m ∈M, у которого Ψ(m) =


r1 + P n1

r2 + P n2

...
rk + P nk

 , вектор-столбец Ψ(f(m)) равен


a11r1 + a12r2 + . . .+ a1krk + P n1

a21p
n2−n1r1 + a22r2 + . . .+ a2krk + P n2

...
ak1p

nk−n1r1 + ak2p
nk−n2r2 + . . .+ akkrk + P nk

 .

Теорема 50. Пусть R – абстрактное числовое кольцо, P – нечетный простой идеал
кольца R, M – конечно порожденный P -примарный R-модуль и

M ∼=
t⊕

i=1

Mi, где Mi = (R/P ni)ki = R/P ni ⊕ · · · ⊕R/P ni︸ ︷︷ ︸
ki раз

,

и 1 ≤ n1 < n2 < · · · < nt, а ki ≥ 1. Если φ – автоморфизм модуля M , матрица которого
имеет вид :

A =


A11 A12 · · · A1t

A21 A22 · · · A2t

...
... . . . ...

At1 At2 · · · Att

 , где Aij ∈ Matki×kj

(
R/Pmin(ni,nj)

)
,

то символ Картье для φ вычисляется по формуле:(
φ

M

)
C

=
t∏

i=1

(
detAii

P ni

)
.

Доказательство. Доказательство проведем методом математической индукции по мак-
симальному показателю N = nt.
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Если N = nt = 1, то
M ∼= (R/P )k1 .

В этом случае M имеет естественную структуру векторного пространства над полем R/P

и φ – невырожденное линейное преобразование M , матрица которого равна A11. Поэтому
согласно теореме 47 имеет место равенство:(

φ

M

)
C

=

(
detA11

P

)
.

Пусть M ∼=
t⊕

i=1

(R/P ni)ki и N = nt > 1. Предположим, что теорема 50 верна для

всех конечно порожденных P -примарных R-модулей M ′, для которых существует такое
натуральное число N ′, строго меньшее N, что PN ′

M ′ = 0.
Рассмотрим подмодуль PM . Ясно, что

PM ∼=
⊕
i∈I′

(
P/P ni−1

)ki ∼=⊕
i∈I′

(
R/P ni−1

)ki , где I ′ = {i | ni > 1}.

Так как PM – вполне инвариантный подмодуль модуля M, то φ индуцирует изоморфизм
φ′ = φ|PM и изоморфизм φ :M/PM →M/PM , действующий согласно правилу
m+ PM 7→ φ(m) + PM. Из мультипликативности символа Картье следует равенство(

φ

M

)
C

=

(
φ′

PM

)
C

(
φ

M/PM

)
C

.

Положим F =
t⊕

i=1

(R/P ni)ki . Согласно предположению существует изомор-

физм Ψ :M → F . Этот изоморфизм индуцирует изоморфизмы Ψ1 :M/PM → F/PF

и Ψ2 : PM → PF . Матрицу эндоморфизма φ, которая определяется с помощью изомор-
физма Ψ и некоторого порождающего циклического R-модуля R/P nk , обозначим
A = (Aij)1≤i,j≤t, где Aij ∈ Matki×kj

(
R/Pmin(ni,nj)

)
.

Пусть n =
t∑

i=1

ki. Для каждого 1 ≤ j ≤ n через ej обозначим элемент из
t⊕

i=1

(R/P ni)ki ,

у которого все компоненты за исключением j-й равны 0, а j-я компонента равна еди-
нице в фактор-кольце, которое соответствует индексу j. Модули M/PM и F/PF имеют
естественные структуры векторного пространства над полем R/M при этом, очевидно,
(ei + PF )ni=1 – базис векторного пространства F/PF. Несложно заметить, что матрица
эндоморфизма Ψ1φΨ

−1
1 имеет вид

A =


A11 (mod P ) A12 (mod P ) · · · A1t (mod P )

0 A22 (mod P ) · · · A2t (mod P )
...

... . . . ...
0 0 · · · Att (mod P )

 .
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Тогда согласно теореме 47(
φ

M/PM

)
C

=

(
detA

R/P

)
=

(∏t
i=1 det(Aii (mod P ))

R/P

)
=

t∏
i=1

(
det(Aii (mod P ))

P

)
.

Матрица эндоморфизма Ψ2φ
′Ψ−1

2 равна (Aij (mod Pmin(ni,nj)−1))i,j∈I′ . Тогда по пред-
положению индукции имеем(

φ′

PM

)
C

=
∏
i∈I′

(
det(Aii (mod P ni−1))

P ni−1

)
=
∏
i∈I′

(
detAii (mod P ))

P

)ni−1

.

Пусть I ′′ = {i | ni = 1}. Тогда

t∏
i=1

(
det(Aii (mod P ))

P

)
=

(∏
i∈I′′

(
detAii (mod P ))

P

))(∏
i∈I′

(
detAii (mod P ))

P

))
.

При этом, если I ′′ = ∅, то будем считать, что

(∏
i∈I′′

(
detAii (mod P ))

P

))
= 1.

Таким образом, имеют место равенства(
φ

M

)
C

=

(
φ′

PM

)
C

(
φ

M/PM

)
C

=

(∏
i∈I′

(
detAii (mod P )

P

)ni−1
)(

t∏
i=1

(
detAii (mod P )

P

))
=(∏

i∈I′

(
detAii (mod P )

P

)ni−1
)(∏

i∈I′′

(
detAii (mod P )

P

))(∏
i∈I′

(
detAii (mod P )

P

))
=(∏

i∈I′

(
detAii (mod P )

P

)ni
)(∏

i∈I′′

(
detAii (mod P )

P

))
=

t∏
i=1

(
detAii (mod P )

P

)ni

=

t∏
i=1

(
detAii

Pni

)
.

Это завершает индукционный шаг.

Следующие утверждения несложно следуют из предыдущей теоремы с помощью
свойства мультипликативности символа Картье и китайской теоремы об остатках для ко-
лец.

Теорема 51. Пусть M – конечно порожденный периодический модуль над абстрактным
числовым кольцом R и

M ∼=
r⊕

i=1

ti⊕
j=1

(
R/P

nij

i

)kij ,
где P1, . . . , Pr – различные нечетные простые идеалы R и 1 ≤ ni1 < · · · < niti для каждого
1 ≤ i ≤ r. Если φ ∈ Aut(M), φi – автоморфизм Pi-примарной компоненты M, который
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является ограничением φ на нее, и A(i) = (A
(i)
lm) – матрица φi, где A(i)

jj ∈ Mkij(R/P
nij

i ), то

( φ
M

)
C
=

r∏
i=1

(
ti∏

j=1

(
det(A

(i)
jj )

P
nij

i

))
.

Теорема 52 (И.Шур, 1921, [40]). Пусть n – нечетное натуральное число, и k ≥ 1.
Рассмотрим G = Zk

n как свободный модуль ранга k над кольцом Zn. Для любого авто-
морфизма φ ∈ Aut(G), который как автоморфизм модуля над Zn представим обратимой
матрицей A ∈ GLk(Zn), справедливо равенство:(

φ

G

)
C

=

(
detA

n

)
,

где
(
detA

n

)
– символ Якоби.

5. Законы взаимности для многочленов

5.1. Квадратичный закон взаимности для многочленов. До конца этого
параграфа будем считать, что q = pk, где p – нечетное простое число. Ненулевой мно-
гочлен f ∈ Fq[t] будем называть нормированным, если его старший коэффициент ра-
вен единице. Для произвольного ненулевого многочлена f ∈ Fq[t] количество элементов
в фактор-алгебре Fq[t]/(f) будем обозначать |f |. Ясно, что |f | = qdeg(f).

Теорема 53 (закон взаимности Дедекинда–Артина (Дедекинд, 1857 [42]; Кюне, 1902 [43];
Артин, 1924 [44])). Пусть f, g ∈ Fq[t] – ненулевые взаимно простые нормированные мно-
гочлены, степени которых ≥ 1. Тогда справедливо равенство:(

f

g

)(
g

f

)
= (−1)

|f |−1
2

· |g|−1
2 = (−1)

q−1
2

deg f deg g.

Доказательство. Пусть

f = tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a0, g = tm + bm−1t

m−1 + · · ·+ b0.

Всякий смежный класс [h]fg из Fq[t]/(fg) можно однозначно представить в одном из трех
видов:

[h]fg = [u1 + fv1]fg = [gu2 + v2]fg = [u3 + tnv3]fg,

где deg u1, deg u2, deg u3 < n, а deg v1, deg v2, deg v3 < m.
Пусть A и B – линейные операторы, действующие в векторном пространстве Fq[t]/(fg)

соответственно по правилам:

A : [u+ tnv]fg 7→ [u+ fv]fg, B : [u+ tnv]fg 7→ [gu+ v]fg,
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где deg u < n, deg v < m.
Согласно теореме 7 имеют место равенства:(

f

g

)(
g

f

)
= Z(f, g) = sgn(A) sgn(B).

Выпишем матрицы линейных операторов A и B относительно базиса [1]fg, [t]fg, . . . ,
[tm+n−1]fg векторного пространства Fq[t]/(fg).

Так как A([ti]fg) = [ti]fg для 0 ≤ i < n и A([tn+i]fg) = [fti]fg для 0 ≤ i < m, то матри-
ца A оператора A имеет верхнетреугольный блочный вид:

A =



1 0 . . . 0 a0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 a1 a0 . . . ∗
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . 1 an−1 an−2 . . . ∗
0 0 . . . 0 1 an−1 . . . ∗
0 0 . . . 0 0 1 . . . ∗
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . 0 0 0 . . . 1


.

Ясно, что |A| = 1.
Теперь обратимся к оператору B. Так как B([ti]fg) = [gti]fg для 0 ≤ i < n

и B([tn+i]fg) = [ti]fg для 0 ≤ i < m, то его матрица B имеет вид:

B =



b0 0 . . . 0 1 0 . . . 0

b1 b0 . . . ∗ 0 1 . . . 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
bm−1 bm−2 . . . ∗ 0 0 . . . 1

1 bm−1 . . . ∗ 0 0 . . . 0

0 1 . . . ∗ 0 0 . . . 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . 1 0 0 . . . 0


.

В матрице B поменяем местами две подматрицы, состоящие соответственно из первых n
столбцов и последних m столбцов. В результате получим матрицу
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B′ =



1 0 . . . 0 b0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 b1 b0 . . . ∗
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . 1 bm−1 bm−2 . . . ∗
0 0 . . . 0 1 bm−1 . . . ∗
0 0 . . . 0 0 1 . . . ∗
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . 0 0 0 . . . 1


.

Так как |B′| = 1, то |B| = (−1)nm|B′| = (−1)nm.
Тогда, согласно теореме 47 и лемме Эйлера, имеют место равенства:

Z(f, g) = sgn(A) sgn(B) =
(
detA

Fq

)(
detB

Fq

)
=

(
(−1)nm

Fq

)
=

(
−1

Fq

)nm

= (−1)
q−1
2

nm.

Несложно заметить, что

nm
q − 1

2
≡ |f | − 1

2
· |g| − 1

2
(mod 2).

Таким образом, окончательно получаем:(
f

g

)(
g

f

)
= (−1)

|f |−1
2

· |g|−1
2 .

Следствие 54. Пусть f, g ∈ Fq[t] – ненулевые нормированные многочлены и (f, g) = 1.

Тогда
(
f

g

)
=

(
g

f

)
, если выполняется одно из условий:

1) q ≡ 1 (mod 4);

2) f или g имеют четную степень.

Лемма 55. Пусть c ∈ F∗
q и g ∈ Fq[t] – нормированный ненулевой многочлен. Тогда

(
c

g

)
=

(
c

Fq

)deg(g)

.

В частности, если g имеет четную степень, то(
c

g

)
= 1.

Доказательство. Пусть g = πα1
1 · . . . ·παs

s – разложение g на неприводимые нормированные
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множители в Fq[t]. Тогда(
c

g

)
Fq [t]

=
s∏

i=1

(
c

πi

)αi

=
s∏

i=1

(
c

Fq[t]/(πi)

)αi

.

Для каждого 1 ≤ i ≤ s имеют место равенства(
c

Fq[t]/(πi)

)
= c

qdeg(πi)−1
2 =

(
c

q−1
2

)1+q+···+qdeg πi−1

=

(
c

Fq

)1+q+···+qdeg πi−1

=

(
c

Fq

)deg(πi)

.

Таким образом,

(
c

g

)
=

s∏
i=1

((
c

Fq

)deg πi

)αi

=

(
c

Fq

) s∑
i=1

αi deg πi

=

(
c

Fq

)deg(g)

.

5.2. Квадратичный закон взаимности для линейных операторов.
Пусть q – степень нечетного простого числа, а Fq – конечное поле из q элементов. Рас-
смотрим векторное пространство V конечной размерностиN над полем Fq и произвольный
линейный оператор A : V → V . Векторное пространство V обладает естественной струк-
турой модуля над кольцом многочленов Fq[x], где умножение задается правилом:

f(x) · v := f(A)(v) для любых f(x) ∈ Fq[x] и v ∈ V.

Полученный модуль мы будем обозначать AV .
Известно, что аннулятором этого модуля является идеал, порожденный минималь-

ным многочленом оператора A, который мы обозначим n(x). Рассмотрим нормирован-
ный многочлен m(x) ∈ Fq[x], взаимно простой с n(x). Поскольку (m(x), n(x)) = 1, опера-
тор m(A) обратим на V и, следовательно, умножение на m(x) задает автоморфизм ко-
нечного модуля AV . Этот автоморфизм индуцирует перестановку на конечном множестве
векторов пространства V . Знак этой перестановки есть символ Картье, который мы обо-

значаем
(
m(x)

AV

)
.

Теорема 56. Пусть V – векторное пространство размерности N над конечным полем Fq

нечетной характеристики, A ∈ EndFq V и m(x) ∈ Fq[x] – нормированный многочлен, вза-
имно простой с минимальным многочленом n(x) линейного оператора A. Тогда:(

m(x)

AV

)
=

(
det(A− xE)

m(x)

)
.

Доказательство. Пусть n(x) = p1(x)
e1p2(x)

e2 . . . pk(x)
ek – разложение многочлена n(x)

на попарно различные неприводимые над Fq нормированные множители. Характеристи-
ческий многочлен оператора A имеет вид (−1)Np1(x)

c1 . . . pk(x)
ck , где ci ≥ ei для каждого
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1 ≤ i ≤ k. Тогда хорошо известно, что имеет место изоморфизм

AV ∼=
k⊕

j=1

tj⊕
i=1

(Fq[x]/(pj(x))
sji)kji ,

где cj =
tj∑
i=1

kjisji. Следовательно, согласно теореме 43 имеем

(
m(x)

AV

)
=

 m(x)
k⊕

j=1

tj⊕
i=1

(Fq[x]/(pj(x))sji)
kji

 =
k∏

j=1

tj∏
i=1

(
m(x)

pj(x)

)kjisji

=
k∏

j=1

(
m(x)

pj(x)

)∑tj
i=1 kjisji

=

k∏
j=1

(
m(x)

pj(x)

)cj

=

(
m(x)

pA(x)

)
.

Поскольку многочлены m(x) и pA(x) взаимно просты, и оба по условию являются норми-
рованными, то согласно теореме 53 имеет место равенство:(

m(x)

pA(x)

)
) = (−1)

q−1
2

deg(m(x))N

(
pA(x)

m(x)

)
.

Согласно лемме 55 имеем (
(−1)N

m(x)

)
= (−1)

q−1
2

N deg(m(x)).

Таким образом, имеют место равенства(
m(x)

AV

)
=

(
(−1)N

m(x)

)(
pA(x)

m(x)

)
=

(
(−1)NpA(x)

m(x)

)
=

(
det(A− xE)

m(x)

)
.

Следующее утверждение можно рассматривать как аналог предложения 15.

Следствие 57. Пусть V – векторное пространство размерности N над конечным по-
лем Fq нечетной характеристики, A,B ∈ EndFq V – нильпотентные линейные операто-
ры, а m(x) ∈ Fq[x] – нормированный многочлен с ненулевым свободным членом. Тогда:(

m(x)

AV

)
=

(
m(x)

BV

)
.

5.3. Степенной закон взаимности для многочленов. До конца настоящего
параграфа будем предполагать, что q = pk, где p – нечетное простое число,
а n > 1 – натуральное число, для которого выполнено условие n | (q − 1).

Лемма 58. Пусть π ∈ Fq[t] – неприводимый нормированный многочлен, f ∈ Fq[t] – нену-

левой нормированный многочлен, причем (f, π) = 1. Тогда элемент [f ]
|π|−1

n
π ∈ Fq[x]/(π) при-
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надлежит подполю Fq и является корнем многочлена xn − 1.

Доказательство. Поскольку многочлены f и π взаимно просты, по малой теореме Фер-
ма для конечного поля Fq[t]/(π) имеет место равенство [f ]

|π|−1
π = 1. Следовательно, эле-

мент [f ]
|π|−1

n
π является корнем многочлена xn − 1. Утверждение леммы теперь непосред-

ственно вытекает из того факта, что согласно условию n | (q − 1), все корни уравне-
ния xn − 1 = 0 лежат в основном поле Fq.

Пусть π ∈ Fq[t] – неприводимый нормированный многочлен, f ∈ Fq[t] – ненулевой
нормированный многочлен и (f, π) = 1. Согласно лемме 58, существует однозначно опре-
деленный корень n-й степени из единицы c ∈ Fq, для которого в кольце Fq[t] имеет место
сравнение:

c ≡ f
|π|−1

n (mod π).

Этот элемент c обозначается
(
f

π

)
n

и называется обобщенным символом Лежандра мно-

гочлена f по модулю π.
Следующее утверждение проверяется непосредственно.

Лемма 59. Пусть π ∈ Fq[t] – неприводимый нормированный многочлен, f, g ∈ Fq[t] –
ненулевые нормированные многочлены и (fg, π) = 1. Тогда:(

fg

π

)
n

=

(
f

π

)
n

·
(
g

π

)
n

.

Пусть g ∈ Fq[t] – нормированный многочлен, g = πa1
1 · · · πas

s – его разложение на по-
парно различные неприводимые нормированные множители π1, . . . , πs и f ∈ Fq[t] – норми-
рованный многочлен, взаимно простой с g. Обобщенный символ Якоби для многочлена f
по модулю g определяется согласно правилу:(

f

g

)
n

:=
s∏

i=1

(
f

πi

)ai

n

.

Пусть f, g ∈ Fq[t] – нормированные многочлены,

f = (t− α1) . . . (t− αd), g = (t− β1) . . . (t− βm),

где αi, βj ∈ Fq. Тогда для результанта res(f, g) многочленов f и g имеет место равенство

res(f, g) =
m∏
j=1

f(βj) =
d∏

i=1

m∏
j=1

(βj − αi) ∈ Fq.

Следующие два утверждения проверяются непосредственно.
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Лемма 60 (бимультипликативность результанта). Пусть P – поле и f1, f2, g1, g2 ∈ P [t] –
нормированные многочлены. Тогда

res(f1f2, g) = res(f1, g) · res(f2, g),
res(f, g1g2) = res(f, g1) · res(f, g2).

Лемма 61 (закон взаимности для многочленов в слабой форме). Пусть P – поле
и f, g ∈ P [t] – нормированные многочлены. Тогда справедливо равенство

res(f, g) = (−1)deg(f)·deg(g) res(g, f). (22)

Теорема 62. Для нормированных взаимно простых многочленов f, g ∈ Fq[t] имеет ме-
сто равенство (

f

g

)
n

= (res(f, g))
q−1
n .

В частности, если g – неприводимый многочлен то уравнение xn = [f ]g имеет реше-
ние в поле Fq[x]/(g) в точности тогда, когда уравнение xn = res(f, g) имеет решение
в поле Fq.

Доказательство. Предположим сначала, что g – неприводимый нормированный много-
член. Пусть α ∈ Fq – корень многочлена g. Тогда автоморфизм Фробениуса поля Fq(α),
действующий согласно правилу x 7→ xq, является образующим циклической группы Га-
луа расширения Fq(α)/Fq. Поскольку всякий автоморфизм из группы Галуа однозначно
определяется своим действием на элемент α и [Fq(α) : Fq] = deg(g), то

α, αq, . . . , αqdeg(g)−1

– все попарно различные корни многочлена g. Тогда

res(f, g) =

deg(g−1∏
j=0

f(αqj) =

deg(g)−1∏
j=0

f(α)q
j

= f(α)

deg(g)−1∑
j=0

qj

= f(α)
qdeg(g)−1

q−1 .

Следовательно, учитывая, что |g| = qdeg(g), имеем

(res(f, g))
q−1
n = f(α)

|g|−1
n .

При гомоморфизме φ : Fq[t] → Fq(α), действующем на произвольный многочлен h(t) ∈ Fq[t]

по правилу h(t) 7→ h(α), многочлен f(t)
|g|−1

n переходит в элемент f(α)
|g|−1

n , который явля-
ется корнем уравнения xn − 1 = 0. Тогда f(α)

|g|−1
n ∈ Fq и в кольце Fq[x] имеет место

сравнение:
f(α)

|g|−1
n ≡ f(t)

|g|−1
n (mod g).
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Следовательно, по определению обобщенного символа Лежандра имеем f(α)
|g|−1

n =

(
f

g

)
n

.

Таким образом, (
f

g

)
n

= (res(f, g))
q−1
n .

Пусть теперь g – произвольный нормированный многочлен, взаимно простой с f .
Разложим g на нормированные неприводимые множители:

g = πa1
1 · · · πas

s .

Тогда, согласно изложенному выше и лемме 60, имеют место равенства(
f

g

)
n

=
s∏

i=1

(
f

πi

)ai

n

=
s∏

i=1

[
(res(f, πi))

q−1
n

]ai
=

s∏
i=1

(res(f, πi))
ai

q−1
n =

=

(
s∏

i=1

(res(f, πi))
ai

) q−1
n

= (res(f, g))
q−1
n .

Теорема 63 (степенной закон взаимности для многочленов; Артин, 1924 [44]). Для нор-
мированных взаимно простых многочленов f, g ∈ Fq[t] имеет место равенство(

f

g

)
n

= (−1)deg(f) deg(g)
q−1
n

(
g

f

)
n

.

Доказательство. Согласно теоремам 62 и 61 имеют место равенства:(
f

g

)
n

= (res(f, g))
q−1
n =

(
(−1)deg(f) deg(g) res(g, f)

) q−1
n

=
(
(−1)deg(g) deg(f)

) q−1
n · (res(g, f))

q−1
n = (−1)deg(f) deg(g)

q−1
n

(
g

f

)
n

.

Отметим, что широкие обобщения теоремы 63 были предложены в недавних рабо-
тах [45,46].

5.4. Результант и квадратичный закон взаимности. В данном параграфе
будут рассмотрены подходы к доказательству квадратичного закона взаимности, осно-
ванные на равенстве (22).

Следующее утверждение, которое является следствием леммы Гаусса–Шеринга, хо-
рошо известно (см., например, [47, с. 142–143]).

Лемма 64. Для любых положительных нечетных взаимно простые чисел m,n имеет
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место равенство (
m

n

)
= (−1)

∑n−1
2

i=1 [mi
n ].

С помощью этой леммы, используя геометрические соображения, Эйзенштейн в ра-
боте [48] привел короткое доказательство квадратичного закона взаимности, которое из-
ложено во многих учебниках по теории чисел. В работе [49] Кронекер нашел другое корот-
кое менее известное доказательство на основе леммы 64, которое непосредственно следует
из следующего утверждения.

Лемма 65. Пусть m,n – положительные нечетные взаимно простые числа > 1. Тогда

(
m

n

)
= sgn

m−1
2∏

j=1

n−1
2∏

i=1

(
j

m
− i

n

) .

Доказательство. Далее для произвольного ненулевого вещественного числа a положим

sgn(a) :=

1, если a > 0;

−1, если a < 0.

Так как для любых нечетных положительных чисел n,m ≥ 3 выполнено нера-

венство
[
n− 1

n
· m
2

]
≤ m− 1

2
, то при каждом фиксированном i количество натуральных

j ∈
{
1, . . . ,

m− 1

2

}
, таких что j − im

n
< 0, в точности равно

[
mi

n

]
. Следовательно, соглас-

но лемме 64 имеем

sgn

n−1
2∏

i=1

m−1
2∏

j=1

(
j

m
− i

n

) = sgn

n−1
2∏

i=1

m−1
2∏

j=1

(
j − im

n

) =

n−1
2∏

i=1

(−1)[
mi
n ] =

(
m

n

)
.

Пусть f – произвольная строго возрастающая вещественная функция и для каждого

нечетного k ∈ N положим Fk(x) =
[ k
2
]∏

i=1

(
x− f

(
i

k

))
. Из предыдущей леммы следует, что

для любых нечетных положительных чисел n,m ≥ 3 имеет место равенство

sgn(res(Fm(x), Fn(x))) =

(
m

n

)
,

которое в силу равенства (22) с помощью выбранного семейства многочленов (Fk(x))k∈N
будет давать доказательство квадратичного закона взаимности. Интересно отметить, что
существуют семейства многочленов (Fk(x))k∈N, тесно связанных с многочленами Чебы-
шева первого и второго рода и для которых для любых нечетных положительных чисел
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n,m ≥ 3 выполняется равенство

res(Fm(x), Fn(x)) =

(
m

n

)
,

не содержащее функцию знака. Напомним, что многочлены Чебышева первого и второго
рода определяются соответственно с помощью следующих равенств:

cosαn = Tn(cosα),
sinαn

sinα
= Un(cosα).

При этом явные выражения для соответственно многочленов Чебышева первого и второго
рода имеют вид

Tn(x) =
1

2

[n/2]∑
i=0

(−1)i
n

(n− i)

(
n− i

i

)
(2x)n−2i,

Un(x) =

[n−1
2

]∑
i=0

(−1)i
(
n− i− 1

i

)
(2x)n−2i−1.

Если n – нечетное натуральное число, то существуют многочлены Hn(x) и Fn(x), для
которых соответственно имеют место равенства

Tn(x) = (−1)
n−1
2 · x ·Hn(−4x2), Un(x) = Fn(4x

2 − 4).

Для нечетных взаимно простыхm,n равенство res(Fm(x), Fn(x)) =

(
m

n

)
следует из неслож-

ной вариации доказательства Эйзенштейна [51, с. 20–21] закона взаимности, приведенного

в работе [50, с. 322], а элегантное доказательство равенства res(Hm(x), Hn(x)) =

(
m

n

)
най-

дено М. Бейкером [52].
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