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О неподвижных точках строго положительных
стохастических операторов на одномерном симплексе

Ш.Д. Нодиров, Ю.Х. Эшкабилов

Аннотация. Исследуется класс строго положительных стохастических опе-
раторов степени n, действующих на одномерном симплексе. Основное вни-
мание уделяется задаче о количестве неподвижных точек таких операторов.
Показано, что эта задача сводится к исследованию количества корней соответ-
ствующего полинома степени n на интервале (0, 1). Доказано существование
неподвижной точки для произвольного n.

Для квадратичного случая (n = 2) установлена единственность неподвижной
точки. Для кубического оператора (n = 3) получены условия существования
одной, двух или трех неподвижных точек. Для оператора четвертой степе-
ни (n = 4) доказаны критерии количества неподвижных точек в зависимости
от параметров оператора.
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Введение

Изучение стохастических операторов занимает центральное место в теории нелиней-
ных динамических систем и математической биологии [1]. Особый интерес представляют
стохастические операторы, сохраняющие симплекс и обладающие свойством полной сим-
метрии коэффициентов [2–8]. Одной из фундаментальных задач, связанных с такими опе-
раторами, является исследование их неподвижных точек, которые определяют стационар-
ные состояния системы и играют ключевую роль в анализе ее долгосрочного поведения.

В нашей работе рассматривается класс строго положительных стохастических опе-
раторов степени n, действующих на одномерном симплексе. Основное внимание уделяет-
ся задаче о количестве неподвижных точек таких операторов. Показано, что эта задача
сводится к исследованию количества корней соответствующего полинома степени n на ин-
тервале (0, 1), что устанавливает связь между теорией операторов и алгебраическими ме-
тодами.
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Особенностью этих операторов является их естественная интерпретация в задачах
популяционной генетики полиплоидных организмов, где генотип потомка формируется
при объединении генетического материала n родительских особей [1].

Целью работы является получение точных оценок и критериев для количества непо-
движных точек в зависимости от степени оператора и значений его параметров. В ра-
боте последовательно исследуются квадратичные (n = 2), кубические (n = 3) и квартиче-
ские (n = 4) операторы. Для каждого случая выводятся явные условия на коэффициенты,
гарантирующие существование и единственность неподвижной точки, а также анализи-
руются возможности возникновения множественных неподвижных точек.

Полученные результаты имеют приложения в различных областях, включая теорию
меры Гиббса для моделей с континуумом значений спина, где неподвижные точки соот-
ветствующих операторов связаны с фазовыми переходами [9–11].

1. Предварительные сведения

В m-мерном вещественном векторном пространстве Rm определим множество

S(m−1) =

{
(x1, x2, ..., xm) ∈ Rm :

m∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1,m

}
,

где S(m−1) это (m− 1)-мерный базисный симплекс в Rm.

Определение 1 ([2]). Произвольный непрерывный оператор Vn, определенный на сим-
плексе S(m−1), будем называть стохастическим, если

(Vnx)l = x′
l =

m∑
i1,i2,...,in=1

pi1i2...in,lxi1xi2 ...xin , l = 1,m, (1)

где

pi1i2...in,l ≥ 0, ij = 1,m, j = 1, n, l = 1,m;

pi1i2...in,l = piπ(1)iπ(2)...iπ(n),l, l = 1,m,

для любой перестановки π и

m∑
l=1

pi1i2...in,l = 1, ij = 1,m, j = 1, n.

Мы будем изучать количество неподвижных точек стохастического оператора (1)
на одномерном симплексе, в случае, когда все коэффициенты оператора Vn : S1 → S1 стро-
го положительные, т. е.
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Vn(x) =

(
n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1,2),1x

n−k
1 xk

2,
n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1,2),2x

n−k
1 xk

2

)
, x = (x1, x2) ∈ S1, (2)

где
(
n

k

)
=

n!

(n− k)!k!
– биномиальный коэффициент, pk(1,2),i > 0,

2∑
i=1

pk(1,2),i = 1,

k(1, 2) = 111...1︸ ︷︷ ︸
n−k

222...2︸ ︷︷ ︸
k

, k = 0, n.

Поскольку все его координатные функции представлены в виде многочленов со стро-
го положительными коэффициентами, он отображает симплекс S1 в множество векторов
со строго положительными компонентами. Поэтому для определенности будем называть
оператор (2) строго положительным стохастическим оператором. Отметим, что операторы
такого вида возникают в задаче о нахождении неподвижных точек интегрального опера-
тора Гаммерштейна с вырожденным ядром [11]. Количество таких точек, в свою очередь,
соответствует количеству мер Гиббса для моделей с континуумом значений спина.

Множество неподвижных точек оператора (2) в одномерном симплексе обозначим
через Fix(Vn), т. е.

Fix(Vn) =
{
x ∈ S1 : Vn(x) = x

}
.

Ясно, что |Fix(Vn)| означает количество неподвижных точек оператора Vn в S1. Здесь
|A| – мощность множества A.

В данной работе исследуется класс строго положительных стохастических операто-
ров Vn, действующих на одномерном симплексе. Данные операторы имеют важные при-
ложения в популяционной генетике, где они описывают эволюцию частот аллелей в по-
следовательных поколениях [1, 13,14].

Биологическая интерпретация математической модели оператора Vn в S1 может быть
сформулирована так:

• x = (x1, x2) – вектор частот аллелей A1 и A2 в текущем поколении;
• n – количество родительских особей, участвующих в формировании генотипа по-

томка;
• k – число родителей, несущих аллель A1;
• pk(1,2),1 – вероятность наследования аллеля A1 при условии, что ровно k из n ро-

дителей являются его носителями;

•
(
n

k

)
– биномиальный коэффициент, учитывающий число способов выбора k роди-

телей-носителей аллеля A1 из n возможных.

Данная модель особенно хорошо описывает наследование признаков у полиплоидных
организмов [13]. В случае тетраплоидных видов (n = 4) каждая хромосома представляет-
ся четырьмя гомологичными копиями, и генотип потомка формируется при объединении
генетического материала четырех родительских хромосом [15]. Для диплоидных организ-
мов (n = 2) модель сводится к классической схеме наследования по Менделю [3,13].
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Основной задачей работы является исследование множества неподвижных
точек Fix(Vn). С биологической точки зрения, неподвижные точки соответствуют стабиль-
ным генетическим состояниям популяции, а их количество |Fix(Vn)| определяет возможное
число устойчивых генетических конфигураций.

План настоящего исследования — провести детальный анализ неподвижных точек
оператора Vn для малых степеней n. Работа структурирована следующим образом: в раз-
делах последовательно исследуются случаи n = 2, n = 3 и n = 4. В каждом из этих раз-
делов выводятся точные необходимые и достаточные условия на параметры оператора,
определяющие количество его неподвижных точек.

Введем обозначение

µk =
n−k∑
s=0

(−1)s
(
n− k

s

)
p (k+s)(1,2),1, k = 0, n,

и определим полином степени n следующим образом:

Pn(x) =
n−2∑
k=0

(
n

n− k

)
µkx

n−k + n(µn−1 − 1)x+ µn.

Лемма 2. Количество неподвижных точек стохастического оператора (2) в S1 совпа-
дает с количеством корней полинома Pn(x) в (0, 1).

Доказательство. Ясно, что задача нахождения неподвижных точек оператора (2) в S1

требует найти корни полинома

n∑
k=0

n!

(n− k)! k!
pk(1,2),1 x

n−k(1− x)k − x = Qn(x)− x

в отрезке (0, 1). Поскольку

(1− x)k =
k∑

j=0

(
k

j

)
(−1)jxj,

то подставляя это выражение в исходную сумму, получаем

Qn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1,2),1x

n−k

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)jxj.

Перемножая xn−k и xj, имеем xn−k+j, откуда

Qn(x) =
n∑

k=0

k∑
j=0

(
n

k

)(
k

j

)
(−1)jpk(1,2),1x

n−k+j.

Пусть
m = n− k + j ⇐⇒ j = m− n+ k.
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Тогда коэффициент при xm равен

n∑
k=n−m

(
n

k

)(
k

m− n+ k

)
(−1)m−n+kpk(1,2),1.

Применяя равенство (
n

k

)(
k

m− n+ k

)
=

(
n

m

)(
m

n− k

)
,

получаем более симметричную форму:(
n

m

) m∑
s=0

(−1)s
(
m

s

)
p(n−m+s)(1,2),1.

Заменяя m = n− k, получаем

Qn(x)− x =
n∑

k=0

(
n

n− k

)(n−k∑
s=0

(−1)s
(
n− k

s

)
p(k+s)(1,2),1

)
xn−k − x = Pn(x).

Отметим, что если x0 = (x0, 1− x0) является неподвижной точкой оператора (2),
то x0 ∈ (0, 1) является корнем полинома Pn(x) и наоборот.

Лемма 3. Полином Pn(x) имеет по крайней мере один корень в интервале (0, 1).

Доказательство. По определению многочлена Pn(x) имеем Pn(0) = pn(1,2),1 > 0

и Pn(1) = p0(1,2),1 − 1 = −p0(1,2),2 < 0. Следовательно, найдется точка x0 из интервала (0, 1),
в которой функция y = Pn(x) равна нулю.

Из лемм 2 и 3 получаем следующее

Следствие 4. Оператор (2) имеет неподвижную точку в S1.

2. Строго положительный квадратичный стохастический оператор,
случай n = 2

В случае n = 2 оператор (2) задается квадратичной формой, поэтому его называют
квадратичным стохастическим оператором. Отметим, что рассматриваемый класс опера-
торов является хорошо изученным, что подтверждается исследованиями [3]. В основном
изучение сосредоточено на таких свойствах, как неподвижные точки, динамика системы,
поведение траекторий и инвариантные множества. Для более глубокого анализа квадра-
тичные стохастические операторы принято разделять на несколько классов, например,
таких как: Вольтерровский, квази-Вольтерровский, сепарабельный и т. д. Следует отме-
тить, что такие операторы также встречаются при исследовании меры Гиббса на дереве
Кэли для моделей с континуумом множеством значений спина [9].
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Теорема 5. Строго положительный квадратичный стохастический оператор V2 имеет
единственную неподвижную точку в S1.

Доказательство. Следствие 4 гарантирует существование неподвижных точек операто-
ра V2 в S1. Мы докажем единственность неподвижных точек оператора V2 в S1.

Отметим, что задача нахождения неподвижных точек оператора V2 в S1 требует
найти корни полинома

P2(x) = (p11,1 − 2p12,1 + p22,1)x
2 + (2p12,1 − 2p22,1 − 1)x+ p22,1

в (0, 1). Мы проанализируем поведение графика функции y = P2(x). Рассмотрим несколько
случаев.

1) Пусть p11,1 − 2p12,1 + p22,1 > 0. Тогда из соотношений

p2(0) = p22,1 > 0, p2(1) = −p11,2 < 0 и lim
x→∞

P2(x) = +∞

имеем, что график функции y = P2(x) пересекает ось Ox в единственной точке x0 ∈ (0, 1).

2) Пусть p11,1 − 2p12,1 + p22,1 < 0. Тогда из соотношений

P2(0) = p22,1 > 0, P2(1) = −p11,2 < 0 и lim
x→∞

P2(x) = −∞

имеем, что парабола пересекает ось абсцисс в единственной точке x0 ∈ (0, 1).

3) Пусть p11,1 − 2p12,1 + p22,1 = 0. Тогда корень полинома имеет следующий вид:

x = − p22,1
2p12,1 − 2p22,1 − 1

=
p22,1

p11,2 + p22,1
∈ (0, 1).

Во всех случаях полином P2(x) имеет единственный корень в (0, 1). Это указывает
на существование единственной неподвижной точки оператора V2 в S1.

Теорема 5 доказана.

После упрощений дискриминант полинома P2(x) принимает вид:

D = (2p12,1 − 1)2 + 4p22,1p11,2.

Отметим, что точка x0 = (x0, 1−x0) ∈ S1 является неподвижной точкой оператора V2.
Здесь x0 – корень полинома P2(x) в (0, 1). Таким образом, верна следующая

Теорема 6. Для множества неподвижных точек строго положительного квадратич-
ного стохастического оператора V2 выполняются следующие утверждения:

(a) если p11,1 − 2p12,1 − p22,1 > 0, то

Fix(V2) =

{(
2p12,1 − 2p22,1 − 1−

√
D

2(p11,1 − 2p12,1 − p22,1)
,
2p11,1 − 6p12,1 + 1 +

√
D

2(p11,1 − 2p12,1 − p22,1)

)}
;
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(b) если p11,1 − 2p12,1 − p22,1 < 0, то

Fix(V2) =

{(
2p12,1 − 2p22,1 − 1 +

√
D

2(p11,1 − 2p12,1 − p22,1)
,
2p11,1 − 6p12,1 + 1−

√
D

2(p11,1 − 2p12,1 − p22,1)

)}
;

(c) если p11,1 − 2p12,1 − p22,1 = 0, то

Fix(V2) =

{(
p22,1

p11,2 + p22,1
,

p11,2
p11,2 + p22,1

)}
.

3. Строго положительный кубический стохастический оператор,
случай n = 3

В случае n = 3 рассматриваемый оператор (2) представляет собой строго положи-
тельный кубический стохастический оператор V3. В последнее время данный класс опера-
торов привлекает пристальное внимание исследователей, что подтверждается растущим
числом публикаций по данной тематике (см. [4–8,16,17]). B работах [4,5] исследуются усло-
вия на матрицу, при которых соответствующий оператор сохраняет симплекс, и изучается
его динамика. Подобные операторы также возникают при отыскании неподвижных точек
интегрального оператора Гаммерштейна с вырожденным ядром, появляющегося в иссле-
довании меры Гиббса [10].

Определим полином третьей степени P3, соответствующий строго положительному
стохастическому оператору V3:

P3(x) = a0x
3 + a1x

2 + a2x+ a3,

где

a0 = p111,1 − p222,1 + 3(p122,1 − p112,1), a1 = 3p222,1 + 3p112,1 − 6p122,1,

a2 = 3p122,1 − 3p222,1 − 1, a3 = p222,1.

Теорема 7. Если a0 ≥ 0, то строго положительный кубический стохастический опера-
тор V3 имеет единственную неподвижную точку в S1.

Доказательство. Согласно лемме 2, достаточно показать, что в случае a0 ≥ 0 много-
член P3(x) имеет единственный корень на интервале (0, 1).

Пусть a0 > 0. Тогда для полинома P3(x) справедливы следующие соотношения:

P3(−∞) < 0, P3(0) = p222,1, P3(1) = −p111,2, P3(+∞) > 0.

Отсюда следует, что полином P3(x) имеет три вещественных корня x1, x2 и x3 такие, что

x1 ∈ (−∞, 0), x2 ∈ (0, 1), x3 ∈ (1,+∞).
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В случае a0 = 0 исходный полином P3(x) понижает свою степень до второй, что поз-
воляет исследовать его корни методами, применимыми к квадратному полиному P2(x).
Известно, что полином P2(x) имеет единственный корень на интервале (0, 1), откуда сле-
дует, что при a0 = 0 исходный полином P3(x) также обладает единственным корнем на ин-
тервале (0, 1). Для ясности проверим дискриминант:

D1 = a22 − 4a1a3.

Далее из a0 = 0 следует, что p111,1 − p222,1 = 3(p112,1 − p122,1). Тогда

D1 = (3p122,1 − 3p222,1 − 1)2 − 4p222,1(3p222,1 + 3p112,1 − 6p122,1) = (3p122,1 − 3p222,1 − 1)2−
− 4p222,1 (3(p222,1 − p122,1) + 3(p112,1 − p122,1))

= (3p122,1 − 3p222,1 − 1)2 − 4p222,1(3p222,1 − 3p122,1 + p111,1 − p222,1)

= (3p122,1 − 3p222,1 − 1)2 − 4p222,1(2p222,1 − 3p122,1 + p111,1)

= 9p2122,1+9p2222,1+1−18p122,1p222,1 − 6p122,1 + 6p222,1 − 8p2222,1 + 12p122,1p222,1 − 4p111,1p222,1

= 9p2122,1 − 6p122,1p222,1 + p2222,1 + 1− 6p122,1 + 6p222,1 − 4p111,1p222,1

= (3p122,1 − p222,1)
2 + 1− 2(3p122,1 − p222,1) + 4p222,1 − 4p111,1p222,1

= (3p122,1 − p222,1 − 1)2 + 4p222,1 − 4p111,1p222,1

= (3p122,1 − p222,1 − 1)2 + 4p222,1(1− p222,1) = (3p122,1 − p222,1 − 1)2 + 4p222,1p111,2.

Таким образом, D1 > 0.
Как обычно, из условий P3(0) = p222,1 > 0 и P3(1) = −p111,2 < 0 следует, что при a0 = 0

полином P3(x) имеет ровно один корень на интервале (0, 1) независимо от знака a1.

Для анализа положительных корней полинома P3(x) целесообразно использовать
правило знаков Декарта (см. [12, с. 38–40]). Составим таблицу всех возможных комбинаций
знаков коэффициентов P3(x):

Таблица 1

P3(x) a0 a1 a2 a3 Число перемен знака коэффициентов
1. − − − + 1
2. − + + + 1
3. − − + + 1
4. − + − + 3

Согласно правилу Декарта в первых трех случаях уравнение P3(x) = 0 имеет един-
ственное положительное решение на (0, 1).

Следствие 8. Если выполняются соотношения

a0 < 0, a1 > 0, a2 < 0, (3)
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то строго положительный кубический стохастический оператор V3 может иметь
до трех неподвижных точек в S1, т. е. 1 ≤ |Fix(V3)| ≤ 3.

Определим число
△ := a21 − 3a0a2.

В случае △ > 0 введем следующие обозначения:

α =
−a1 +

√
△

3a0
, β =

−a1 −
√
△

3a0
.

Очевидно, что числа α и β являются точками экстремума функции y = P3(x). При вы-
полнении условий (3) выполняются неравенства 0 < α < β, причем функция y = P3(x)

монотонно убывает на интервалах (−∞, α] и (β,+∞) и монотонно возрастает на интерва-
ле (α, β].

Кроме того, на отрезке [0, 1] справедливы следующие соотношения:
• minx∈[0,β] P3(x) = P3(α),
• maxx∈[α,1] P3(x) = P3(β),
• P3(0) = p222,1 > 0,
• P3(1) = −p111,2 < 0.

Таким образом, анализ поведения функции P3(x) показывает, что верна следующая

Теорема 9. Пусть выполнены условия (3), △ > 0 и β < 1. Тогда количество неподвиж-
ных точек |Fix(V3)| строго положительного кубического стохастического оператора V3

в S1 равно:

|Fix(V3)| =


1, если P3(α)P3(β) > 0;

2, если P3(α)P3(β) = 0;

3, если P3(α)P3(β) < 0.

4. Строго положительный квартический стохастический оператор,
случай n = 4

Поскольку в литературе полином четвертой степени часто называют квартикой, воз-
никающий при n = 4 оператор, состоящий из таких полиномов от двух переменных, есте-
ственно назвать квартическим оператором.

Определим полином четвертой степени

P4(x) = b0x
4 + b1x

3 + b2x
2 + b3x+ b4,

где

b0 = p1111,1−4p1112,1 + 6p1122,1−4p1222,1 + p2222,1, b1 = 4p1112,1−12p1122,1 + 12p1222,1−4p2222,1,
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b2 = 6p1122,1 − 12p1222,1 + 6p2222,1, b3 = 4p1222,1 − 4p2222,1 − 1, b4 = p2222,1.

Заметим, что при b0 = 0 полином P4(x) понижает степень до третьей, и все резуль-
таты, изложенные в предыдущем разделе, полностью применимы к данному случаю.

Введем следующие обозначения, предполагая b0 ̸= 0:

p =
8b0b2 − 3b21

16b20
, q =

b31 − 4b0b1b2 + 8b20b3
32b30

,

Q =
(p
3

)3
+
(q
2

)2
.

Теорема 10. Если Q ≥ 0, то строго положительный квартический стохастический
оператор V4 имеет единственную неподвижную точку в S1.

Доказательство. Согласно лемме 2 достаточно исследовать количество корней полино-
ма P4(x) на интервале (0, 1). Для исследования количества корней полинома P4(x) на ин-
тервале (0, 1) проанализируем его поведение. Сначала найдем стационарные точки, при-
равняв производную к нулю:

P ′
4(x) = 0. (4)

Количество вещественных решений уравнения (4) зависит от параметра Q.

(a) Рассмотрим случай Q > 0.
В этом случае уравнение (4) имеет единственную вещественную стационарную

точку x0 ∈ R, которая является точкой экстремума. Проанализируем значения функции
на концах интервала: P4(0) = p2222,1 > 0, P4(1) = −p1111,2 < 0. Так как функция y = P4(x)

непрерывна, ее значения на концах интервала имеют противоположные знаки и график
функции пересекает (0, 1) ровно один раз.

(b) В случае Q = 0 уравнение (4) имеет либо один и двукратный, либо трехкрат-
ный корень. В обоих случаях функция y = P4(x) имеет единственную стационарную точ-
ку x0 ∈ R, которая является точкой экстремума. Аналогично предыдущему случаю поли-
ном P4(x) имеет ровно один корень на интервале (0, 1). Теорема 10 доказана.

В случае Q < 0 определим

θl = 2

√
−p

3
cos

(
α + 2π(l − 2)

3

)
, l = 1, 2, 3,

cosα = −q

2

(
−3

p

) 3
2

, α ∈ [0, π].

Обозначим
γ1 = θ3 −

µ1

4µ0

, γ2 = θ1 −
µ1

4µ0

, γ3 = θ2 −
µ1

4µ0

.
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В случае Q < 0 уравнение (4) имеет три различные вещественные корни γ1, γ2, γ3,
которые являются стационарными точками функции P4(x). Как следует из анализа угла θl,
эти корни удовлетворяют строгому неравенству

γ1 < γ2 < γ3.

Пусть b0 > 0 (соответственно, b0 < 0). Тогда график функции y = P4(x) является
монотонно возрастающим на множестве [γ1, γ2] ∪ [γ3,+∞) и монотонно убывающим на
множестве (−∞, γ1]∪[γ2, γ3] (соответственно, монотонно возрастающим на (−∞, γ1]∪[γ2, γ3]
и монотонно убывающим на [γ1, γ2] ∪ [γ3,+∞)).

Кроме того, выполняются следующие соотношения для значений функции в точ-
ках 0 и 1:

P4(0) = p2222,1 > 0 и P4(1) = −p1111,2 < 0.

Используя проведенный анализ, исследуем все возможные случаи поведения графи-
ка функции y = P4(x) и сформулируем следующий результат:

Теорема 11. Пусть выполнены условия Q < 0, γ1 > 0 и γ3 < 1. Тогда количество непо-
движных точек |Fix(V4)| строго положительного квартического стохастического опе-
ратора V4 в S1 равно:

|Fix(V4)| =



1, если b0

3∏
i=1

P4(γi) < 0;

2, если
3∏

i=1

P4(γi) = 0;

3, если b0

3∏
i=1

P4(γi) > 0.
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