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Аннотация. Изучаются задачи о матричном спектре, лежащем внутри или
вне областей, ограниченных эллипсом или параболой. С каждой из этих задач
тесно связаны вопросы разрешимости специальных уравнений типа Ляпунова.
Доказаны теоремы об однозначной разрешимости таких уравнений. Получены
условия на возмущения матричных элементов, гарантирующие принадлеж-
ность спектров указанным областям.
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1. Введение

В работе рассматриваются матричные уравнения вида

N∑
j,k=0

ajk(A
∗)jHAk = C, (1)

где A – матрица размера n× n, правая часть C – матрица размера n× n, ajk – числовые
коэффициенты, и изучается связь разрешимости таких уравнений и принадлежности спек-
тра матрицы A множествам, лежащим внутри или вне областей, ограниченных эллипсом
или параболой. Получены условия на возмущения матричных элементов, гарантирующие
принадлежность спектра матрицы A+B указанным областям.

Отметим, что многие задачи теории управления, задачи описания ε-спектра или
псевдоспектра приводят к необходимости изучения принадлежности матричного спектра
различным областям, ограниченным некоторыми контурами в комплексной плоскости, а
также к решению задачи о дихотомии матричного спектра относительно некоторых кри-
вых. Поэтому установление различных критериев и разработка алгоритмов для определе-
ния расположения матричного спектра в комплексной плоскости представляют большой
интерес.
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Наиболее известными критериями локализации матричного спектра являются кри-
терии Ляпунова (см., например, [1, 2]). Эти критерии дают необходимые и достаточные
условия принадлежности матричного спектра левой полуплоскости

C− = {λ ∈ C : Reλ < 0}

и единичному кругу
Ci = {λ ∈ C : |λ| < 1}.

Приведем формулировки этих критериев.

Теорема 1. Спектр матрицы A принадлежит левой полуплоскости C− тогда и только
тогда, когда уравнение

HA+ A∗H = −C (2)

при C = C∗ > 0 имеет положительно определенное решение H = H∗ > 0.

В литературе уравнение (2) называется уравнением Ляпунова.
Напомним, что к рассмотрению уравнения (2) приводит изучение устойчивости ре-

шений систем дифференциальных уравнений

dy

dt
= Ay + f(y).

Еще одним интересным примером является дискретное уравнение Ляпунова

H − A∗HA = C, (3)

где A, C – квадратные матрицы размера n× n, H – неизвестная матрица.

Теорема 2. Спектр матрицы A принадлежит единичному кругу Ci тогда и только
тогда, когда при C = C∗ > 0 уравнение (3) имеет положительно определенное решение
H = H∗ > 0.

К рассмотрению уравнения (3) приводят задачи теории устойчивости решений раз-
ностных уравнений вида

yj+1 = Ayj + φj(y), j = 0, 1, . . . .

Уравнения (2) и (3), очевидно, входят в класс уравнений вида (1). Множество приме-
ров уравнений такого вида приведено в монографии [3] при решении задачи о принадлеж-
ности матричного спектра различным областям, границы которых заданы алгебраически-
ми уравнениями. Отметим, что изучение таких задач опирается на теорему М.Г.Крейна
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о разрешимости класса обобщенных уравнений Ляпунова следующего вида:

N∑
j,k=0

ajkB
jHAk = Y, (4)

где A, B, Y – известные матрицы размеров n×n, m×m, m×n соответственно, N опреде-
ляет порядок уравнения (4), ajk – постоянные коэффициенты, а H – неизвестная матрица
размера m× n. Приведем формулировку этой теоремы [1].

Введем следующие обозначения:

P (λ, µ) =
N∑

j,k=0

ajkλ
jµk,

где ajk – коэффициенты в матричном уравнении (4); σ(A) = {µ1, . . . , µn} – спектр матри-
цы A; σ(B) = {λ1, . . . , λm} – спектр матрицы B; γA – контур в комплексной плоскости,
охватывающий σ(A); γB – контур, охватывающий σ(B).

Теорема 3 (М.Г. Крейн [1]). Пусть для матричного уравнения (4) выполнено условие

P (λs, µr) ̸= 0,

где
λs ∈ σ(B), s = 1, . . . ,m, µr ∈ σ(A), r = 1, . . . , n.

Тогда для любой матрицы Y существует единственное решение уравнения (4), причем

H =
1

(2πi)2

∫
γA

∫
γB

1

P (λ, µ)
(λI −B)−1Y (µI − A)−1dλ dµ.

Различные условия принадлежности матричного спектра ограниченным областям,
которые формулируются в терминах разрешимости матричных уравнений вида (4), можно
найти в работах [1–5].

В настоящей работе мы будем рассматривать два матричных уравнения из класса
уравнений (1), возникающих при изучении локализации матричного спектра в комплекс-
ной плоскости относительно эллипса и параболы. Для этих уравнений известны критерии
разрешимости (см. [3, 5]). Наша цель – рассмотрение этих уравнений при наличии возму-
щений матричных элементов, получение условий на возмущения элементов, при которых
локализация матричного спектра не меняется, исследование разрешимости этих уравне-
ний при внесении возмущений матричных элементов.



52 Г.В. Демиденко, Ван Цзуншунь

2. Задача о локализации матричного спектра относительно эллипса

В этом разделе мы будем рассматривать некоторые спектральные задачи, связанные
с локализацией матричного спектра относительно эллипса в комплексной плоскости{

λ ∈ C :
(Reλ)2

a2
+

(Imλ)2

b2
= 1

}
, a > b.

Из работ [3, 5, 6] вытекает следующая

Теорема 4. Спектр матрицы A принадлежит области

Ei =
{
λ :

(Reλ)2

a2
+

(Imλ)2

b2
< 1

}
, a > b,

тогда и только тогда, когда существует эрмитово положительно определенное решение
H = H∗ > 0 матричного уравнения

H −
(

1

2a2
+

1

2b2

)
A∗HA−

(
1

4a2
− 1

4b2

)
(HA2 + (A∗)2H) = C, (5)

где C = C∗ > 0.

Изучение некоторых задач, связанных с уравнением (5), проводилось в работах [6,7].
Уравнение (5) имеет вид (4), при этом

N = 2, n = m, B = A∗, Y = C,

a00 = 1, a01 = a10 = a12 = a21 = a22 = 0,

a11 = −
(

1

2a2
+

1

2b2

)
, a02 = a20 = −

(
1

4a2
− 1

4b2

)
.

Рассмотрим задачу о принадлежности матричного спектра множеству, лежащему
вне замыкания области, ограниченной эллипсом, т. е. о принадлежности множеству

Ee =
{
λ :

(Reλ)2

a2
+

(Imλ)2

b2
> 1

}
, a > b.

По аналогии с задачей о принадлежности матричного спектра области Ei рассмотрим
матричное уравнение вида (5) с измененной правой частью

H −
(

1

2a2
+

1

2b2

)
A∗HA−

(
1

4a2
− 1

4b2

)
(HA2 + (A∗)2H) = −C. (6)

Приведем аналог теоремы 4.
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Теорема 5. Пусть C = C∗ > 0. Спектр матрицы A принадлежит области Ee то-
гда и только тогда, когда существует эрмитово положительно определенное решение
H = H∗ > 0 уравнения (6).

Доказательство. Предположим, что все собственные значения λs матрицы A принадле-
жат области Ee. Тогда все собственные µr = λ̄r матрицы A∗ также принадлежат области
Ee. Для доказательства однозначной разрешимости уравнения (6) при любой матрице C

достаточно проверить, что условие теоремы Крейна

P (λs, µr) ̸= 0

выполнено.
Для уравнения (6), очевидно, имеем

P (λs, µr) = 1−
(

1

2a2
+

1

2b2

)
λsµr −

(
1

4a2
− 1

4b2

)
(µ2

r + λ2
s)

= 1−
(

1

2a2
+

1

2b2

)
µsµr −

(
1

4a2
− 1

4b2

)
(µ2

r + µ2
s).

Обозначим
µk = αk + iβk.

Учитывая, что
α2
k

a2
+

β2
k

b2
> 1,

нетрудно показать, что условие теоремы Крейна выполнено, и для любой матрицы C

уравнение (6) имеет единственное решение, при этом

H =
1

(2πi)2

∫
γA

∫
γA∗

1

1−
(

1
2a2

+ 1
2b2

)
λµ−

(
1

4a2
− 1

4b2

)
(µ2 + λ2)

◦(λI − A∗)−1C(µI − A)−1dλ dµ,

где контуры γA, γA∗ охватывают спектры матриц A и A∗ соответственно. При этом если
C = C∗ > 0, то H = H∗ > 0.

Докажем теорему в обратную сторону. Предположим, что существует собственное
значение µk матрицы A такое, что

(Reµk)
2

a2
+

(Imµk)
2

b2
≤ 1.

Возьмем собственный вектор vk, соответствующий µk, и рассмотрим скалярное произве-
дение ⟨Cvk, vk⟩. По условию теоремы ⟨Cvk, vk⟩ > 0.

Распишем это скалярное произведение, учитывая, что H – решение матричного урав-
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нения (6). Имеем

− ⟨Cvk, vk⟩ = ⟨Hvk, vk⟩ −
(

1

2a2
+

1

2b2

)
⟨HAvk, A vk⟩

−
(

1

4a2
− 1

4b2

)(〈
HA2 vk, vk

〉
+
〈
H vk, A

2vk
〉)

.

Тогда, учитывая, что Avk = µkvk, получаем

−⟨Cvk, vk⟩ = ⟨Hvk, vk⟩ −
(

1

2a2
+

1

2b2

)
µkµk⟨Hvk, vk⟩ −

(
1

4a2
− 1

4b2

)
(µ2

k + µ2
k)⟨Hvk, vk⟩.

Поскольку

µkµk = (Reµk)
2 + (Imµk)

2,

µ2
k + µ2

k = 2(Reµk)
2 − 2(Imµk)

2,

получаем

⟨Cvk, vk⟩ = −
(
1− (Reµk)

2

a2
− (Imµk)

2

b2

)
⟨Hvk, vk⟩.

Отсюда, так как ⟨Hvk, vk⟩ > 0, то в силу нашего предположения

⟨Cvk, vk⟩ ≤ 0.

Но по условию C > 0 – противоречие. Следовательно, спектр матрицы A принадлежит
области Ee.

Приведем теперь две теоремы о возмущении матричного спектра.

Теорема 6. Пусть спектр матрицы A принадлежит области Ei и H = H∗ > 0 – решение
уравнения (5) при C = I. Если матрица B такая, что(

1

2a2
+

1

2b2

)
(B∗HA+ A∗HB +B∗HB)

+

(
1

4a2
− 1

4b2

)(
H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H

)
< I, (7)

то спектр возмущенной матрицы A+B также принадлежит области Ei.

Доказательство. Пусть λj – собственное значение матрицы A+B и vj – соответствующий
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собственный вектор, т. е. (A+B)vj = λjvj. Рассмотрим скалярное произведение

Jj =

〈[
H −

(
1

2a2
+

1

2b2

)
(A+B)∗H(A+B)

]
vj, vj

〉
−
〈(

1

4a2
− 1

4b2

)
(H(A+B)2 + ((A+B)∗)2H)vj, vj

〉
.

Перепишем его в следующем виде:

Jj =

〈[
H −

(
1

2a2
+

1

2b2

)
A∗HA−

(
1

4a2
− 1

4b2

)
(HA2 + (A∗)2H)

]
vj, vj

〉
−
〈[(

1

2a2
+

1

2b2

)
(B∗HA+ A∗HB +B∗HB)

]
vj, vj

〉
−
〈[(

1

4a2
− 1

4b2

)(
H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H

)]
vj, vj

〉
.

Поскольку H – решение уравнения (5) при C = I, получаем

Jj =

〈[
I −

(
1

2a2
+

1

2b2

)
(B∗HA+ A∗HB +B∗HB)

]
vj, vj

〉
−
〈[(

1

4a2
− 1

4b2

)(
H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H

)]
vj, vj

〉
.

В силу условия (7) Jj > 0. С другой стороны,

Jj = ⟨Hvj, vj⟩ −
(

1

2a2
+

1

2b2

)
⟨H(A+B) vj, (A+B) vj⟩

−
(

1

4a2
− 1

4b2

)(〈
H(A+B)2 vj, vj

〉
+
〈
H vj, (A+B)2vj

〉)
.

Тогда, учитывая, что (A+B)vj = λjvj, имеем

Jj = ⟨Hvj, vj⟩ −
(

1

2a2
+

1

2b2

)
λjλj⟨Hvj, vj⟩ −

(
1

4a2
− 1

4b2

)
(λ2

j + λ
2

j)⟨Hvj, vj⟩

или
Jj =

(
1− (Reλj)

2

a2
− (Imλj)

2

b2

)
⟨Hvj, vj⟩.

Поскольку H > 0, Jj > 0, то

1− (Reλj)
2

a2
− (Imλj)

2

b2
> 0.

Следовательно, в силу произвольности собственного значения λj получаем, что спектр
матрицы A+B принадлежит области Ei.
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Следствие 7. Пусть спектр матрицы A принадлежит области Ei и H = H∗ > 0 –
решение уравнения (5) при C = I. Если матрица B такая, что

∥B∥ <

√
∥A∥2 + b2

∥H∥
− ∥A∥, (8)

то спектр возмущенной матрицы A+B также принадлежит области Ei.

Доказательство. Для произвольного вектора v ∈ Cn, ∥v∥ = 1, рассмотрим скалярное
произведение

J(v) =

〈[(
1

2a2
+

1

2b2

)
(B∗HA+ A∗HB +B∗HB)

]
v, v

〉
+

〈[(
1

4a2
− 1

4b2

)(
H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H

)]
v, v

〉
.

Очевидно, при a ≥ b имеем

J(v) ≤ ∥H∥
b2

(
2∥B∥∥A∥+ ∥B∥2

)
∥v∥2.

Отсюда

J(v) ≤ ∥H∥
b2

(
2∥B∥∥A∥+ ∥B∥2 − b2

∥H∥

)
∥v∥2 + ∥v∥2.

Поскольку функция

φ(t) = t2 + 2∥A∥t− b2

∥H∥
является строго отрицательной при

−

√
∥A∥2 + b2

∥H∥
− ∥A∥ < t <

√
∥A∥2 + b2

∥H∥
− ∥A∥,

при выполнении условия (8) для любого ненулевого вектора v получаем

J(v) < ∥v∥2 = ⟨Iv, v⟩.

Следовательно,(
1

2a2
+

1

2b2

)
(B∗HA+ A∗HB +B∗HB)

+

(
1

4a2
− 1

4b2

)(
H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H

)
< I,

поэтому в силу теоремы 6 спектр матрицы A+B принадлежит области Ei.
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Из сказанного выше вытекает

Следствие 8. Пусть спектр матрицы A принадлежит области Ei и H = H∗ > 0 –
решение уравнения (5) при C = I. Если матрица B такая, что выполнено условие (8),
то матричное уравнение

H −
(

1

2a2
+

1

2b2

)
(A+B)∗H(A+B)−

(
1

4a2
− 1

4b2

)
(H(A+B)2 + (A∗ +B∗)2H) = C

однозначно разрешимо при любой правой части C.

Теорема 9. Пусть спектр матрицы A принадлежит области Ee и H = H∗ > 0 – реше-
ние уравнения (6) при C = I. Если матрица B такая, что

− I <

(
1

2a2
+

1

2b2

)
(B∗HA+ A∗HB +B∗HB)

+

(
1

4a2
− 1

4b2

)(
H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H

)
, (9)

то спектр возмущенной матрицы A+B также принадлежит области Ee.

Доказательство. Проведем рассуждения по схеме доказательства теоремы 6.
Пусть λj – собственное значение матрицы A+B и vj – соответствующий собственный

вектор. Рассмотрим скалярное произведение

Jj =

〈[
H −

(
1

2a2
+

1

2b2

)
(A+B)∗H(A+B)

]
vj, vj

〉
−
〈(

1

4a2
− 1

4b2

)
(H(A+B)2 + ((A+B)∗)2H)vj, vj

〉
.

Поскольку H – решение уравнения (6) при C = I, то по аналогии с предыдущим его
можно переписать в следующем виде:

Jj =

〈[
−I −

(
1

2a2
+

1

2b2

)
(B∗HA+ A∗HB +B∗HB)

]
vj, vj

〉
−
〈[(

1

4a2
− 1

4b2

)(
H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H

)]
vj, vj

〉
.

В силу условия (9) Jj < 0. С другой стороны,

Jj = ⟨Hvj, vj⟩ −
(

1

2a2
+

1

2b2

)
⟨H(A+B) vj, (A+B) vj⟩

−
(

1

4a2
− 1

4b2

)(〈
H(A+B)2 vj, vj

〉
+
〈
H vj, (A+B)2vj

〉)
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имеет вид

Jj =

(
1− (Reλj)

2

a2
− (Imλj)

2

b2

)
⟨Hvj, vj⟩.

Так как H > 0, Jj < 0, то

1− (Reλj)
2

a2
− (Imλj)

2

b2
< 0.

Следовательно, в силу произвольности собственного значения λj спектр матрицы A + B

принадлежит области Ee.

Следствие 10. Пусть спектр матрицы A принадлежит области Ee и H = H∗ > 0 –
решение уравнения (6) при C = I. Если матрица B такая, что

∥B∥ < 2a2(a2 − b2)−1

(√
∥A∥2 +

(
a2 − b2

2a2

)
b2

∥H∥
− ∥A∥

)
, (10)

то спектр возмущенной матрицы A+B также принадлежит области Ee.

Доказательство. Для произвольного вектора v ∈ Cn, ∥v∥ = 1, рассмотрим скалярное
произведение

J(v) = −
〈[(

1

2a2
+

1

2b2

)
(B∗HA+ A∗HB +B∗HB)

]
v, v

〉
−
〈[(

1

4a2
− 1

4b2

)(
H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H

)]
v, v

〉
.

Очевидно, при a ≥ b имеем

J(v) ≤ ∥H∥
b2

(
2∥B∥∥A∥+

(
a2 − b2

2a2

)
∥B∥2

)
∥v∥2.

Отсюда

J(v) ≤ ∥H∥
b2

(
2∥B∥∥A∥+

(
a2 − b2

2a2

)
∥B∥2 − b2

∥H∥

)
∥v∥2 + ∥v∥2.

Поскольку функция

φ(t) =

(
a2 − b2

2a2

)
t2 + 2∥A∥t− b2

∥H∥
при

0 ≤ t < 2a2(a2 − b2)−1

(√
∥A∥2 +

(
a2 − b2

2a2

)
b2

∥H∥
− ∥A∥

)
является строго отрицательной, то при выполнении условия (10) для любого ненулевого
вектора v получаем

J(v) < ∥v∥2 = ⟨Iv, v⟩.
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Следовательно,

−
(

1

2a2
+

1

2b2

)
(B∗HA+ A∗HB +B∗HB)

−
(

1

4a2
− 1

4b2

)(
H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H

)
< I,

поэтому в силу теоремы спектр матрицы A+B принадлежит области Ee.

Из сказанного выше вытекает

Следствие 11. Пусть спектр матрицы A принадлежит области Ee и H = H∗ > 0 –
решение уравнения (6) при C = I. Если матрица B такая, что выполнено условие (10),
то матричное уравнение

H −
(

1

2a2
+

1

2b2

)
(A+B)∗H(A+B)−

(
1

4a2
− 1

4b2

)
(H(A+B)2 + (A∗ +B∗)2H) = C

однозначно разрешимо при любой правой части C.

3. Задача о локализации матричного спектра относительно пара-
болы

В этом разделе мы будем рассматривать некоторые спектральные задачи, связанные
с локализацией матричного спектра относительно параболы в комплексной плоскости{

λ ∈ C : (Imλ)2 = 2pReλ
}
, p > 0.

Из работ [3, 5] вытекает следующая

Теорема 12. Спектр матрицы A принадлежит области

Pi =
{
λ : (Imλ)2 < 2pReλ

}
, p > 0,

тогда и только тогда, когда при C = C∗ > 0 матричное уравнение

HA+ A∗H − 1

2p
A∗HA+

1

4p
(HA2 + (A∗)2H) = C (11)

имеет эрмитово положительно определенное решение H = H∗ > 0.
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Отметим, что уравнение (11) имеет вид (4), при этом

N = 2, n = m, B = A∗, Y = C,

a00 = a12 = a21 = a22 = 0, a01 = a10 = 1,

a11 = − 1

2p
, a02 = a20 =

1

4p
.

Рассмотрим задачу о принадлежности матричного спектра множеству, лежащему
вне области, ограниченной параболой {λ : (Imλ)2 = 2pReλ}, p > 0, т. е. о принадлежности
множеству

Pe =
{
λ : (Imλ)2 > 2pReλ

}
.

По аналогии с задачей о принадлежности матричного спектра области Pi рассмотрим
матричное уравнение вида (11) с измененной правой частью

HA+ A∗H − 1

2p
A∗HA+

1

4p
(HA2 + (A∗)2H) = −C. (12)

В [5, 8] доказана следующая

Теорема 13. Пусть C = C∗ > 0 и предположим, что существует эрмитово положи-
тельно определенное решение H = H∗ > 0 уравнения (12). Тогда спектр матрицы A

принадлежит области Pe.

Отметим, что можно проверить выполнимость условия из теоремы 3

P (λs, µr) ̸= 0,

если спектр матрицы A лежит вне замыкания области Pi, и показать разрешимость урав-
нения (12) для любой матрицы C. При этом если C = C∗ > 0, то H = H∗ > 0, т. е. можно
сформулировать критерий принадлежности матричного спектра области, лежащей вне
замыкания Pi.

По аналогии с предыдущим разделом мы приведем две теоремы о возмущении мат-
ричного спектра.

Теорема 14. Пусть спектр матрицы A принадлежит области Pi и H = H∗ > 0 –
решение уравнения (11) при C = I. Если матрица B такая, что

HB +B∗H − 1

2p
(A∗HB +B∗HA+B∗HB)

+
1

4p
(H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H) > −I, (13)

то спектр возмущенной матрицы A+B также принадлежит области Pi.



Локализация матричного спектра и уравнения типа Ляпунова 61

Доказательство. Пусть λj – собственное значение матрицы A+B и vj – соответствующий
собственный вектор, т. е.

(A+B)vj = λjvj.

Рассмотрим скалярное произведение

Jj = ⟨H(A+B)vj, vj⟩+ ⟨(A+B)∗Hvj, vj⟩ −
〈

1

2p
(A+B)∗H(A+B)vj, vj

〉
+

〈(
1

4p
(H(A+B)2 + ((A+B)∗)2H)

)
vj, vj

〉
.

Поскольку H – решение уравнения (11), получаем

Jj = ⟨(I +HB +B∗H)vj, vj⟩ −
〈(

1

2p
(A∗HB +B∗HA+B∗HB)

)
vj, vj

〉
+

〈(
1

4p
(H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H)

)
vj, vj

〉
.

В силу условия (13) Jj > 0. С другой стороны,

Jj = ⟨H(A+B)vj, vj⟩+ ⟨Hvj, (A+B)vj⟩ −
〈

1

2p
H(A+B)vj, (A+B)vj

〉
+

1

4p
(⟨H(A+B)2vj, vj⟩+ ⟨Hvj, (A+B)2vj⟩).

Тогда, учитывая, что (A+B)vj = λjvj, получаем

Jj = (λj + λ̄j)⟨Hvj, vj⟩ −
1

2p
λjλj⟨Hvj, vj⟩+

1

4p
(λ2

j + λ
2

j)⟨Hvj, vj⟩

или
Jj =

(
2Reλj −

1

p
(Imλj)

2

)
⟨Hvj, vj⟩.

Так как H > 0, Jj > 0, то

2Reλj −
1

p
(Imλj)

2 > 0.

Следовательно, в силу произвольности собственного значения λj получаем, что спектр
матрицы A+B принадлежит области Pi.

Следствие 15. Пусть спектр матрицы A принадлежит области Pi и H = H∗ > 0 –
решение уравнения (11) при C = I. Если матрица B такая, что выполнено условие (13),
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то матричное уравнение

H(A+B) + (A+B)∗H − 1

2p
(A+B)∗H(A+B)

+
1

4p
(H(A+B)2 + (A∗ +B∗)2H) = C (14)

однозначно разрешимо при любой правой части C.

Теорема 16. Пусть спектр матрицы A принадлежит области Pe и H = H∗ > 0 –
решение уравнения (12) при C = I. Если матрица B такая, что

HB +B∗H − 1

2p
(A∗HB +B∗HA+B∗HB)

+
1

4p
(H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H) < I, (15)

то спектр возмущенной матрицы A+B также принадлежит области Pe.

Доказательство. Пусть λj – собственное значение матрицы A+B и vj – соответствующий
собственный вектор. Рассмотрим скалярное произведение

Jj = ⟨H(A+B)vj, vj⟩+ ⟨(A+B)∗Hvj, vj⟩ −
〈

1

2p
(A+B)∗H(A+B)vj, vj

〉
+

〈(
1

4p
(H(A+B)2 + ((A+B)∗)2H)

)
vj, vj

〉
.

Поскольку H – решение уравнения (12) при C = I, получаем

Jj = ⟨(−I +HB +B∗H)vj, vj⟩ −
〈(

1

2p
(A∗HB +B∗HA+B∗HB)

)
vj, vj

〉
+

〈(
1

4p
(H(AB +BA+B2) + (AB +BA+B2)∗H)

)
vj, vj

〉
.

В силу условия (15) Jj < 0. С другой стороны,

Jj = ⟨H(A+B)vj, vj⟩+ ⟨Hvj, (A+B)vj⟩ −
1

2p
⟨H(A+B)vj, (A+B)vj⟩

+
1

4p
(⟨H(A+B)2vj, vj⟩+ ⟨Hvj, (A+B)2vj⟩).

Тогда, учитывая, что (A+B)vj = λjvj, имеем

Jj = (λj + λ̄j)⟨Hvj, vj⟩ −
1

2p
λjλj⟨Hvj, vj⟩+

1

4p
(λ2

j + λ
2

j)⟨Hvj, vj⟩



Локализация матричного спектра и уравнения типа Ляпунова 63

или
Jj =

(
2Reλj −

1

p
(Imλj)

2

)
⟨Hvj, vj⟩.

Так как H > 0, Jj < 0, то

2Reλj −
1

p
(Imλj)

2 < 0.

Следовательно, в силу произвольности собственного значения λj получаем, что спектр
матрицы A+B принадлежит области Pe.

Следствие 17. Пусть спектр матрицы A принадлежит области Pe и H = H∗ > 0 –
решение уравнения (12) при C = I. Если матрица B такая, что выполнено условие (15),
то матричное уравнение (14) однозначно разрешимо при любой правой части C.

Некоторые результаты о локализации матричного спектра см. также в [9–12].
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Abstract. The problems on the location of the matrix spectrum inside or outside
domains bounded by ellipses or parabolas are studied. Special Lyapunov-type
equations are connected with these problems. Theorems about the unique solvability
of such equations are proved. Conditions for perturbations of matrix entries are
obtained, which guarantee that the spectra of the perturbed matrices belong to
the specified domains as well.
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