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Степени селекторных функций и относительная
вычислимая категоричность

И.Ш. Калимуллин

Аннотация. Изучаются тьюринговые степени селекторных функций, обра-
зующие классы степеней, в которых жесткая вычислимая структура оказы-
вается относительно вычислимо категоричной. Доказывается, что для некото-
рых структур класс таких степеней может представляться в виде объединения
нескольких верхних конусов в.п. степеней. Кроме того, будет установлено, что
существуют не-в.п. верхние конусы степеней, реализующиеся классами степе-
ней, в которых вычислимая структура относительно вычислимо категорична.
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1. Введение и основные результаты работы

Начнем с определения основного понятия, изучаемого в настоящей работе.

Определение 1. Пусть {Ci}i∈ω – вычиcлимая последовательность разностей вычислимо
перечислимых (в.п.) множеств, Ci = Ai \ Bi. Селекторной функцией для {Ci}i∈ω называ-
ется любая функция f такая, что f(i) ∈ Ci для всех i ∈ ω.

Нас прежде всего будет интересовать тьюринговые степени x, для которых будет
существовать x-вычислимые селекторные функции заданной последовательности. В ка-
честве мотивирующего примера рассмотрим для данной жесткой вычислимой структуры
A (на универсуме ω) последовательность {Ci = Ai \Bi}i∈ω, где Ai и Bi являются следую-
щими в.п. множествами экзистенциальных формул языка структуры A с одной свободной
переменной:

Ai = {Φ | A |= Φ(i)},
Bi = {Φ | A |= (∃x ̸= i)Φ(x)}.

Предположим, что каждая разность Ci = Ai \ Bi, i ∈ ω, представляет собой непустое
множество. Тогда существование x-вычислимой селекторной функции для {Ci}i∈ω влечет
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относительную x-вычислимую категоричность структуры A, т. е. для каждой изоморфной
копии B ∼= A будет существовать (deg(B)∪ x)-вычислимый изоморфизм из B на A. Более
того, в силу хорошо известного результата К. Эша, Дж.Найт, М.Манасса, Т.Слэймана [1]
и Д.Хислома [2] верно и обратное: если жесткая вычислимая структура A является от-
носительно x-вычислимо категоричной, то для некоторого конечного константного обо-
гащения (A, a⃗) указанная выше последовательность множеств экзистенциальных формул
будет иметь x-вычислимую селекторную функцию.

Нетрудно проверить, что на самом деле на степени таких селекторных функций не
влияет выбор конкретного набора констант a⃗. Кроме того, в силу возможной конъюнкции
экзистенциальных формул степени таких селекторных функций совпадают со степенями
слабых селекторных функций, определенных ниже.

Определение 2. Пусть {Dn}n∈ω – стандартная (каноническая) нумерация конечных под-
множеств ω, определенная равенством n =

∑
x∈Dn

2x. Слабой селекторной функцией для
вычислимой последовательности разностей в.п. множеств {Ci = Ai \ Bi}i∈ω называется
любая селекторная функция для последовательности {Ĉi = Âi \ B̂i}i∈ω, где

Âi = {n | Dn ⊆ Ai} и B̂i = {n | Dn ⊆ Bi}.

Следующая теорема показывает, что степени слабых селекторных функций вычис-
лимых последовательностей разностей в.п. множеств полностью описывают классы сте-
пеней, в которых жесткая вычислимая структура оказывается относительно вычислимо
категорична.

Теорема 3.
1) Для каждой жесткой вычислимой структуры A существует вычислимая по-

следовательность разностей в.п. множеств {Ci}i∈ω такая, что для каждой
степени x структура A относительно x-вычислимо категорична тогда и толь-
ко тогда, когда имеется x-вычислимая слабая селекторная функция для {Ci}i∈ω.

2) Для каждой вычислимой последовательности разностей в.п. множеств {Ci}i∈ω
существует жесткая вычислимая структура A такая, что для каждой сте-
пени x структура A относительно x-вычислимо категорична тогда и только
тогда, когда имеется x-вычислимая слабая селекторная функция для {Ci}i∈ω.

Ясно, что если для каждой вычислимой последовательности непустых разностей
в.п. множеств существует 0′-вычислимая селекторная функция, в то же время легко по-
строить примеры вычислимой последовательности непустых разностей в.п. множеств, не
имеющих даже вычислимых слабых селекторных функций. Возникает вопрос, какие еще
тьюринговые оракулы, могут существенно влиять на вычислимость селекторных функ-
ций. Следующий результат говорит о том, что 1-генеричные оракулы не обладают этим
свойством.
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Теорема 4. Если степень x 1-генерична и имеется x-вычислимая (слабая) селекторная
функция для некоторой вычислимой последовательности разностей в.п. множеств, то
существует вычислимая (слабая) селекторная функция для этой последовательности.

Следствие 5. Если жесткая вычислимая структура A относительно x-вычислимо ка-
тегорична для некоторой 1-генеричной степени x, то A относительно вычислимо ка-
тегорична.

В сравнении с теоремой 4 более содержательные примеры вычислимых последова-
тельностей разностей в.п. множеств {Ci}i∈ω с нетривиальными селекторными функциями
могут получиться, если мы определим для пары содержащихся друг в друге в.п. множеств
U ⊆ V последовательность

Ci =


{0}, если i /∈ V ;

{0, 1}, если i ∈ V \ U ;

{1}, если i ∈ U.

То же самое может быть определено через разности Ci = Ai \Bi, где

Ai = {0} ∪ {1 | i ∈ V },
Bi = {0 | i ∈ U}.

Тогда легко видеть, что существование x-вычислимой селекторной функции для {Ci}i∈ω
эквивалентно существованию x-вычислимого множества X такого, что U ⊆ X ⊆ V. Ясно
также, что

{0, 1} ⊆ Ai =⇒ 1 ∈ Ci = Ai \Bi,

поэтому существование x-вычислимой селекторной функции для {Ci}i∈ω, в свою очередь,
эквивалентно существованию x-вычислимой слабой селекторной функции для {Ci}i∈ω.

В частном случае U = V мы можем немедленно построить вычислимую последо-
вательность разностей в.п. множеств с единственной селекторной функцией, имеющей ту
же степень, что и в.п. множество U = V . Данный факт может быть существенно усилен,
как показывает следующая

Теорема 6. Для каждой конечной последовательности в.п. степеней a1, a2, . . . , ak суще-
ствует пара в.п. множеств U ⊆ V такая, что выполнено U ⊆ X ⊆ V для некоторого
x-вычислимого множества X тогда и только тогда, когда

a1 ≤ x или a2 ≤ x или . . . или ak ≤ x.

По теореме 3 мы далее можем закодировать степени множеств X, U ⊆ X ⊆ V , в
степени, в которых жесткая вычислимая структура относительно вычислимо категорична.
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Следствие 7. Для каждой конечной последовательности в.п. степеней a1, a2, . . . , ak су-
ществует жесткая вычислимая структура A такая, что A относительно x-вычислимо
категорична тогда и только тогда, когда

a1 ≤ x или a2 ≤ x или . . . или ak ≤ x.

Теорема 6 дает возможность строить еще более нетривиальные и неравномерные
примеры вычислимых последовательностей разностей в.п. множеств, например, можно
применить теорему 6 для a1 > a2: тогда условие

a1 ≤ x или a2 ≤ x

будет эквивалентно a2 ≤ x, но не равномерным образом. Однако таким способом мы мо-
жем получить лишь в.п. степени в качестве минимальных степеней селекторных функций.
Следующая теорема позволяет находить в качестве наименьших степеней селекторных
функций 2-CEA не-в.п. степени.

Теорема 8. Пусть e – в.п. степень, а e-в.п. множество F ∈ f таково, что для неко-
торой ∆0

2-aппроксимации F (x) = lims Fs(x), Fs(x) ∈ {0, 1}, выполнено условие

Fs(x) ̸= Fs+1(x) =⇒ Fs(y) = Ft(y) = F (y)

для всех x < y < s < t. Тогда существует пара в.п. множеств U ⊆ V такая, что
выполнено U ⊆ X ⊆ V для некоторого x-вычислимого множества X тогда и только
тогда, когда e ∪ f ≤ x.

Степени e ∪ f , удовлетворяющие условиям теоремы 8, образуют довольно широкий
класс 2-CEA степеней. В самом деле, К.Г. Джокуш и Р.А.Шор [3] построили ∆0

2 2-CEA
степень, лежащую вне любого заданного равномерного ∆0

2 класса. Заметим, что конструк-
ция построения соответствующего множества F ∈ f подразумевает использование только
одного свидетеля на каждое требование, причем эти требования удовлетворяются методом
приоритета с конечными нарушениями. Если свидетель x попадает в F или покидает его
на шаге s, то другие ранее назначенные свидетели y > x меньшего приоритета инициа-
лизируются на этом шаге так, что будет выполнено Fs(y) = Ft(y) для всех t > s. Значит,
условие

x < y < s < t & Fs(x) ̸= Fs+1(x) =⇒ Fs(y) = Ft(y) = F (y)

из теоремы 8 выполнено. Справедливо

Следствие 9. Для каждого равномерного ∆0
2 класса степеней C (например, C = классу

в.п. степеней, C = классу 2-в.п. степеней, и т. д.) существуют 2-CEA степень f /∈ C и
жесткая вычислимая структура A такие, что A относительно x-вычислимо катего-
рична тогда и только тогда, когда f ≤ x.
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Если C есть класс всех в.п. степеней, то рассуждение выше приводит к не-в.п. 2-в.п.
степени f . Если же C есть класс всех 2-в.п. степеней, то по результату М.М. Арсланова,
Дж.Л.ЛаФорта и Т.А.Слэймана [4] мы таким способом не можем получить даже ω-в.п.
степень f /∈ C. Однако доказательство теоремы 8 позволяет повторно проводить те же
рассуждения, двигаясь по n-CEA иерархии. А именно, доказательство теоремы 8 может
быть модифицировано для e = gi и f = gi+1, если

g1 < g2 < g3 < · · ·

и
g1 – в.п. степень,g2 – g1-в.п. степень,g3 – g2-в.п. степень, . . . .

Нам достаточно только проверить, что каждая степень gi содержит подходящее множе-
ство Gi ∈ gi, обладающее ∆0

2-аппроксимацией, удовлетворяющей условию из теоремы 8.
Следующая теорема может быть доказана именно таким способом. Однако в конце ра-
боты будет дано ее прямое доказательство, основывающееся на построении С.Б. Купера
([5], 12.3.7), в котором подходящая аппроксимация нужна лишь для финальной степени
f = gn.

Теорема 10. Для каждого n > 1 существует n-в.п. степень f , не являющаяся (n− 1)-
в.п., для которой имеется пара в.п. множеств U ⊆ V такая, что выполнено U ⊆ X ⊆ V

для некоторого x-вычислимого множества X тогда и только тогда, когда f ≤ x.

Следствие 11. Для каждого n > 1 существует n-в.п. степень f , не являющаяся (n−1)-
в.п., для которой имеется жесткая вычислимая структура A такая, что A относи-
тельно x-вычислимо категорична тогда и только тогда, когда f ≤ x.

Оставшаяся часть работы посвящена доказательству приведенных выше теорем. В
качестве источника терминологии и обозначений мы используем монографию [6].

2. Доказательство теоремы 3

Доказательство п. 1). В силу результатов К.Эша, Дж.Найт, М.Манасса, Т.Слэймана
[1] и Д.Хислома [2] жесткая вычислимая структура A относительно x-вычислимо кате-
горична тогда и только тогда, когда для некоторого конечного набора a⃗ из A существует
x-вычислимое перечисление экзистенциальных формул над (A, a⃗), определяющих по от-
дельности каждый элемент из A.

Если это условие не верно ни для какого x, то просто зададим последовательность
Ci = ∅, не имеющую селекторных функций.

В противном случае, если для некоторого a⃗ каждый элемент из A определяется неко-
торой экзистенциальной формулой над (A, a⃗), то проблема перечисления таких формул
не зависит от выбора набора a⃗ (поскольку все такие наборы экзистенциально определимы
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между собой). Поэтому для некоторого фиксированного a⃗ можем задать последователь-
ность множеств экзистенциальных формул {Ci = Ai \Bi}i∈ω, где

Ai = {Φ | (A, a⃗) |= Φ(i)},
Bi = {Φ | (A, a⃗) |= (∃x ̸= i)Φ(x)}.

Доказательство п. 2). Пусть задана вычислимая последовательность разностей в.п. мно-
жеств {Ci}i∈ω, Ci = Ai \ Bi ̸= ∅. Без ограничений общности для удобства можно считать,
что Bi ̸= ∅, Bi ⊆ Ai, и Ai ∩ Aj = ∅ при i ̸= j. Если это не выполнено, то мы можем
рассмотреть модифицированную последовательность {C̃i}i∈ω, C̃i = Ãi \ B̃i, с такими же
степенями селекторных функций:

Ãi = {⟨i, 0⟩} ∪ {⟨i, x+ 1⟩ | x ∈ Ai},

B̃i = {⟨i, 0⟩} ∪ {⟨i, x+ 1⟩ | x ∈ Ai ∩Bi}.

Пусть a и b – инъективные вычислимые функции такие, что rng a = ∪i∈ωAi и rng b = ∪i∈ωBi.
Кроме того, пусть h – вычислимая функция такая, что h(i) ∈ Bi для всех i ∈ ω.

Зададим вычислимую структуру A на универсуме ω в языке бесконечного набора
унарных функций e0, e1, e2, . . . следующим образом:

ek(n) =


4i, если n = 4j + 2 и a(j) = k ∈ Ai;

4i+ 1, если n = 4j + 3 и b(j) = k ∈ Bi;

n в противном случае.

Несмотря на бесконечный функциональный язык, структура A является локально конеч-
ной, т. е. конечное число элементов 0, 1, . . . , s порождают конечное множество элементов
Dc(s). В силу вычислимости нашей структуры функция c(s) является вычислимой.

Предположим, что существует x-вычислимая слабая селекторная функция f для
{Ci}i∈ω, т. е.

Df(i) ⊆ Ai и Df(i) ̸⊆ Bi для каждого i ∈ ω.

Тогда можем указать x-вычислимый список экзистенциальных формул, определяющих
все элементы A :

Φ4i(x) = &
k∈Df(i)

(∃z ̸= x)[ek(z) = x];

Φ4i+1(x) = (∃y ̸= x)Φ4i(y) & (∃z ̸= x)[eh(i)(z) = x];

Φ4i+2(x) = Φ4i(ea(i)(x));

Φ4i+3(x) = Φ4i+1(eb(i)(x))
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(ясно, что у все этих формул имеется эквивалентная экзистенциальная форма). В соот-
ветствии с [1, 2] структура A относительно x-вычислимо категорична.

Обратно, предположим, что структура A относительно x-вычислимо категорична.
Тогда по [1, 2] для некоторого набора a⃗ из A имеется x-вычислимая последовательность
{Φi(x)}i∈ω экзистенциальных формул такая, что

i = j ⇐⇒ (A, a⃗) |= Φi(j).

Фиксируем такое s∗ ∈ ω, что a⃗ ⊆ Dc(s∗). Тогда для каждого i мы можем x-вычислимо
найти si > s∗, для которого верно 4i ∈ Dc(si) и

(Dc(si), e0, e1, e2, . . . , a⃗) |= Φ4i(4i).

Теперь если 4i /∈ Dc(s∗), то x-вычислимая слабая селекторная функция f для {Ci}i∈ω может
быть определена в виде

Df(i) =
{
k |

(
∃n ∈ Dc(si)

)
[n ̸= 4i & ek(n) = 4i]

}
.

Ясно, что Df(i) ⊆ Ai. Кроме того, имеем Df(i) ̸⊆ Bi, так как в противном случае мы
бы получили (A, a⃗) |= Φ4i(4i + 1). Остается подходящим образом доопределить слабую
селекторную функцию f для конечного числа тех i, для которых справедливо 4i ∈ Dc(s∗).

3. Доказательство теоремы 4

Если степень x 1-генерична, то по определению существует такое множество X ∈ x,
что для каждого в.п. множества конечных строк W ⊆ 2<ω существует строка σ ⊂ X, для
которой справедливо

σ ∈ W или (∀τ ⊇ σ)[τ /∈ W ].

Предположим, что f = {e}X – x-вычислимая селекторная функция для вычислимой
последовательности разностей в.п. множеств {Ci = Ai \Bi}i∈ω. Пусть

W = {σ ∈ 2<ω | (∃i)[{e}σ(i) ↓∈ Bi]}.

Так как f(i) = {e}X(i) ∈ Ai \ Bi для σ ∈ W , то мы не можем иметь σ ⊂ X. Поскольку W

– в.п. множество, существует такая строка σ ⊂ X, что для всех τ ⊇ σ имеет место τ /∈ W .
Тогда можем найти вычислимую селекторную функцию для {Ci = Ai \Bi}i∈ω, пола-

гая g(i) = {e}σi(i), где σi ⊇ σ – первая найденная строка, для которой верно {e}σi(i) ↓∈ Ai.
Утверждение теоремы 4 для слабых селекторных функций также следует из выше-

изложенного, так как слабые селекторные функции для {Ci = Ai\Bi}i∈ω суть селекторные
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функции для модифицированной последовательности {Ĉi = Âi \ B̂i}i∈ω при

Âi = {n | Dn ⊆ Ai} и B̂i = {n | Dn ⊆ Bi}.

4. Доказательство теоремы 6

Без ограничений общности можем считать, что ни одна из данных в.п. степеней a1,

a2, . . . , ak не равна нулю. Для 1 ≤ i ≤ k пусть Ai – в.п. множество, имеющее степень ai.
Для доказательства воспользуемся следующим приемом, похожим на построение де-

фицитного множества Деккера: если A = rng a и V = rng v – бесконечные в.п. множества,
где a и v – инъективные вычислимые функции, то рассмотрим следующее в.п. подмноже-
ство V :

AV = {v(s) | (∃t > s)[a(t) < v(s)]} ⊆ V.

Нетрудно заметить, что для всех X ⊆ ω имеет место

AV ⊆∗ X =⇒ V ⊆∗ X или A ≤T X,

так как каждый элемент v(s) ∈ V \ (AV ∪ X) =∗ V \ X позволяет получить корректное
вычисление A(x) для всех x < v(s):

x ∈ A ⇐⇒ x ∈ {a(0), a(1), . . . , a(s)}.

В частности, если A не вычислимо, то в.п. множество AV бесконечно. Также имеем AV ≤T A,
так как A ↾ x ⊆ {a(0), a(1), . . . , a(n)} влечет

x ∈ AV ⇐⇒ (∃t ≤ n)(∃s < t)[x = v(s) > a(t)].

Поскольку каждое в.п. множество Ai ∈ ai не вычислимо, можем теперь рассмотреть
цепь бесконечных в.п. множеств

U = Vk ⊆ Vk−1 ⊆ · · · ⊆ V2 ⊆ V1 = V,

где V1 = A1 и Vi+1 = AVi
i+1 для i < k.

В силу вышеизложенного Vi ≤T Ai для каждого i. Кроме того, если U ⊆ X ⊆ V , то
имеем Ai ≤T X, где i ≤ k – наименьший индекс, для которого имеет место Vi ⊆∗ X.

5. Доказательство теоремы 8

Для в.п. множества E ∈ e фиксируем индекс e ∈ ω такой, что F = WE
e = dom {e}E.

Переопределим ∆0
2-аппроксимацию F (x) = lims Fs(x) для s = 0, 1, полагая F0(x) = 1 и

F1(x) = 0 для каждого x.
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Отметим, что свойство

x < y < s < t & Fs(x) ̸= Fs+1(x) =⇒ Fs(y) = Ft(y) = F (y)

для модифицированной таким образом аппроксимации по прежнему будет выполнено
(просто потому, что не существует набора значений x < y < s ≤ 1). Тогда для множе-
ства

F̃ = {⟨y, t⟩ | Ft(y) = F (y) = 1 & Ft+1(y) = 0}

будем иметь F ≡T F̃ , поскольку y ∈ F ⇐⇒ ⟨y, 0⟩ ∈ F̃ . Кроме того, имеем Ũ ⊆ F̃ ⊆ Ṽ

для в.п. множеств

Ũ = {⟨y, t⟩ | (∃x)(∃s)[x < y < s & Fs(x) ̸= Fs+1(x) & Fs(y) = Ft(y) = 1] & Ft+1(y) = 0},

Ṽ = {⟨y, t⟩ | (∃s > t)[Fs(y) = Ft(y) = 1] & Ft+1(y) = 0}.

Предположим теперь, что Ũ ⊆ Z ⊆ Ṽ . Докажем F ≤T E ⊕ Z, рассматривая отдельно два
случая.

Случай 1. Существует бесконечно много элементов ⟨y, t⟩ ∈ F̃ \ Z. Отметим, что для каж-
дого y лишь для конечного числа t имеет место Ft(y) = 1 и Ft+1(y) = 0. Следовательно,
следующее (E ⊕ Z)-в.п. подмножество F бесконечно:

Y = {y | (∃t)[⟨y, t⟩ ∈ F̃ \ Z]} ⊆ F.

Теперь если y ∈ Y , то для всех s ≥ y + 1 и x < y имеем

Fy+1(x) = Fs(x) = F (x),

поскольку в противном случае Fs(x) ̸= Fs+1(x) влечет 1 = Ft(y) = F (y) = Fs(y) и, следо-
вательно, ⟨y, t⟩ ∈ Ũ ⊆ Z.

Таким образом, каждый новый y из бесконечного (E⊕Z)-в.п. множества Y позволяет
корректно найти значения F (x) для каждого x < y. Отсюда следует F ≤T E ⊕ Z.

Случай 2. Существует только конечное число элементов ⟨y, t⟩ ∈ F̃ \ Z. Тогда мы сде-
лаем лишь конечное число ошибок, вычисляя F (x) = F̃ (⟨y, 0⟩) по следующей (E ⊕ Z)-
вычислимой рекурсивной процедуре, предполагающей истинность включения F̃ ⊆ Z ⊆ Ṽ .

Процедура вычисления F̃ (⟨y, t⟩).
1) Если ⟨y, t⟩ /∈ Z, то выдаем ответ F̃ (⟨y, t⟩) = 0.
2) Если ⟨y, t⟩ ∈ Z, то ⟨y, t⟩ ∈ Ṽ , так что Fs(y) = 1 для некоторого s > t.
3) В силу F = WE

e = lims Fs существует такое w ≥ s, что выполнено либо y ∈ WE
e,w,

либо Fw(y) = 1, Fw+1(y) = 0.

4) Если y ∈ WE
e,w, то выдаем ответ F̃ (⟨y, t⟩) = 1.

5) Если же Fw(y) = 1 и Fw+1(y) = 0, то рекурсивно вызываем эту же процедуру для
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⟨y, w⟩, поскольку заведомо

F̃ (⟨y, t⟩) = F̃ (⟨y, w⟩).

Так как для каждого y существует лишь конечное число различных w, для ко-
торых имеет место Fw(y) = 1 и Fw+1(y) = 0, то цепочка рекурсивных вызовов не
может быть бесконечной.

Конец процедуры.

Таким образом, в обоих случаях мы доказали F ≤T E ⊕ Z.
Рассмотрим теперь интервал в.п. множеств U ⊆ V , где U = E ⊕ Ũ и V = E ⊕ Ṽ .

Тогда будем иметь U ⊆ E ⊕ F̃ ⊆ V для (e ∪ f)-вычислимого множества E ⊕ F̃ , а также

U ⊆ X ⊆ V =⇒ e ∪ f ≤ deg(X),

так как каждое множество X, U ⊆ X ⊆ V , должно иметь вид X = E⊕Z, где Ũ ⊆ Z ⊆ Ṽ .

6. Доказательство теоремы 10

С.Б. Купер доказал (см. [5], 12.3.6 и 12.3.7), что для любого n > 1 существует n-в.п.
множество F такое, что F ̸≡T Ve для каждого (n−1)-в.п. множества Ve. Построение такого
F может быть представлено через ∆0

2-аппроксимацию F (x) = lims Fs(x), Fs(x) ∈ {0, 1},
такую, что

F0(y) = 0 & card{s | Fs(x) ̸= Fs+1(x)} ≤ n

для всех x. Более того, поскольку каждое требование в ходе построения задействует не
более одного активного свидетеля, условие

x < y < s < t & Fs(x) ̸= Fs+1(x) =⇒ Fs(y) = Ft(y) = F (y)

на данную ∆0
2-аппроксимацию будет выполнено. Это условие по-прежнему будет дей-

ствовать, если мы переопределим ∆0
2-аппроксимацию для s = 0, 1, полагая F0(x) = 1 и

F1(x) = 0 для каждого x. Это переопределение также приводит к соотношению

1 ≤ card{s | Fs(x) ̸= Fs+1(x)} ≤ n+ 1.

Тогда для последовательности F -вычислимых множеств

F̃ i = {⟨y, t⟩ | Ft(y) = F (y) & Ft+1(y) ̸= Ft(y) & ct(y) = i},

где
ct(x) = card{s ≤ t | Fs(x) ̸= Fs+1(x)} ≥ 1,
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будем иметь
∅ = F̃ n+1 = F̃ n+2 = F̃ n+3 = · · ·

(равенство F̃ n+1 = ∅ следует из Ft+1(y) = F (y) при ct(y) = n + 1, остальные равенства –
из ct(y) ≤ n+ 1). Кроме того, имеет место

F = {y : ⟨y, 0⟩ ∈ F̃ 1} ≤T F̃ 1.

При этом для любого i множество F̃ i является F̃ i+1-в.п., поскольку ⟨y, t⟩ ∈ F̃ i выполнено
тогда и только тогда, когда Ft+1(y) ̸= Ft(y), ct(y) = i, и

(∃s > t)[Fs+1(y) ̸= Fs(y) & cs(y) = i+ 1 & ⟨y, s⟩ /∈ F̃ i+1].

Аналогично доказательству теоремы 8 мы также имеем U ⊆ F̃ ⊆ V для F -вычислимого
множества

F̃ =
n⋃

i=1

F̃ i = {⟨y, t⟩ | Ft(y) = F (y) & Ft+1(y) ̸= Ft(y)}

и в.п. множеств

U = {⟨y, t⟩ | (∃x)(∃s)[x<y<s & Fs(x) ̸= Fs+1(x) & Fs(y) = Ft(y)] & Ft+1(y) ̸= Ft(y)},
V = {⟨y, t⟩ | (∃s > t)[Fs(y) = Ft(y)] & Ft+1(y) ̸= Ft(y)}.

Предположим теперь, что U ⊆ X ⊆ V . В силу F̃ 1 ≡T F и F̃ n+1 = ∅ для доказатель-
ства F ≤T X достаточно установить, что

F̃ i+1 ≤T X =⇒ F̃ i ≤T X

для каждого i.
Пусть F̃ i+1 ≤T X. Так как множество F̃ i является F̃ i+1-в.п., следовательно, множе-

ство
Y i = {y | (∃t)[⟨y, t⟩ ∈ F̃ i \X]}

будет X-в.п. Если Y i бесконечно, то мы получим F̃ i ≤T F ≤T X, так как каждый элемент
y ∈ Y i позволяет корректно вычислить

F (x) = Fy+1(x)

для всех x < y. В самом деле, из ⟨y, t⟩ ∈ F̃ i и Fs(x) ̸= Fs+1(x), s ≥ y + 1, имеем
Ft(y) = F (y) = Fs(y), отсюда ⟨y, t⟩ ∈ U ⊆ X.

Рассмотрим теперь случай, когда множество Y i конечно. Для того, чтобы для этого
случая доказать F̃ i ≤T X, достаточно лишь понять, как вычислять F̃ i(⟨y, t⟩) для элемен-
тов ⟨y, t⟩ ∈ X при ct(y) = i. Но если ⟨y, t⟩ ∈ X, то ⟨y, t⟩ ∈ V , значит, для некоторого
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s = w + 1 > t мы должны иметь

Ft+1(y) ̸= Ft(y) = Fw+1(y) ̸= Fw(y).

Для наименьшего такого s = w+1 > t мы к тому же будем иметь cw(y) = ct(y)+1 = i+1,
значит,

⟨y, t⟩ ∈ F̃ i ⇐⇒ Ft(y) = F (y) ⇐⇒ Fw(y) ̸= F (y) ⇐⇒ ⟨y, w⟩ /∈ F̃ i+1.

Следовательно, F̃ i+1 ≤T X влечет F̃ i ≤T X.
Таким образом, из U ⊆ X ⊆ V следует F ≤T X, причем в то же время имеем

U ⊆ F̃ ⊆ V для F -вычислимого множества F̃ .

Автор хотел бы поблагодарить М.М. Ямалеева за плодотворные беседы, в частности,
позволившие получить теорему 8 в наиболее сильной формулировке.
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