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Субгармонические дополнения к теоремам
Бёрлинга–Мальявена. II. О радиусе полноты

Б.Н. Хабибуллин, Е.Г.Кудашева

Аннотация. Теорема Бёрлинга–Мальявена о мультипликаторе, рассматри-
вавшаяся в субгармоническом обрамлении в первой части нашей работы, уже в
изначальном классическом варианте в рамках целых функций экспоненциаль-
ного типа позволила в 1960-е гг. полностью решить задачу о радиусе полноты
экспоненциальной системы в форме замечательного критерия исключительно
в геометрических терминах для показателей этой экспоненциальной системы
без каких-либо дополнительных ограничений на взаимное расположение этих
показателей. Точные формулировки теоремы Бёрлинга–Мальявена о радиу-
се полноты во введении мы несколько адаптируем как задачу о возможном
минимальном росте вдоль вещественной оси R субгармонических функций с
заданными ограничениями на распределения их масс Рисса. В этой, во многом
обзорной части работы, мы обсуждаем теорему Бёрлинга–Мальявена о ради-
усе полноты вместе с ее несколько более общими субгармоническими прояв-
лениями. Так, наши результаты 2014–16 гг. позволяют получать значительно
более тонкие результаты в отношении самой теоремы Бёрлинга–Мальявена
о радиусе полноты с дефектом-избытком не более 1 или 2 для показателей
в классических жестких банаховых пространствах непрерывных функций на
отрезке фиксированной длины или функций с интегрируемым в p-й степени
модулем на таких отрезках.
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ская функция конечного типа, радиус полноты, экспоненциальная система,
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Введение

Мы в значительной мере используем обозначения, понятия и соглашения из [1], но
в их адаптации, иногда существенной, из первой части работы [2]. Иногда, по возмож-
ности, определения основных понятий и обозначений повторяем. Приведем и некоторые
дополнительные, которые в первой части [2] не использовались.
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Распределением масс называем положительную меру Радона [3], [4, дополнение A],
а распределение зарядов – это разность распределений масс.

Для распределений масс или зарядов на C, как правило, не указываем, где они
заданы. Для субгармонической в области из C функции u ̸≡ −∞ действие на нее оператора
Лапласа △ в смысле теории обобщенных функций определяет ее распределение масс Рисса

1

2π
△u =: ∆u

в этой области [4]. Для обозначения распределения масс Рисса функции u используем как
первую форму записи 1

2π
△u, так и вторую ∆u. По-прежнему Dz(r) :=

{
w ∈ C

∣∣ |w−z| < r
}

и Dz(r) :=
{
w ∈ C

∣∣ |w − z| ⩽ r
}

– соответственно открытый и замкнутый круги,
∂Dz(r) := Dz(r) \ Dz(r) – окружность радиуса r ∈ R+ с центром z ∈ C, а D := D0(1) и
D := D0(1) – соответственно открытый и замкнутый единичные круги, ∂D := ∂D0(1) –
единичная окружность в C.

Для распределения зарядов ν на S ⊂ C через ν+ := sup{ν, 0}, ν− := (−ν)+ и
|ν| := ν+ + ν− обозначаем верхнюю, нижнюю и полную вариации распределения зарядов
ν соответственно, supp ν = supp |ν| – его носитель, но распределение зарядов ν сосредото-
чено на ν-измеримом подмножестве S0 ⊂ S, если полная вариация |ν| дополнения S \S0

множества S равна нулю.
Сужение функции f на S ⊂ C обозначаем как f⌊S. Аналогично через ν⌊S обозначаем

и сужение положительной меры Бореля или распределения зарядов ν на ν-измеримое
S ⊂ C. При r ∈ R+ для таких ν через

νrad
z (r) := ν

(
Dz(r)

)
, νrad(r) := νrad

0 (r) = ν
(
rD
)

(1)

обозначаем радиальные непрерывные справа считающие функции распределения зарядов
ν с центрами в точке z ∈ C и в нуле соответственно.

Верхняя плотность распределения зарядов ν при порядке p ∈ R+ равна

typep[ν] := typep
[
|ν|
]
:= lim sup

0<r→+∞

|ν|(rD)
rp

(1)
= lim sup

0<r→+∞

|ν|rad(r)
rp

∈ R+
,

при p = 1 упоминание о порядке опускаем. В частности, распределение зарядов ν имеет
конечную верхнюю плотность, если type[ν] := type1[ν] < +∞.

Всюду далее для распределений, вообще говоря, повторяющихся точек на C пред-
полагается, что в каждом круге rD при r ∈ R+ содержится конечное число точек из этого
распределения точек, т. е. рассматриваются только локально конечные в C распределения
точек. Распределение зарядов называем целочисленным, если он принимает только целые
значения из Z := N0 ∪ (−N) на ограниченных множествах. Распределение точек Z можно
трактовать как целочисленное распределение масс, для которого масса каждого ограни-
ченного в C множества равна числу попавших в него точек из Z. Для этого целочисленного
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распределения масс сохраняем обозначение Z. Всюду далее Z и W – распределения точек
на C. Таким образом, каждое целочисленное распределение масс однозначно определяет
локально конечное распределение точек, и наоборот, а равенство Z = W понимается как
равенство соответствующих распределений масс [1, 0.1.2]. Все вводимые в статье понятия
и обозначения для распределений зарядов и масс переносятся и на распределения точек.
Так, Z⌊S – сужение распределения точек Z на S ⊂ C. Если suppZ ⊂ S, то для краткости
часто пишем просто Z ⊂ S, а Z(z) = Z({z}) – число точек, равных z ∈ C в Z. Каждому
распределению точек сопоставляем экспоненциальную систему

ExpZ :=
{
w 7−→

w∈C
wkeiwz

∣∣∣ 0 ⩽ k < Z(z), k ∈ N0

}
с системой показателей Z – очевидно, целых функций экспоненциального типа. Здесь
функции w 7−→

w∈C
wkeiwz при Z(z) = 0 просто нет, а при Z(z) > 0 имеется Z(z)− 1 функций

с разными степенными множителями w в числе Z(z)− 1. Появление в показателе мнимой
единицы i – скорее дань традиции, связанной с преобразованием Фурье.

Как обычно, система векторов в топологическом векторном пространстве полна, если
замыкание линейной оболочки этой системы совпадает с исходным пространством.

Для целой функции f ̸≡ 0 через Zerof обозначаем ее распределение корней, представ-
ляющее собой распределение точек, в котором каждая точка z ∈ C повторяется столько

раз, какова кратность корня функции f в точке z. При этом Zerof =
1

2π
△ ln |f | – цело-

численное распределение масс Рисса субгармонической функции ln |f | [4, теорема 3.7.8].
Целая функция f ̸≡ 0 обращается в нуль на Z, пишем f(Z) = 0, если имеет место нера-
венство Z ⩽ Zerof для целочисленных распределений масс Z и Zerof .

Распределение точек Z при его нумерации номерами из N ⊂ Z можно рассматривать
как некоторую последовательность Z = (zn)n∈N комплексных чисел, где каждое число
zn = z ∈ C встречается ровно Z(z) раз, т. е. столько же раз, сколько раз точка z ∈ C
повторяется в распределении точек Z. При этом∑

z∈S
z∈Z

f(z) :=

�
S

f dZ =
∑
zn∈S

f(zn)

при нумерации Z = (zn)n∈N для S ⊂ C, когда для расширенной числовой функции f на
suppZ интеграл и сумма справа корректно определены.

Если при некоторой нумерации Z = (zn)n∈N на C можно подобрать число c ∈ R+

и последовательность попарно различных целых чисел (mn)n∈N , для которых конечна
сумма ∑

k∈N

∣∣∣ 1
zn

− c

mn

∣∣∣ < +∞,

то внешняя плотность Редхеффера от Z вдоль R не превышает числа c [5–7], [1, 2.1.1], а
сама она равна точной нижней грани таких чисел c ∈ R+. Внешнюю плотность Редхеф-
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фера для Z далее обозначаем как Red(Z).

Теорема Бёрлинга–Мальявена о радиусе полноты (в версии Р. Редхеффера). Если
имеет место строгое неравенство

b− a > 2πRed(Z), (2)

то экспоненциальная система ExpZ полна в банаховом пространстве C([a, b]) непрерыв-
ных комплекснозначных функций с естественной sup-нормой.

Обратно, пусть выполнено противоположное строгое неравенство

b− a < 2πRed(Z). (3)

Тогда экспоненциальная система ExpZ не является полной в банаховом пространстве
C([a, b]) с той же естественной sup-нормой.

Замечание 1. Никакого содержательного ответа в случае равенства в (3) или (2) дать
невозможно в том смысле, что если в (3) или (2) поставить знак равенства, то возможны
любые ситуации: как полнота, так и неполнота.

Замечание 2. Условия в терминах внешней плотности Редхеффера выглядят весьма про-
сто, но не следует забывать, что, вообще говоря, требуют тестирования условий мощности
не ниже континуум, поскольку таково множество всевозможных попарно различных по-
следовательностей целых чисел, фигурирующих в определениии внешней плотности Ред-
хеффера.

Замечание 3. Первоначально, конечно же, внешнюю плотность Редхеффера заменяла
иная, более сложно определяемая, но и в то же время более геометрически выраженная
исходная, так называемая внешняя плотность Бёрлинга–Мальявена [8], на которой мы
здесь не останавливаемся по двум причинам. Во-первых, в исследовании И.Ф. Красичкова-
Терновского [6] был дан анализ и методы перехода от любой известной и неизвестной к
тому времени внешней плотности типа внешней плотности Бёрлинга–Мальявена к произ-
вольной другой, хотя бы раз возникавшей ранее с сохранением точного равенства. Ранее
такие переходы в той или иной форме использовали само классическое доказательство
и без применения каких-либо отдельных этапов классического или иного доказательства
теоремы Бёрлинга–Мальявена о радиусе полноты были недоступны. Задача таких прямых
переходов от одних плотностей к другим ставилась еще в 1960 гг. Ж.-П. Каханом в [9]. В
[6] решение задачи Ж.-П.Кахана было в полном объеме реализовано И.Ф. Красичковым-
Терновским для вещественных показателей Z ⊂ R, где обсуждается и доказывается сов-
падение около десятка различных внешних плотностей, развивающих исходную внешнюю
плотность Бёрлинга–Мальявена.

0.1. Внешняя плотность Кахана и комплексные показатели. Адаптиру-
ем внешнюю плотность Кахана Kah(Z), рассматривавшуюся в [9], [6], а также в [5], только



Субгармонические дополнения к теоремам Бёрлинга–Мальявена. II 109

для вещественных Z ⊂ R на случай произвольных комплексных распределений точек Z.
При этом изложение будет исключительно описательное, поскольку точное обоснование
такой адаптации потребовало от нас отвлечения на одну специальную манипуляцию, ис-
пользованную при доказательстве исходной теоремы Бёрлинга–Мальявена о радиусе пол-
ноты. Эта простая манипуляция достаточно широко известна специалистам (см. [1,5,7–13])
и заключается в замене каждой невещественной точки z ∈ Z \ R на вещественную точку
z∗, связанной с исходной точкой z соотношением

1

z∗
:= Re

1

z̄
,

поэтому мы эту чисто техническую процедуру здесь не эксплуатируем.
Функция f : X → R на X ⊂ R возрастающая (соотвественно строго возрастающая),

если для любых x1, x2 ∈ X из x1 < x2 следует f(x1) ⩽ f(x2) (соответственно f(x1) < f(x2)).
Аналогично для (строгого) убывания. Для распределения масс µ на C рассмотрим воз-
растающую функцию ее распределения

mµ(x) :=
x∈R

µ
(
Dx/2

(
|x|/2

)) (1)
:= µx/2

(
|x|/2

)
при x ∈ R+;

−µ
(
Dx/2

(
|x|/2

))
при x ∈ −R+ \ 0

(4)

по возрастающим кругам с центрами на R, касающимся мнимой оси в нуле.
Распределение масс µ на C удовлетворяет условию Бляшке на C \ R, если

�
C\D

∣∣∣∣Im 1

z

∣∣∣∣ dµ(z) < +∞. (5)

Следуя аналогии с [9], [6, предложение 3.4], функция распределения масс µ имеет
на C конечную плотность Кахана, если она удовлетворяет условию Бляшке (5) вне R и
найдется возрастающая липшицева функция k : R → R,

Lk := sup
x1,x2∈R
x1 ̸=x2

k(x2)− k(x1)

x2 − x1

< +∞, (6)

для которой конечен логарифмический интеграл J
[
|mµ − k|

]
< +∞ с функцией распре-

деления (4). При этом точную нижнюю грань постоянных Lk из (6), для которых такая
конструкция возможна, будем называть внешней плотностью Кахана Kah(µ) распреде-
ления масс µ. Так, если µ = Z – целочисленное распределение масс, т. е. распределение
точек, то Kah(Z) – внешняя плотность Кахана распределения точек Z.

Теорема Бёрлинга–Мальявена о радиусе полноты (в форме Ж.-П.Кахана). Для
любого комплексного распределения точек Z ⊂ C верно равенство Red(Z) = Kah(Z) и
внешняя плотность Кахана несет в себе в точности ту же информацию, что и теоре-
ма Бёрлинга–Мальявена о радиусе полноты в интерпретации Р.Редхеффера, а замечания
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1 и 2 при этом остаются в силе.

Замечание 4. Так или иначе, доказанные классические теоремы Бёрлинга–Мальявена
о радиусе полноты для заданного распределения точек-показателей Z эквивалентны, по-
средством преобразования Фурье–Лапласа, невозможности построения такой целой функ-
ции f ̸= 0 экспоненциального типа typef < b− a с Z ⩽ Zerof , ограниченной на веществен-
ной оси R единицей в случае (2), или, наоборот, существованию такой функции f в случае
(3). Поэтому далее мы обсуждаем развития теоремы Бёрлинга–Мальявена о радиусе пол-
ноты именно в такой значительно более общей форме.

Основная задача. Пусть Z ⊂ C – произвольное распределение комплексных точек,
число c ∈ R+\0. Найти необходимые и одновременно достаточные условия, при которых
существует целая функция f ̸= 0 заданного экспоненциального типа typef ⩽ c с условием
Z ⩽ Zerof , ограниченная на вещественной оси.

Основной результат следующей заключительной части работы со значительной об-
зорной упорядочивающей предшествующие наши результаты частью – эта теорема 9 вме-
сте со следствиями о полноте экспоненциальных систем с избытком или дефектом пока-
зателей от 1 до 2 из следствия 10.

Замечание 5. Ясно, что решение основной задачи позволит полностью слить в единое
целое, вообще говоря, разделенные случаи (2) и (3), поскольку будет учитывать для типов
typef не только строгие неравенства (2) и (3), но и точные, когда вместо строгих неравенств
можно будет ставить точные равенства = b− a. При переходе к радиусу полноты, правда,
по техническим причинам этот учет будет возможен лишь с точностью до одного или двух
показателя – избытка или дефекта – из Z.

Замечание 6. Все дальнейшие основные результаты – это симбиоз наших двух коллек-
тивных работ 2014–16 гг. [14] и [15]. Они писались несколько разрозненно, а здесь мы
объединяем их в единое целое, местами не вдаваясь в детали. Эти детали вполне восста-
новимы при одновременном рассмотрении обеих работ.

1. Основной результат в терминах пуассоновско-гильбертовых и
интегрально-логарифмических плотностей распределения точек

1.1. Преобразования Пуассона и Гильберта. Для полунепрерывной сверху
функции v : R → R с конечным (суммируемым) логарифмическим интегралом J [v] можно
корректно определить полунепрерывный сверху всюду на C интеграл Пуассона Poiv от
такой функции v по правилу

Poiv : z 7−→
z∈C\R

1

π

� +∞

−∞

| Im z|
| Im z|2 + (x− Re z)2

dx, Poiv(x) := x ∈ R. (7)
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Если для непрерывно дифференцируемой функции v на R \ 0 с возможной един-
ственной логарифмической особенностью в нуле сходится интеграл

J1
[
v|
]
:=

� +∞

−∞

∣∣v(t)∣∣
1 + |t|

d t,

то значение преобразования Гильберта Hilv функции v в точке R \ 0 определяется одно-
значно по правилу

(Hil v)(x) :=
1

π

 ∞

−∞

v(t)

t− x
d t :=

1

π
lim

0<ε→0

�
{t∈R : |x−t|>ε}

v(t)

t− x
d t, x ∈ R \ 0,

где в промежуточном равенстве перечеркнутый интеграл обозначает главное значение
интеграла в смысле Коши от функции v.

1.2. Пуассоновско-гильбертовская плотность распределения точек
Z ⊂ C. Через RP∞

0 , следуя нашей работе [14, определение 1], обозначаем класс всех
бесконечно дифференцируемых функций v : R \ 0 → R+, финитных, т. е. обращающихся
в нуль вне достаточно длинных отрезков [−Rv, Rv] с Rv > 0, зависящим от функции v,
полунормированных вблизи нуля условием

lim sup
0 ̸=x→0

v(x)

− ln |x|
⩽ 1, (8)

для которых преобразование Гильберта возрастает как на положительной полуоси R+\0,
так и на отрицательной полуоси −R+ \ 0.

Замечание 7. Пусть Z ⊂ C – по-прежнему произвольное распределение точек на C, и
если числа 0 в количестве Z(0) лежат на Z, то можем считать, что они заменены или сдви-
нуты на какие-нибудь Z(0) произвольных фиксированных точек, отличных от нуля. Это
никак не повлияет на определяемые ниже внешние гильбертовы плотности распределений
точек Z. Поэтому далее можем, не умаляя общности, считать, что 0 /∈ Z.

Точную нижнюю грань чисел c ∈ R+, для которых

sup
v∈RP∞

0

(∑
z∈Z

Poiv(z)− c

� +∞

−∞
v(t) d t

)
< +∞, (9)

называем пуассоновско-гильбертовой плотностью распределения точек Z ⊂ C.

Замечание 8. Особенно просто все выглядит для вещественых Z ⊂ R \ 0. Соотношение
(9) в этом случае запишется в виде

sup
v∈RP∞

0

(∑
z∈Z

v(z)− c

� +∞

−∞
v(t) d t

)
< +∞
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ввиду (7) без всяких интегралов Пуассона.

1.3. Интегрально-логарифмическая плотность распределения точек
Z ⊂ C. Для класса всех бесконечно дифференцируемых функций v : R \ 0 → R+, финит-
ных в отмеченном выше смысле v ≡ 0 вне [−Rv, Rv] и полунормированных вблизи нуля
условием (8), подкласс таких функций, удовлетворяющих интегрально-логарифмическому
неравенству

v(x) ⩽
1

π2

� +∞

−∞
v(x+ t)

1

t
ln
∣∣∣ t+ r

t− r

∣∣∣ d t для всех x ∈ R \ 0 при каждом r ∈ (0, |x|),

обозначим как Int ln0.
Точную нижнюю грань чисел c ∈ R+, для которых

sup
v∈Int ln0

(∑
z∈Z

Poiv(z)− c

� +∞

−∞
v(t) d t

)
< +∞

называем интегрально-логарифмической плотностью распределения точек Z.

Теорема 9 ([14, 15]). Пусть c ∈ R+ \ 0, а Z – распределение комплексных точек с ого-
воренным при необходимости сдвигом конечного числа всех нулевых точек из Z, как в
замечании 7. Тогда эквивалентны три утверждения:

a) существует целая функция f ̸= 0, для которой Z ⩽ Zerof , удовлетворяющая
неравенству |f(z)| ⩽ exp

(
c| Im z|

)
при всех z ∈ C, т. е. экспоненциального типа

typef ⩽ c, ограниченная единицей на вещественной оси;
b) пуассоновско-гильбертовская плотность Z не больше числа c;
c) интегрально-логарифмическая плотность Z не больше числа c.

Ясно, что пуассоновско-гильбертовская плотность распределения точек Z ⊂ C и ее
интегрально-логарифмическая плотность всегда совпадают.

Следствие 10 ([14, теорема 2]). Пусть b > a – произвольные вешественные числа, Z ⊂ C
– распределение комплексных точек. Тогда

1) если пуассоновско-гильбертовская или интегрально-логарифмическая плотность
распределения точек Z строго больше, чем b− a, то система ExpZ полна в лю-
бом из пространств C([a, b]) или Lp(a, b) интегрируемых функций по модулю на
(a, b) при возведении в степень p ⩾ 1;

2) если пуассоновско-гильбертовская или интегрально-логарифмическая плотность
распределения точек Z не превышает b− a, то после удаления уже одного пока-
зателя z′ ∈ Z из Z оставшаяся без этого показателя система ExpZ\z′ не полна
в любом из пространств C([a, b]) или Lp(a, b) при p ⩾ 2;

3) если пуассоновско-гильбертовская или интегрально-логарифмическая плотность
Z не превышает b− a, то после удаления двух различных показателей z′, z′′ ∈ Z
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из Z оставшаяся без этих двух показателей система ExpZ\{z′,z′′} не полна в
любом из пространств Lp(a, b) при 1 ⩽ p < 2.

Очевидно, эти результаты гораздо тоньше, вплоть до одного или двух показателей,
«чувствуют» полноту системы ExpΛ, а случай замены строгих неравенств (2) и (3) на
нестрогие для них в рамках новых плотностей уже не помеха. Наконец, отметим, что да-
же из несколько более слабых лишь подготовительных форм результатов, приведенных
здесь, в свое время, в начале 1990-х гг., нами были получены в [7] приципиально новые до-
казательства теорем Бёрлинга–Мальявена о радиусе полноты с различными вариациями,
а полное описание одного из этих новых доказательств вошло как глава в книгу П. Кусиса
[13] 1996 г.
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Subharmonic additions to the Beurling–Malliavin
Theorems. II. On the completeness radius

B.N. Khabibullin, E.G. Kudasheva

Abstract. The Beurling–Malliavin Theorem on the multiplier, considered in a
subharmonic framework in the first part of our work, already in its original classical
version within the framework of entire functions of exponential type, allowed in the
1960s to completely solve the problem of the radius of completeness of exponential
system in the form of a remarkable criterion and exclusively in geometric terms
for the exponents of this exponential system without any additional restrictions on
the relative position of these exponents. The exact formulations of the Beurling–
Malliavin Theorem on the radius of completeness in the introduction are somewhat
adapted as a problem of the possible minimum growth along the real axis R
of subharmonic functions with given constraints on their Riesz distributions of
masses. In this largely overview part of the paper, we discuss the Beurling–Malliavin
Theorem on the radius of completeness, along with its somewhat more general
subharmonic manifestations. Thus, our results from 2014-16 allow us to obtain
significantly more subtle results with respect to the Beurling – Malliavin Theorem
itself on the radius of completeness with a defect excess of no more than 1 or 2 for
exponents in classical rigid Banach spaces of continuous functions on a segment
of fixed length or functions with integrable module in the p-th degree on such
segments.

Keywords: entire function of exponential type, subharmonic function of finite
type, radius of completeness, exponential system, distribution of exponents, Hilbert
transform, Poisson integral.
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