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Аннотация. Теорема о нулях, доказанная Гильбертом в 1890 году, является
одним из основополагающих результатов современной алгебраической геомет-
рии. В нашей работе мы приводим разнообразные формулировки и доказа-
тельства этой теоремы, каждая из которых используется в алгебраической
геометрии. Все понятия и факты, выходящие за рамки стандартного курса
алгебры, объясняются в статье.
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1. Формулировки теоремы. Обсуждение частных случаев

Пусть K – алгебраически замкнутое поле произвольной характеристики (читатель,
не знакомый с соответствующими понятиями, может без значительного ущерба для по-
нимания считать, что K – поле комплексных чисел или поле всех алгебраических чисел,
т. е. корней алгебраических уравнений с рациональными коэффициентами и старшим ко-
эффициентом 1). Пусть K[x1, . . . , xn] – кольцо многочленов от переменных x1, . . . , xn с
коэффициентами из поля K. Если n = 1, то мы имеем дело с обычными многочленами
от одной переменной (в этом случае в обозначении переменной индекс будем опускать).
Теорема Гильберта дает необходимое и достаточное условие несовместности системы ал-
гебраических уравнений

f1(x1, . . . , xn) = 0,

· · ·
fk(x1, . . . , xn) = 0.

(1)

Теорема 1 (теорема Гильберта о нулях). Система (1) не имеет решений в K в том
и только том случае, если существуют многочлены g1(x1, . . . , xn), . . . , gk(x1, . . . , xn) ∈
K[x1, . . . , xn] такие, что

f1(x1, . . . , xn)g1(x1, . . . , xn) + · · ·+ fk(x1, . . . , xn)gk(x1, . . . , xn) = 1. (2)
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В одну сторону утверждение теоремы очевидно: если равенство (1) имеет место для
некоторых g1(x1, . . . , xn), . . . , gk(x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn], то подстановка любого реше-
ния (c1, . . . , cn) системы (1) в левую часть равенства (2) приводит к противоречию. Таким
образом, нетривиальной частью теоремы о нулях является обратное утверждение: если
система (1) не имеет решений в K, то некоторая линейная комбинация левых частей си-
стемы с многочленными коэффициентами равна единице. Заметим, что если существуют
многочлены gi(x1, . . . , xn), для которых справедливо равенство (2), то существуют также
и многочлены gi(x1, . . . , xn), для которых справедливо равенство

f1(x1, . . . , xn)g1(x1, . . . , xn) + · · ·+ fk(x1, . . . , xn)gk(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn),

где g(x1, . . . , xn) – произвольный наперед заданный многочлен с коэффициентами из K.
Действительно, достаточно многочлены gi(x1, . . . , xn), для которых выполняется равенство
(2), умножить на g(x1, . . . , xn).

Многочлены вида

f1(x1, . . . , xn)g1(x1, . . . , xn) + · · ·+ fk(x1, . . . , xn)gk(x1, . . . , xn),

где fi(x1, . . . , xn) – фиксированные многочлены, а многочлены gi(x1, . . . , xn) пробегают
кольцо K[x1, . . . , xn], образуют идеал кольца K[x1, . . . , xn], порожденный многочленами
fi(x1, . . . , xn). Таким образом, теорема о нулях утверждает, что система уравнений не имеет
решений в том и только том случае, если идеал, порожденный левыми частями уравнений,
совпадает со всем кольцом многочленов (т. е. является единичным идеалом). Опять же
нетривиальной частью теоремы является утверждение о том, что если система (1) не
имеет решений, то идеал, порожденный левыми частями уравнений, является единичным,
или, что то же самое, если идеал, порожденный левыми частями уравнений системы, не
совпадает со всем кольцом многочленов, то система (1) имеет решение в K.

1. Рассмотрим простейший частный случай теоремы: n = 1, m = 1. В этом случае
система (1) сводится к одному уравнению f(x) = 0. Критерий разрешимости такого урав-
нения утверждает, что уравнение f(x) = 0, где f(x) – ненулевой многочлен, имеет корень
в том и только том случае, если степень многочлена f(x) больше нуля. Другими слова-
ми, уравнение f(x) = 0 не имеет решений в K в том и только том случае, если степень
многочлена f(x) равна нулю. Последнее условие очевидно равносильно существованию
многочлена g(x) такого, что

f(x)g(x) = 1.

Таким образом, в случае n = 1, k = 1 теорема Гильберта о нулях равносильна
утверждению об алгебраической замкнутости поля K.

2. Пусть n = 1, а k произвольно. В этом случае система (1) принимает вид

f1(x) = 0, . . . , fk(x) = 0. (3)
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Всякое решение этой системы в K является корнем уравнения d(x) = 0, где d(x) –
наибольший общий делитель многочленов f1(x), . . . , fk(x), и наоборот, всякий корень урав-
нения d(x) = 0 является решением системы (3). Следовательно, система (3) равносильна
уравнению d(x) = 0, которое в силу алгебраической замкнутости поля K не имеет реше-
ний в том и только том случае, если d(x) – ненулевая константа. По теореме о линейном
представлении наибольшего общего делителя в кольце K[x] получаем, что система (3) не
имеет решений в том и только том случае, если существуют

g1(x), . . . , gk(x) ∈ K[x]

такие, что
f1(x)g1(x) + · · ·+ fk(x)gk(x) = 1.

Мы видим, что в рассматриваемом случае теорема о нулях является тривиальным
следствием алгебраической замкнутости поля K (см. п. 1) и теоремы о линейном представ-
лении наибольшего общего делителя, справедливой в произвольном кольце многочленов от
одной переменной. Для многочленов от нескольких переменных линейного представления
наибольшего общего делителя нет, и теорему о нулях можно рассматривать как обобщение
этого линейного представления: условие взаимной простоты многочленов нужно заменить
на отсутствие у них общих корней.

3. Пусть n и k любые, а многочлены fi(x1, . . . , xn) имеют степень 1:

fi(x1, . . . , xn) = ai1x1 + · · ·+ ainxn − bi.

В этом случае система (1) имеет вид

a11x1 + a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2,

· · ·
an1x1 + an2x2+ · · ·+ annxn = bn.

(4)

Применяя к уравнениям этой системы элементарные преобразования, мы приведем
ее к ступенчатому виду. Заметим, что каждое из уравнений полученной ступенчатой си-
стемы является линейной комбинацией уравнений исходной системы, т. е. имеет вид

c1(a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn) + · · ·+ ck(ak1x1 + a12x2 + · · ·+ aknxn) = c1b1 + · · ·+ ckbk

при некоторых c1, . . . , ck ∈ K. Система (4) не имеет решений в том и только том случае,
если последнее ненулевое уравнение полученной ступенчатой системы имеет вид

0 · x1 + · · ·+ 0 · xn = b,
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где b ̸= 0. В силу сказанного выше, это имеет место в том и только том случае, если
найдутся такие константы c1, . . . , ck, что

c1(a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn) + · · ·+ ck(ak1x1 + a12x2 + · · ·+ aknxn) = 0

и
c1b1 + · · ·+ ckbk = b ̸= 0.

Отсюда

c1(a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn − b1) + · · ·+ ck(ak1x1 + a12x2 + · · ·+ aknxn − bk) = −b ̸= 0,
c1
−b

(a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn − b1) + · · ·+ ck
−b

(ak1x1 + a12x2 + · · ·+ aknxn − bk) = 1.

Взяв в качестве многочленов gi(x1, . . . , xn) константы
ci
−b

, мы получаем утверждение
теоремы о нулях.

2. Сильная теорема о нулях. Частные случаи. Примеры

Из теоремы о нулях, сформулированной в предыдущем разделе (и часто называемой
слабой теоремой о нулях), вытекает следующее утверждение.

Теорема 2 (сильная теорема о нулях). Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn] – многочлен,
обращающийся в нуль на каждом решении системы (1). Тогда существует такое нату-
ральное m и такие многочлены gi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , k, что имеет место равенство

fm(x1, . . . , xn) = f1(x1, . . . , xn)g1(x1, . . . , xn) + · · ·+ fk(x1, . . . , xn)gk(x1, . . . , xn).

Доказательство. Заметим, что из сильной теоремы о нулях вытекает слабая. Действи-
тельно, пусть система (1) не имеет решений. Тогда условие сильной теоремы о нулях
выполняется: взяв в качестве многочлена f константу 1, мы видим, что f обращается в
нуль на множестве решений этой системы (на пустом множестве). Следовательно, единица
представляется в виде линейной комбинации многочленов fi, что и утверждается в сла-
бой теореме. Наша цель – доказать, что из слабой теоремы вытекает сильная. Приводимое
ниже рассуждение носит название трюка Рабиновича.

Итак, пусть
f(x1, . . . , xn), f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn)

– многочлены, участвующие в формулировке сильной теоремы о нулях. Рассмотрим коль-
цо K[x1, . . . , xn] как подкольцо кольца K[x1, . . . , xn, xn+1] многочленов от (n + 1)-й пере-
менной и следующую систему уравнений от неизвестных x1, . . . , xn, xn+1:
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f1(x1, . . . , xn) = 0,

· · ·
fk(x1, . . . , xn) = 0,

1− xn+1f(x1, . . . , xn) = 0.

(5)

По условию многочлен f(x1, . . . , xn) обращается в нуль на каждом решении системы
(1). Поэтому система (5) решений не имеет. По слабой теореме о нулях (примененной к
многочленам от (n+ 1)-й переменной) получаем, что существуют многочлены

h1(x1, . . . xn, xn+1), . . . , hk(x1, . . . xn, xn+1), hk+1(x1, . . . xn, xn+1)

такие, что

f1(x1, . . . , xn)h1(x1, . . . xn, xn+1) + · · ·+ fk(x1, . . . , xn)hk(x1, . . . xn, xn+1)

+(1− xn+1f(x1, . . . , xn))hk+1(x1, . . . xn, xn+1) = 1.
(6)

Подставив xn+1 = 1/f(x1, . . . , xn) в равенство (6), получим

f1(x1, . . . , xn)h1

(
x1, . . . xn,

1

f(x1, . . . , xn)

)
+ . . .

+ fk(x1, . . . , xn)hk

(
x1, . . . xn,

1

f(x1, . . . , xn)

)
= 1. (7)

Умножив обе части равенства (7) на достаточную степень многочлена f(x1, . . . , xn), чтобы
избавиться от знаменателей, мы получим

fm(x1, . . . , xn) = f1(x1, . . . , xn)g1(x1, . . . , xn) + · · ·+ fk(x1, . . . , xn)gk(x1, . . . , xn)

для некоторого натурального m.

Рассмотрим несколько частных случаев.
1. Пусть n = 1, k = 1, f1(x) = x− c, где c ∈ K. Сильная теорема о нулях утверждает,

что если многочлен f(x) обращается в нуль в точке c, то некоторая степень многочлена
f(x) делится на x − c; но поскольку x − c неприводим, то и сам многочлен f(x) делится
на x− c. Это утверждение теоремы Безу.

2. Пусть n = 1, k = 1, f1(x) = a(x−c1)
k1 · · · (x−cs)

ks . Сильная теорема о нулях утвер-
ждает, что если некоторый многочлен обращается в нуль в c1, . . . , cs, то некоторая его сте-
пень делится на f1(x). Это конечно очевидно и без теоремы о нулях: по условию c1, . . . , cs
являются корнями многочлена f(x). Значит, этот многочлен делится на x− c1, . . . , x− cs.
Пусть m – наибольшая из степеней k1, . . . , ks. Тогда f(x)m делится на f1(x).

3. Пусть f(x, y), g(x, y) – многочлены от переменных x, y с коэффициентами из K.
Теорема о нулях утверждает, что если многочлен f(x, y) обращается в нуль во всех нулях
многочлена g(x, y), то некоторая степень многочлена f(x, y) делится на g(x, y). В частно-
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сти, если многочлен g(x, y) неприводим, то f(x, y) делится на g(x, y). Отсюда вытекает, что
уравнение плоской неприводимой аффинной алгебраической кривой (которая определя-
ется как множество всех решений уравнения вида f(x, y) = 0, где f(x, y) – неприводимый
многочлен) определено однозначно с точностью до постоянного множителя. Это конечно
легко доказать и без использования теоремы о нулях (см., например, [1]). Аналогичный
факт справедлив и для многочленов f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xn) от произвольного числа
переменных. Множество решений уравнения f(x1, . . . , xn) = 0 в Kn называется аффин-
ной гиперповерхностью. Как же связаны многочлены f(x1, . . . , xn) и g(x1, . . . , xn), если
известно, что они задают одну и ту же гиперповерхность? Теорема о нулях дает ответ на
этот вопрос: некоторая степень каждого из этих многочленов делится на другой. В случае
неприводимых многочленов это означает, что они отличаются на постоянный множитель.

3. Обсуждение различных путей доказательства теоремы о нулях

Напомним, что в предыдущем разделе мы вывели из слабой теоремы о нулях силь-
ную. Осталось доказать слабую теорему о нулях. Существует большое количество дока-
зательств этой теоремы (см., например, [2–5]). В некоторых из них используется понятие
результанта и индукцией по числу переменных показывается, что порожденный левыми
частями системы идеал неединичный. Одно такое доказательство мы приведем в разделе 6.
Другие доказательства основаны на конструкции, аналогичной конструкции присоедине-
ния к произвольному полю K корня произвольного неприводимого многочлена f(x) одной
переменной, а именно рассмотрения факторкольца кольца K[x] по идеалу, порожденному
многочленом f(x). Так как многочлен f(x) неприводим, то идеал (f(x)), порожденный
многочленом f(x), является простым, а значит, максимальным (поскольку в кольце мно-
гочленов от одной переменной любой ненулевой простой идеал является максимальным).
Следовательно, факторкольцо L = K[x]/(f(x)) является полем. Отождествляя элементы
поля K с их образами в L, мы можем считать поле L расширением поля K. Образ пере-
менной x в L и является корнем многочлена f(x) в поле L (именно такой конструкцией
получается поле комплексных чисел из поля вещественных). Заметим, что если поле K

алгебраически замкнуто, то неприводимые многочлены над K – это в точности много-
члены степени 1 и при указанном выше отождествлении L = K. Попытаемся провести
аналогичные рассуждения в случае многочленов от нескольких переменных. Рассмотрим
систему уравнений (1). Пусть I – идеал кольца K[x1, . . . , xn], порожденный левыми частя-
ми уравнений этой системы, т. е. множество всех многочленов вида

f1(x1, . . . , xn)g1(x1, . . . , xn) + · · ·+ fk(x1, . . . , xn)gk(x1, . . . , xn),

где gi(x1, . . . , xn) пробегают кольцо K[x1, . . . , xn]. Предположим, что этот идеал нееди-
ничный. Тогда он содержится в некотором максимальном идеале M кольца K[x1, . . . , xn].
Факторкольцо L = K[x1, . . . , xn]/M является полем. Отождествляя элементы поля K с их
образами в L, мы можем считать поле L расширением поля K. Пусть c1, . . . , cn – образы
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переменных x1, . . . , xn в поле L. Тогда набор (c1, . . . , cn) является решением системы (1)
в поле L. Но нам нужно было найти решение системы не в каком-то расширении поля
K, а в самом K. Если бы L было алгебраическим расширением K, то в силу алгебраиче-
ской замкнутости K выполнялось бы равенство L = K и найденное решение лежало бы
в K, что доказывало бы слабую теорему о нулях. Оказывается, L действительно алгеб-
раично над K, и разные доказательства теоремы о нулях в этом направлении сводятся к
доказательству этого факта.

Наконец, можно напрямую доказать следующее утверждение.
Если система (1) имеет решение (c1, . . . , cn) в некотором расширении F поля K, то

она имеет решение и в самом поле K, не доказывая равенство L = K. А именно, если
(c1, . . . , cn) алгебраичны над K , то в силу алгебраической замкнутости K они содержатся
в K, и доказывать нечего. Если же они не являются алгебраическими над K, т. е. грубо
говоря, содержат переменные, то идея состоит в том, чтобы подставить в место этих пере-
менных некоторые элементы из K и получить в результате решение в K. Доказательство,
основанное на этой идее, изложено, например, в [3] и приведено в разделе 7.

4. Доказательство слабой теоремы о нулях в случае алгебраически
замкнутого поля бесконечной степени трансцендентности над
простым подполем

Пусть K – алгебраически замкнутое поле и K0 – его простое подполе. Пусть F – под-
поле поля K, порожденное над K0 коэффициентами левых частей уравнений системы (1).
Поле F является конечно порожденным расширением поля K0. Предположим, что идеал I

кольца K[x0, . . . , xn], порожденный многочленами стоящими в левых частях системы (1),
неединичный. Тогда I ∩ F [x1, . . . , xn] является неединичным идеалом кольца F [x1, . . . , xn]

и, значит, лежит в некотором максимальном идеале M этого кольца.
Факторкольцо L = F [x1, . . . , xn]/M является конечно порожденным расширением

поля F конечной степени трансцендентности. Степень трансцендентности K над F бес-
конечна, так как по условию степень трансцендентности K над K0 бесконечна, а степень
трансцендентности F над K0 конечна. Следовательно, существует вложение ϕ поля L в
K, тождественное на F . Пусть x̄1, . . . , x̄n – образы переменных x1, . . . , xn в L. Очевидно,
(x̄1, . . . , x̄n) является корнем всех многочленов из M , а значит, и решением системы (1) в
поле L. Тогда (ϕ(x̄1), . . . , ϕ(x̄n)) является решением системы в K.

5. Доказательство слабой теоремы о нулях в случае несчетного
алгебраически замкнутого поля

Пусть K – произвольное несчетное поле произвольной характеристики. Точно так
же, как и раньше, рассмотрим максимальный идеал M кольца многочленов K[x1, . . . , xn],
содержащий многочлены, стоящие в левых частях системы, и соответствующее поле
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L = K[x1, . . . , xn]/M . Степень расширения L/K не более чем счетна. Как отмечалось
в разделе 3, для доказательства равенства L = K достаточно показать, что расширение
алгебраично. Доказательство проведем от противного. Пусть t ∈ L трансцендентен над K.
Тогда подполе поля L, порожденное над K элементом t, изоморфно полю рациональных
функций K(t). Рассмотрим следующий несчетный набор элементов поля K(t):{

1

t− c
, где c ∈ K

}
.

Элементы этого набора линейно независимы над K. Действительно, пусть для какого-
нибудь конечного набора различных элементов c1, . . . , cn при некоторых λ1, . . . , λn ∈ K

справедливо равенство

λ1
1

t− c1
+ · · ·+ λn

1

t− cn
= 0.

Освобождаясь от знаменателей и подставляя в полученное равенство последовательно
t = c1, . . . , cn, мы имеем λ1, . . . , λn = 0. Таким образом, мы получили противоречие с тем,
что степень L/K не более чем счетна.

6. Доказательство для произвольного алгебраически замкнутого
поля K с применением результанта и индукции по числу пере-
менных

Вначале докажем простое вспомогательное утверждение.

Лемма 3. Пусть f ∈ K[X1, . . . , Xn], n ≥ 2 – непостоянный многочлен полной степени
d. Тогда существуют такие λ1, . . . , λn−1 ∈ K, что коэффициент при xd

n в многочлене

f(x1 + λ1xn, . . . , xn−1 + λn−1xn, xn)

отличен от нуля.

Доказательство. Пусть fd – старшая однородная компонента многочлена f . Коэффици-
ент при xn в многочлене f(x1 + λ1xn, . . . , xn−1 + λn−1xn, xn) равен fd(λ1, . . . , λn−1, 1). Поле
K бесконечно, так как оно алгебраически замкнуто. Следовательно, существуют такие
λ1, . . . , λn−1 ∈ F , что fd(λ1, . . . , λn−1, 1) ̸= 0.

Перейдем к доказательству самой теоремы 1. Пусть I – идеал, порожденный левы-
ми частями системы (1), и пусть I ̸= K[x1, . . . , xn]. Нам нужно доказать существование
решения системы (1) в K. Доказательство теоремы проведем индукцией по n. Для n = 1

утверждение очевидно. Пусть n ≥ 2. Заметим, что замена переменных, указанная в лемме,
обратима. Рассмотрим произвольный непостоянный многочлен из I; пусть d – его степень.
Воспользуемся леммой и рассмотрим замену переменных, переводящую этот полином в
полином с ненулевым коэффициентом при xd

n. Произведем во всех полиномах из I такую
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замену переменных. Мы получим новый идеал кольца многочленов. Если мы докажем, что
у всех многочленов из этого идеала есть общий корень, то, применяя к этому корню об-
ратную замену переменных, мы найдем общий корень для многочленов исходного идеала.
Поэтому можно считать с самого начала, что идеал I содержит какой-нибудь многочлен
g с ненулевым коэффициентом при xd

n, где d – степень g. Более того, можно считать, что
идеал I содержит какой-нибудь многочлен g с коэффициентом при xd

n, равным единице.
Рассмотрим идеал I ′, состоящий из всех полиномов в I, не содержащих перемен-

ной xn. Так как 1 /∈ I, то идеал I ′ неединичный. В силу индукционного предположения
существуют такие a1, . . . , an−1, что f(a1, . . . , an−1) = 0 для всех f ∈ I ′.

Далее рассмотрим идеал J в K[xn], состоящий из многочленов

f(a1, . . . , an−1, xn),

где f ∈ I. Докажем, что J ̸= K[xn]. Будем рассуждать от противного. Пусть 1 ∈ J . Тогда
существует такой многочлен f в I, что

f(a1, . . . , an−1, xn) = 1.

Представим f в виде f = f0 + f1xn + · · · + fkx
k
n, где fi ∈ K[x1, . . . , xn−1]. Очевидно,

что
f0(a1, . . . , an−1) = 1, f(a1, . . . , an−1) = · · · = f(a1, . . . , an−1) = 0.

С другой стороны,

g = g0 + g1xn + · · ·+ gd−1x
d−1
n + xd

n,

где gi ∈ K[x1, . . . , xn−1]. Рассмотрим результант R полиномов f и g относительно перемен-
ной xn. Известно, что R является линейной комбинацией полиномов f и g с коэффициен-
тами в K[x1, . . . , xn−1]. Поэтому R ∈ I. Так как R ∈ K[x1, . . . , xn−1], то R ∈ I ′. Но прямое
вычисление показывает, что R(a1, . . . , an−1) = 1. Это противоречит тому, что все многочле-
ны из I ′ обращаются в нуль в точке (a1, . . . , an−1). Таким образом, идеал J неединичный.
Значит, J = (h(xn)), где h – многочлен, не равный ненулевой константе. Пусть an – его
корень в K. Тогда f(a1, . . . , an−1, an) = 0 для всех f ∈ I. В частности, (a1, . . . , an−1, an) –
решение системы (1).

7. Еще одно доказательство слабой теоремы о нулях

Напомним определение точки поля. Пусть Ω – произвольное поле. Присоединив к Ω

символ ∞, в полученном множестве Ω∪∞ определим следующие действия (везде a ∈ Ω):

a±∞ = ∞, a · ∞ = ∞, если a ̸= 0;

∞ ·∞ = ∞,
1

∞
= 0,

1

0
= ∞.
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Выражения ∞±∞, 0 ·∞, 0/0, ∞/∞ не определены. Ω-значной точкой поля K называется
отображение φ : K → Ω ∪ {∞}; здесь φ(1) = 1 и равенства φ(a + b) = φ(a) + φ(b),
φ(ab) = φ(a)φ(b) выполняются при любых a, b ∈ K, при которых правые части этих
равенств определены. Фундаментальная, но просто доказываемая теорема о продолжении
утверждает следующее (см. например, [3]).

Теорема 4 (о продолжении гомоморфизмов). Пусть K – поле, содержащее кольцо R, и φ

– гомоморфизм кольца R в некоторое алгебраически замкнутое поле Ω, причем φ(1) = 1.
Тогда φ можно продолжить до Ω-значной точки поля K.

Определение 5. Пусть L/K – произвольное расширение полей. Пусть

x = (x1, . . . , xn), x
′ = (x′

1, . . . , x
′
n) ∈ Ln.

Будем говорить, что x′ является специализацией точки x над K, если всякий многочлен с
коэффициентами из K, обращающийся в нуль в точке x, обращается в нуль и в точке x′.

Пример 6. L = R, K = Q, x = (π, π2) ∈ R, x′ = (1, 1) ∈ R. Очевидно, x′ является
специализацией точки x над Q.

Следствие 7. Пусть K – алгебраически замкнутое поле, L = K(x1, . . . , xn) – расширение
поля K. Пусть x ∈ Ln. Тогда существует точка x′ ∈ K, являющаяся специализацией
точки x над K.

Доказательство. Выберем базис трансцендентности поля L над K. Его можно выбрать
из элементов x1, . . . , xn. Можно считать, что этот базис образуют первые r элементов
x1, . . . , xn. Тогда для каждого xi, где i > r, справедливо равенство вида

am(x1, . . . , xr)x
m
i + am−1(x1, . . . , xr)x

m−1
i + · · ·+ a0(x1, . . . , xr) = 0, (8)

где ai(x1, . . . , xr) ∈ K[x1, . . . , xr] и am(x1, . . . , xr) – ненулевой многочлен. Пусть x′
1, . . . , x

′
r ∈ K

такие, что am(x
′
1, . . . , x

′
r) ̸= 0. Рассмотрим гомоморфизм φ0 кольца многочленов K[x1, . . . , xr]

в K, переводящий каждый элемент xi в x′
i и оставляющий на месте все элементы поля

K. Используя теорему о продолжении гомоморфизмов, продолжим его до K-значной точ-
ки φ поля K(x1, . . . , xn). Для любого i значение φ(xi) отлично от ∞. Действительно, для
i ≤ r это ясно по построению гомоморфизма φ0. Если для некоторого i > r выполняется
равенство φ(xi) = ∞, то, разделив обе части равенства (8) на xm

i , мы получим

am(x1, . . . , xr) + am−1(x1, . . . , xr)
1

xi

+ · · ·+ a0(x1, . . . , xr)
1

xm
i

= 0. (9)

Теперь, применяя φ к обеим частям равенства (9), имеем

am(x
′
1, . . . , x

′
r) = 0.
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Получили противоречие. Пусть x′
i = φ(xi) для i > r. Тогда точка x′ = (x′

1, . . . , x
′
n) является

специализацией над K точки x.

Доказательство слабой теоремы о нулях. Мы уже говорили о том, что легко найти ре-
шение x = (x1, . . . , xn) системы (1) в некотором конечно порожденном расширении ис-
ходного алгебраически замкнутого поля K (см. раздел 3). Тогда точка x′, построенная в
доказанном следствии 7, будет решением системы (1) в поле K.
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