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О продолжении сингулярных линейных
бесконечномерных гамильтоновых потоков

В.А. Глазатов, В.Ж.Сакбаев

Аннотация. Исследуется явление ухода на бесконечность за конечное вре-
мя фазовых траекторий гамильтоновой системы, фазовым пространством ко-
торой является сепарабельное гильбертово пространство. Показано, что если
гамильтониан является плотно определенной квадратичной формой на фазо-
вом пространстве, не мажорируемой ни снизу, ни сверху квадратичной формой
гильбертовой нормы, то фазовые траектории допускают уход на бесконечность
за конечное время. Для описания фазового потока таких гамильтоновых си-
стем вводится расширенное фазовое пространство, которое представляет собой
локально выпуклое пространство, на которое допускают продолжения опреде-
ленные на исходном гильбертовом пространстве функция Гамильтона, траек-
тории гамильтоновой системы и симплектическая форма. Также исследуются
инвариантные относительно потока меры на расширенном пространстве. Ис-
следованы свойства купмановкого унитарного представления продолженного
фазового потока в гильбертовом пространстве функций, квадратично инте-
грируемых по инвариантной мере.
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Введение

В ряде задач математической физики возникают гамильтоновы системы, фазовым
пространством которых является бесконечномерное сепарабельное гильбертово простран-
ство, наделенное трансляционно инвариантной симплектической формой [1–3]. В некото-
рых ситуациях фазовые траектории бесконечномерной гамильтоновой системы допускают
уход на бесконечность за конечное время. В статье исследуется модельный пример явления
ухода на бесконечность, описывемый линейной системой уравнений Гамильтона.

В настоящей статье исследуются квадратичные функции Гамильтона на веществен-
ном сепарабельном гильбертовом пространстве, наделенном симплектической структурой
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и неотрицательной конечно-аддитивной мерой, инвариантной относительно группы сим-
плектоморфизмов [1,4,5]. Показано, что если квадратичная форма Гамильтониана не ма-
жорирована квадратичной формой гильбертовой нормы ни сверху, ни снизу, то траектории
таких гамильтоновых систем допускают уход на бесконечность в фазовом пространстве
за конечное время.

Для описания фазового потока гамильтоновых систем, траектории которых за ко-
нечное время уходят на бесконечность, вводится расширенное фазовое пространство. Рас-
ширение фазового пространства представляет собой локально выпуклое пространство, в
которое плотно вложено исходное гильбертово пространство. На расширенное фазовое
пространство допускают продолжения плотно определенная на исходном гильбертовом
пространнстве функция Гамильтона, траектории гамильтоновой системы, симплектиче-
ская форма и инвариантная мера. Представлен и новый класс инвариантных мер на рас-
ширенном фазовом пространстве. При этом расширенная функция Гамильтона плотно
определена на расширенном фазовом пространстве, расширенная симплектическая форма
не является ограниченной билинейной формой, но расширенный фазовый поток сохраняет
расширенную симплектическую форму и меру на расширенном фазовом пространстве.

Наличие инвариантной относительно гамильтонова потока меры на расширенном
фазовом пространстве позволяет получить купмановское унитарное представление пото-
ка в гильбертовом пространстве функций, квадратично интегрируемых по инвариант-
ной мере. Купмановская унитарная группа не является непрерывной в сильной оператор-
ной топологии. Анализ спектральных свойств операторов купмановской группы позволяет
найти инвариантные подпространства, сужение на которые унитарной группы обладает
свойством сильной непрерывности.

Важную роль в реализации предложенной программы исследований бесконечномер-
ных гамильтоновых систем играет мера на фазовом пространстве, инвариантная относи-
тельно группы гамильтоновых преобразований. Изучение мер на топологических вектор-
ных пространствах, инвариантных относительно групп преобразований, приводит соглас-
но теореме Вейля к анализу мер, не обладающих некоторыми из свойств меры Лебега.

Конечно-аддитивные меры, в том числе аналоги меры Лебега на бесконечномерных
локально выпуклых пространствах (ЛВП), имеют применения к изучению квантования
бесконечномерных гамильтоновых систем (в частности, вторичного квантования), зада-
чам статистической механики, теории квантовых изменений, изучению случайных уни-
тарных групп и динамики открытых квантовых систем [5–9]. Одним из важных свойств
меры Лебега на конечномерном евклидовом пространстве как на абелевой топологической
группе с операцией сложения элементов является не только ее инвариантность относитель-
но действия произвольного элемента группы (т. е. сдвига на произвольный вектор), но и
относительно сдвигов вдоль траекторий бездивергентных векторных полей, в частности,
относительно гамильтоновых преобразований.

Так как группа сдвигов на векторы пространства является подгруппой группы га-
мильтоновых потоков, порожденных линейными по координатам и импульсам функциями
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Гамильтона, то построение трансляционно инвариантных мер на ЛВП является важным
шагом в исследовании поставленной задачи [9–13]. В работах [4,5,14] исследованы продол-
жения меры из [13] на более широкое кольцо подмножеств, инвариантные относительно
потоков, порождаемых некоторыми гамильтоновыми полями. Такие продолжения будем
называть симплектическими мерами.

Исследуются класс квадратичных гамильтонианов (гиперболических осцилляторов)
на гильбертовом фазовом пространстве, для которых решения линейной системы уравне-
ний Гамильтона допускают явление неограниченного возрастания кинетической энергии
за конечное время. Показано, что динамика таких гамильтоновых систем допускает есте-
ственное продолжение с гильбертова фазового пространства на содержащее его локаль-
но выпуклое фазовое пространство. А именно, найдено продолжение симплектической
формы с гильбертова пространства на топологическое векторное простанство числовых
последовательностей такое, что фазовый поток допускает единстивенное покоординатное
продолжение в расширенное фазовое пространство. Инвариантные меры на расширенном
фазовом пространстве, необходимые для получения купмановского представления пото-
ка, построены как произведения конечно-аддитивных трансляционно инвариантных мер
на счетной совокупности конечномерных евклидовых пространств.

В настоящей работе, продолжающей начатые в [5,14] исследования явления blow-up в
линейных системах, предложена новая конструкция расширения фазового пространства и
продолжения фазовых траекторий. Введение инвариантных мер на расширенном фазовом
пространстве позволило описать купмановское представление фазового потока в терминах
спектральных свойств унитарных преобразований.

В разделе 1 приведено описание однородной симплектической структуры на сепара-
бельном гильбертовом пространстве.

В разделе 2 построена конечно-аддитивная мера на вещественном сеперабельном
гильбертовом пространстве, снабженном стандартной симплектической структурой, ин-
вариантная относительно гамильтоновых потоков, сохраняющих двумерные симплекти-
ческие подпространства.

В разделе 3 рассмотрены приложения инвариантной меры к гамильтоновым систе-
мам. Исследованы классы гамильтоновых систем, в том числе линейные и квадратичные.

В разделе 4 определена процедура расширения фазового пространства и процеду-
ра продолжения траекторий гамильтоновой системы, покидающих исходное фазовое про-
странство за конечное время, в расширенное пространство.

В разделе 5 получено купмановское представление гамильтонова потока в расши-
ренном фазовом пространстве посредством унитарной группы в пространстве функций,
квадратично интегрируемых по инвариантной относительно потока мере.
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1. Симплектическая структура

Симплектической структурой на вещественном сепарабельном гильбертовом про-
странстве E называется невырожденная замкнутая дифференциальная 2-форма на про-
странстве E. Если симплектическая структура на гильбертовом пространстве E инвари-
антна относительно сдвигов, то она задается невырожденной кососимметрической били-
нейной формой ω на пространстве E (при этом гильбертово пространство E отождеств-
ляется со своим сопряженным). Симплектическая структура ω на вещественном сепара-
бельном гильбертовом пространстве E называется естественной, если в пространстве E
существует такой ортонормированный базис {gk} ≡ G, что ω(g2k−1, gj) = δj,2k, k, j ∈ N, δj,i
– символ Кронеккера (см. [8, 9]).

Естественная симплектическая структура ω определяет разложение пространства E
в прямую сумму двух подпространств Q⊕P , базисами в которых являются соответственно
ортонормированные системы ej = g2j−1, j ∈ N, и fk = g2k, k ∈ N. Тогда

ω(ej, ei) = 0, ω(fi, fj) = 0 ∀ i, j ∈ N; ω(ej, fk) = δjk, j, k ∈ N (1)

(см. [8]). В этом случае базис {gi, i ∈ N} = {ej, fk; j, k ∈ N} называется симплектическим
базисом пространства E, соответствующим симплектической форме ω.

Ассоциированный с билинейной формой ω линейный оператор J является невырож-
денным кососимметрическим оператором, действие которого на векторы симплектическо-
го базиса задается равенствами

J(ej) = −fj, J(fk) = ek, j ∈ N, k ∈ N.

При этом Q и P называются пространством координат и пространством импульсов соот-
ветственно, и предполагается, что P является сопряженным к Q (см. [8, 9, 15]).

Гамильтоновой системой называется тройка (E,J, h), где (E,J) – гильбертово про-
странство с симплектической структурой, h : E2 → R – определенная и непрерывно диф-
ференцируемая по Гато на векторном подпространстве E2 пространства E функция, на-
зываемая функцией Гамильтона.

Плотно определенное векторное поле v : E2 → E называется гамильтоновым, ес-
ли существует такая функция Гамильтона h : E1 → R, E2 ⊂ E1 ⊂ E, что v(z) = JDh(z),
z ∈ E2. Здесь функция h дифференцируема на плотно вложенном в пространство E под-
пространстве E2 ⊂ E1, Dh – дифференциал функции h, J – линейный оператор, ассоции-
рованный с билинейной формой ω в гильбертовом пространстве E.

Однопараметрическая группа Φt, t ∈ R, непрерывно дифференцируемых преобразо-
ваний пространства E2 называется гладким гамильтоновым потоком в пространстве E2,
порожденным гамильтоновым векторным полем v : E2 → E, если выполняется равенство
d

dt
Φt(q, p) = v(Φt(q, p)), (q, p) ∈ E2. Если гамильтонов поток в пространстве E2 допускает

единственное продолжение по непрерывности с пространства E2 на пространство E, то та-
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кое продолжение потока называется обобщенным гамильтоновым потоком в пространстве
E, порожденным гамильтоновым векторным полем v (гамильтонианом h). Такое продол-
жение гладкого гамильтонова потока до обобщенного существует, если гладкий поток не
увеличивает норму векторов пространства E.

2. Меры, инвариантные относительно симплектоморфизмов

Поставим задачу описать инвариантные относительно некоторой группы гамильто-
новых преобразований меры на вещественном сепарабельном гильбертовом пространстве
E, снабженном трансляционно инвариантной симплектической формой ω. Пусть E = Q⊕P
и E = F

⋃
G – симплектический базис формы ω (см. (1)).

Определение 1. Множество Π ⊂ E называется абсолютно измеримым симплектическим
брусом в пространствеE, если найдется такой симплектический базис {fj, gk, j ∈ N, k ∈ N},
что

Π = {z ∈ E : ((z, fi), (z, gi)) ∈ Bi, i ∈ N}, (2)

где Bi – измеримые по Лебегу множества плоскости R2, удовлетворяющие условию

∞∑
j=1

max{ln(λ2(Bj)), 0} < +∞;

здесь λn – мера Лебега в Rn, n ∈ N.

Фиксируем некоторый симплектический базис E = F
⋃
G. Пусть KF ,G(E) ≡ KE(E)

– множество абсолютно измеримых симплектических брусов, имеющих форму (2) в вы-
бранном базисе F

⋃
G.

Пусть λF ,G : KF ,G(E) → [0,+∞) – функция множества, определенная равенством

λF ,G(Π) =
∞∏
j=1

λ2(Bj) = exp

(
∞∑
j=1

ln(λ2(Bj))

)

при условии Π ̸= ∅; и λF ,G(Π) = 0 в случае Π = ∅. Легко заметить, что еслиA,B ∈ KF ,G(E)

в некотором ОНБ F
⋃

G, то A
⋂
B ∈ KF ,F(G). Кроме того, класс множеств KF ,G(E) и

функция множества λF ,G : KF ,G(E) → [0,+∞) инвариантны относительно сдвига на любой
вектор пространства E. Множество Π ∈ KF ,G(E) вида (2) обозначаются символом ×∞

j=1Bj.
Пусть rF ,G – кольцо, порожденное системой множеств KF ,G.

Лемма 2 ([14]). Класс Λ множеств вида A = Π\(
n⋃

i=1

Πi), где n ∈ N0, Π,Π1, ...,Πn ∈ KE,F ,
является полукольцом.

Теорема 3 ([14]). Функция множества λ : KF ,G(E) → [0,+∞) является аддитивной.
Аддитивная функция множества λ : KE,F(E) → [0,+∞) допускает единственное адди-
тивное продолжение на кольцо rF ,G, порожденное полукольцом Λ.
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Пополнение конечно-аддитивной меры λ : rF ,G → [0,+∞) является полной мерой
λE,F : RE,F → [0,+∞). Кольцо r определяет кольцо RE,F следующим образом. Внутренняя
λ и внешняя λ меры произвольных множеств определяются мерой λ : rF ,G → [0,+∞) на
семействе всех подмножеств пространства E. Тогда RE,F = {A ⊂ E : λ(A) = λ(A) ∈ R}.

Теорема 4 ([14]). Мера λF ,G : RF ,G → [0,+∞) инвариантна относительно любого сим-
плектоморфизма Φ : E → E такого, что при каждом k ∈ N отображение PEk

Φ : E → Ek

не зависит от значения проекции PE⊥
k
x и отображение PEk

Φ : Ek → Ek непрерывно
дифференцируемо на пространстве Ek.

Теорема 5. При каждом p ∈ [1,+∞] пространство Lp(E,RE,F , λE,F ,C), определяемое как
пополнение в Lp-норме пространства S(E,RE,F , λE,F ,C) классов эквивалентности про-
стых функций, является несепарабельным банаховым пространством. При этом
L∗
p(E,RE,F , λE,F ,C) = Lq(E,RE,F , λE,F ,C) для p ∈ [1,+∞), где q =

p

p− 1
.

Доказательство. Пусть p ∈ [1,+∞]. Определим пространство Lp(E,RE,F , λE,F ,C) следу-
ющим образом (см. [16]). По кольцу RE,F зададим линейное пространство простых функ-
ций как линейное пространство над полем C линейных комбинаций индикаторных функ-
ций дизъюнктных множеств из кольца

S(E,RE,F ,C) =

{
m∑
k=1

αkχBk
, m ∈ N, αk ∈ C, Bk ∈ RE,F ,

∀ k = 1, ...,m, Bj

⋂
Bk = ∅, если j ̸= k

}
.

Определим на пространстве простых функций S(E,RE,λE,F ,F ,C) функционал

np(f) =

∫
E

|f |pdλE,F

 1
p

, p ∈ [1,+∞); n∞(f) = lim
p→+∞

∫
E

|f |pdλE,F

 1
p

, (3)

где ∫
E

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

αkχBk

∣∣∣∣∣
p

dλE,F =
m∑
k=1

|αk|pλE,F(Bk)

для каждой простой функции вида

f =
m∑
k=1

αkχBk
.

Функционал np : S(E,RE,F ,C) → R, как несложно проверить, является полунормой на
пространстве S(E,RE,F ,C).

С помощью неотрицательной конечно-аддитивной меры λE,F введем на пространстве
S(E,RE,F ,C) отношение эквивалентности f ∼ g ⇔ λE,F({x ∈ E : f(x) ̸= g(x)}) = 0.
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Тогда множество S0(E,RE,λE,F ,F ,C) = {f ∈ S(E,RE,F ,C) : f ∼ 0} является подпростран-
ством в линейном пространстве простых функций. Рассмотрим пространство классов эк-
вивалентности простых функций

S(E,RE,F , λE,F ,C) = S(E,RE,F ,C)/S0(E,RE,F , λE,F ,C).

Если f, g ∈ S(E,RE,F ,C) и f ∼ g, то np(f) = np(g). Поэтому функционал

np : S(E,RE,F , λE,F ,C) → R,

сопоставляющий каждому элементу f ∈ S(E,RE,F , λE,F ,C) значение функционала (3) на
одном из представителей класса эквивалентности f , корректно определен и является нор-
мой на пространстве S(E,RE,F , λE,F ,C). Пополнение Lp(E,RE,F , λE,F ,C) линейного нор-
мированного пространства (S(E,RE,F , λE,F ,C), np) является банаховым пространством, в
котором всюду плотно пространство классов эквивалентности простых функций.

При каждом p ∈ [1,+∞] пространство Lp(E,RE,F , λE,F ,C) содержит континуаль-
ную систему элементов (это индикаторные функции множеств Πσ вида (2), в которых
Bi = [σ(i), σ(i) + 1) × [0, 1), где σ : N → {−1, 0}), расстояние по Lp-норме между кото-
рыми не меньше единицы, что обеспечивает несепарабельность банахова пространства
Lp(E,RE,F , λE,F ,C).

Пусть p ∈ [1,+∞) и q =
p

p− 1
, f ∈ S(E,RE,F , λE,F ,C). Тогда

np(f) = sup


∣∣∣∣∣∣
∫
E

f(x)g(x)dλE,F(x)

∣∣∣∣∣∣ : g ∈ S(E,RE,F , λE,F ,C), nq(g) ≤ 1

 .

Так как пространство классов эквивалентности простых функций плотно в пространствах
Lp и Lq, то L∗

p = Lq и для каждой функции f ∈ Lp(E,RE,F , λE,F ,C) справедливо равенство

np(f) = sup


∣∣∣∣∣∣
∫
E

f(x)g(x)dλE,F(x)

∣∣∣∣∣∣ : g ∈ Lq(E,RE,F , λE,F ,C), nq(g) ≤ 1

.

Замечание. При p = 2 мера λE,F : RE,F → [0,+∞) определяет гильбертово про-
странство H = L2(E,RE,F , λE,F ,C) как пополнение в евклидовой норме n2 пространства
S(E,RE,F , λE,F ,C) классов эквивалентности простых функций.

3. Инвариантность симплектической меры относительно гамильто-
новых потоков

Пусть h : E → R – невырожденная квадратичная функция Гамильтона на евклидо-
вом пространстве E. Симметричная квадратичная функция на E, порожденная квадра-
тичной формой h, обладает каноническим базисом E = F

⋃
G, в котором квадратичная
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форма имеет диагональный вид. Предположим также, что базис E является каноническим
базисом для симплектической формы J на пространстве E.

Поток Φt, t ∈ R, задаваемый квадратичным гамильтонианом h, определяет однопа-
раметрическую группу

UΦtu(x) = u(Φ−t(x)), x ∈ E, u ∈ S(E,RE ,C), t ∈ R,

линейных изометрий пространства простых функций S(E,RE ,C) на себя. Заданная на
плотном в пространстве HE линейном подпространстве S(E,RE ,C) группа изометрий UΦt ,

t ∈ R, единственным образом продолжается по непрерывности до унитарной группы в
пространстве HE , действующей по правилу

UΦtu(x) = u(Φ−t(x)), t ∈ R, u ∈ HF ,G, x ∈ E,

и называемой купмановским представлением гамильтонова потока Φ.
Приведем примеры гамильтоновых потоков, сохраняющих меру λF ,G.

Пример 6. Счетный набор невзаимодействующих двухмерных гамильтоновых систем
представлен функцией Гамильтона

H̃(p, q) =
∑
k∈N

ϕk(pk, qk), (p, q) ∈ E. (4)

Здесь {ϕk} – последовательность функций ϕk : Ek → R, которые являются непрерывно
дифференцируемыми при каждом k ∈ N и удовлетворяют условию

∞∑
k=1

Mk <∞,

гдe Mk = sup
(p,q)∈R2

(
|ϕk(p, q)|2 +

∣∣∣∣ ∂∂pkϕk(p, q)

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ ∂∂qkϕk(p, q)

∣∣∣∣2
) 1

2

.

При сделанных предположениях функция Гамильтона (4) является непрерывано
дифференцируемой по Фреше функцией на пространстве E. Следовательно, функция Га-
мильтона (4) порождает гамильтонов поток ΦH̃ в пространстве E. Согласно теореме 4
поток ΦH̃ сохраняет меру λF ,G.

Пример 7. Если функция Гамильтона H̃ является непрперывным линейным функциона-
лом на пространстве E, т. e. H̃(z) = (h,Jz)E при некотором h ∈ E, то

ΦH̃(t)z = z + th, z ∈ E, t ∈ R.

Пример 8. Гармоническим осциллятор. Пусть H – линейный самосопряженный оператор
в пространстве H, обладающий дискретным спектром {ak}, и ортонормированный базис
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(ОНБ) из собственных векторов {hk} = H. Пусть R : H → E – овеществление простран-
ства H. Тогда

H =
∑
k∈N

ak(p
2
k + q2k) =

∑
k∈N

ak|zk|2, (q, p) ∈ E1 =

{
(q, p) ∈ E :

∞∑
k=1

|ak|
(
p2k + q2k

)
< +∞

}
,

где z = p ⊕ q ∈ E и z = Ru. Функция Гамильтона H порождает гамильтонов поток Φ в
симплектическом пространстве E = R(H). Согласно теореме 4 поток Φ сохраняет меру
λF ,G. Поток Φ задается равенством

Φt(q, p) = (cos(At)q − sin(At)p, sin(At)q + cos(At)p),

где t ∈ R, (q, p) ∈ E, A – самосопряженный оператор в пространстве E такой, что

Afj = ajfj, Agj = ajgj, j ∈ N. (5)

В координатах действие-угол

qk = ρk cosϕk, pk = ρk sinϕk, k ∈ N, (ρk, ϕk) ∈ (0,+∞)× R|mod2π,

гамильтонов поток Φ задается однопараметрическим семейством отображений

Φ̂t(ρ, ϕ) = (ρ, ϕ+ at),

где t ∈ R, (ρ, ϕ) ∈ ℓ+2 × (R|mod 2π)
N и a = {ak} ∈ RN.

Пример 9. Гиперболический осциллятор – гамильтонова система, функция Гамильтона
плотно определена на фазовом пространстве (E,ω) равенством

H̃ =
1

2

∑
k∈N

ak(p
2
k − q2k), (q, p) ∈ E1 =

{
(q, p) ∈ E :

∞∑
k=1

|ak|(p2k + q2k) < +∞

}
. (6)

Здесь a ≡ {ak} ∈ RN .

Пусть z0 = (p0, q0) ∈ E – начальная точка фазовой траектории

Ψt(z0) = z(t, z0), t ∈ (T∗, T
∗). (7)

Тогда траектория имеет вид z(t, z0) = (q(t, z0), p(t, z0)), t ∈ (T∗, T
∗), где

pk(t, z0) = p0,kch(akt) + q0,ksh(akt), k ∈ N,

qk(t, z0) = q0,kch(akt) + p0,ksh(akt). (8)
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Лемма 10 ([14]). Интервал (T∗, T
∗) существования в пространстве E траектории (7)

является вещественной прямой R тогда и только тогда, когда a ∈ ℓ∞.
Если a ∈ ℓ∞, то фазовый поток гамильтоновой системы (6) в симплектическом

пространстве (E,ω) сохраняет меру λF ,G и задается равенством

Ψt(q, p) = (ch(At)q + sh(At)p, sh(At)q + ch(At)p), t ∈ R, (9)

где самосопряженный оператор A в пространстве E задан равенствами (5).

Утверждение леммы 10 является следствием равенств (8) и теоремы 4. Возникнове-
ние сингулярности (ухода на бесконечность) за конечное время у траектории потока (7)
описано в работе [14].

В отличие от случая гиперболического осцилятора с ограниченным множеством ча-
стот и в отличие от случая гармонического осциллятора плотно определенное на про-
странстве E гамильтоново векторное поле не позволяет определить группу гамильтоновых
преобразований пространства E и пространства

E2 =

{
(q, p) ∈ E :

∞∑
k=1

|ak|2
(
p2k + q2k

)
< +∞

}
.

Напомним, что явление градиентного взрыва решения эволюционного нелинейного
уравнения с частными производными состоит в существовании решения эволюционно-
го уравнения на ограниченном временном промежутке, градиент которого неограничен
в норме банахова пространства значений решения. Градиентный взрыв наблюдается при
изучении решений уравнений газодинамики (уравнений Хопфа) и явления самофокусиров-
ки для решений нелинейного уравнения Шредингера [1,3]. Мы приводим пример системы
гиперболических осцилляторов как линейной гамильтоновой системы, решения которой
допускают явление градиентного взрыва.

Гамильтонову систему гиперболических осцилляторов на фазовом пространстве
(E,ωJ) можно рассмотреть в терминах квантовой системы на комплексификации H про-
странства E, описываемой волновой функцией u = q+ ip. При таком подходе функционал
энергии выражается через волновую функцию равенством

h(q, p) =− 1

4

∞∑
k=1

[(∆uk +∆ūk)(uk + ūk) + (∆uk −∆ūk)(uk − ūk)] = −Re(
√
∆u,

√
∆ū)H .

Здесь ∆ – самосопряженный оператор в пространстве H с простым дискретным неот-
рицательным спектром σ(∆) = {ωk}, а

√
∆ – неотрицательный квадратный корень из

оператора ∆.
Пусть {ψk} – ортонормированный базис из собственных векторов оператора ∆. Про-
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извольный вектор u ∈ H допускает разложение

u =
∞∑
k=1

(qk + ipk)ψk = q + ip.

Тогда уравнения Гамильтона, порождаемые функцией Гамильтона (6), обретают вид урав-
нения

i
d

dt
u(t) = ∆ū(t), t ∈ R,

которое является гамильтоновым, но не является уравнением Шредингера, поскольку, во-
первых, не линейно над полем комплексных чисел, и, во-вторых, не консервативно.

Наблюдаемый неограниченный рост кинетической энергии гамильтоновой системы
за конечное время представляет собой явление градиентного взрыва (см. [1, 3]). Фазо-
вые траектории гамильтоновой системы (6) покидают фазовое пространство за конечное
время. Для рассматриваемой гамильтоновой системы (6) найдено естественное симплек-
тическое расширение в локально выпуклое пространство, содержащее пространство E.

4. Расширение фазового пространства и продолжение динамики

Расширим пространство E = Q ⊕ P ∼ ℓ2 ⊕ ℓ2 до локально выпуклого пространства
последовательностей E = RN⊕RN ⊃ E. ЛВП E снабжено тихоновской топологией, потому
вложение E ⊂ E является плотным и непрерывным. Продолжим с пространства E на
пространство E симплектическую форму ω и поток Ψ.

4.1. Продолжение симплектической формы. Если E – ЛВП, в которое непре-
рывно и плотно вложено гильбертово пространство E, то можно поставить вопрос о про-
должении гамильтонова потока с пространства E на ЛВП E.

Пусть E = Q⊕P , (E ,F) – ОНБ в гильбертовом пространстве E, в котором симплек-
тическая форма ωJ имеет канонический вид:

ωJ((q̂, p̂), (q̃, p̃)) =
∞∑
k=1

(q̂kp̃k − q̃kp̂k).

В качестве ЛВП E рассмотрим пространство RN⊕RN числовых последовательностей,
наделенное метризуемой топологией поточечной (покоординатной) сходимости. Тогда вло-
жение гильбертова пространства E в ЛВП E непрерывно и плотно.

Функцию ΩJ : E×E ⊃ D(ΩJ) → R назовем псевдосимплектической формой на про-
странстве E, если для каждого z ∈ E множество D(z) = {y ∈ E : (z, y) ∈ D(ΩJ)} является
линейным пространством, а отображение ΩJ(z, ·) : D(z) → R – линейным функционалом
на пространстве D(z) и выполняются условия:

1) если y ∈ D(z), то z ∈ D(y) и ΩJ(y, z) = −ΩJ(z, y);
2) если ΩJ(z, y) = 0 ∀ y ∈ D(z), то z = 0;
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3) если z ∈ E, то D(z) ⊃ E и ΩJ(z, y) = ωJ(z, y) ∀ y ∈ E.
Пару (E,Ω), где E – содержащее E линейное пространство и Ω – псевдосимплекти-

ческая форма, назовем псевдосимплектическим пространством.

Лемма 11. Симплектическая форма ωJ на пространстве E имеет продолжение до псев-
досимплектической формы ΩJ на пространстве E.

Доказательство. Для каждого z = (q, p) ∈ E положим

DJ(z) = {(q′, p′) ∈ E : {qkp′k − q′kpk} ∈ ℓ1} .

Тогда DJ(z) является линейным подпространством в ЛВП E.
Если определить ΩJ(z, ·) : DJ(z) → R равенством

ΩJ(z, z
′) =

∞∑
k=1

qkp
′
k − q′kpk, (10)

то отображение ΩJ, заданное на множестве D(ΩJ) =

{⋃
z∈E

(z,D(z))

}
равенством (10), удо-

влетворяет 1)–3) и является псевдосимплектической формой на пространстве E. Следова-
тельно, псевдосимплектическое пространство (E,ΩJ) является расширением симплекти-
ческого пространства (E,ωJ).

4.2. Продолжение потока Ψ на пространство E. Пусть {aj} ∈ RN – последо-
вательность параметров функции Гамильтона (6). Тогда формула (9) определяет поток Ψ

в псевдосимплектическом пространстве (E,ΩJ):

Ψt(p, q) = (ch(At)p+ sh(At)q, ch(At)q + sh(At)p), t ∈ R. (11)

Однопараметрическое семейство преобразований (11) является продолжением пото-
ка Ψ из пространства E в пространство E через моменты времени T∗ и T ∗.

Легко видеть, что продолженный поток Ψ в пространстве E сохраняет псевдосим-
плектическую форму ΩJ.

Повторив рассуждения раздела 2, несложно показать, что мера λF ,G на простран-
стве E может быть преобразована в меру λF ,G на пространстве E как счетное произведение
мер Лебега на двумерных подпространствах Ek, k ∈ N, пространства E. Такая мера ин-
вариантна относительно продолженного потока Ψ, сохраняющего класс симплектических
брусов пространства E и значения меры на таких симплектических брусах.

Теорема 12 ([14]). Пусть E = F
⋃
G – ОНБ гильбертова пространства E, в котором

симплектическая форма ω имеет канонический вид (1). Пусть E = RN ⊕ RN и пусть
(E,ΩJ) – псевдосимплектическое расширение симплектического пространства (E,ωJ).
Пусть E0 – подпространство пространства E, векторы которого являются линейными
комбинациями векторов из подпространств Ek = span(ek, fk), k ∈ N.
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Пусть квадратичная функция h определена на плотном в локально выпуклом про-

странстве E подпространстве E0 равенством h =
∞∑
k=1

hk, где hk – симметричная квадра-

тичная форма на двумерном подпространстве Ek. Тогда гамильтоново векторное поле
v = J∇h : E0 → E плотно определено на подпространстве E0. Векторное поле v задает
в пространстве E0 гладкий гамильтонов поток Φt, t ∈ R, допускающий единственное
продолжение по непрерывности до гамильтонова потока Φ на пространстве E. При
этом симплектическая мера λF ,G инвариантна относительно гамильтонова потока
Φt, t ∈ R, на пространстве E.

Следствие 13. Однопараметрическое семейство UΦ(t), t ∈ R, линейных операторов в
пространстве HE,F , действующих по правилу

UΦ(t)u(x) = u(Φ(t)x), t ∈ R, u ∈ HE,F , x ∈ E,

является купмановским унитарным представлением гамильтонова потока Φ в про-
странстве HE,F .

Для описания подпространств сильной непрерывности купмановского унитарного
представления потока Ψ используем не меру λF,G, а иную инвариантную меру. Чтобы
задать новую инвариантную меру заметим, что фазовый поток Ψ представляет собой опе-
ратор сдвига в координатах действие-угол (r, ϕ) ∈ (R×R)N, связанных с исходными коор-
динатами (q, p) ∈ E с помощью замены G : (R× R)N → (R× R)N, задаваемой равенством
(q, p) = G(ρ, ϕ) : q = ρ chϕ, p = ρ shϕ, т. е.

(qk, pk) = Gk(rk, ϕk) : qk = rkchϕk, pk = rkshϕk, k ∈ N. (12)

Согласно (11) в кооринатах действие-угол фазовый поток Ψ задается отображением

Ψ̂t(r, ϕ) = (r, ϕ+ at), t ∈ R. (13)

4.3. Мера на пространстве E, инвариантная относительно потока. По-
скольку мы исследуем инвариантные относительно сдвига конечно-аддитивные меры на
бесконечномерном ЛВП вещественнозначных последовательностей, такие меры будут вво-
диться как бесконечные произведения трансляционно инвариантных конечно-аддитивных
мер на вещественной прямой. На вещественной прямой R существует единственная с точ-
ностью до скалярного множителя неотрицательная трансляционно инвариантная счетно-
аддитивная мера (мера Лебега). Но помимо меры Лебега на вещественной прямой свой-
ством трансляционной инвариантности обладают конечно-аддитивные меры, порождае-
мые банаховыми пределами [17,18].

С помощью банаховых пределов определим на вещественной прямой R неотрица-
лельные нормированные конечно-аддитивные меры, инвариантные относительно сдвига,
называемые банаховыми мерами.
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Пусть β – банахов предел, заданный на пространстве L∞(R), т. e. β ∈ L∗
∞(R) и этот

функционал неотрицателен, нормирован условием β(1) = 1 и инвариантен относительно
сдвига, т. е. β(ϕ) = β(Shϕ) ∀ϕ ∈ L∞(R), ∀h ∈ R, где Shϕ(x) = ϕ(x+ h), x ∈ R.

Если β – банахов предел, заданный на пространстве L∞(R), то на σ-алгебре L(R)
измеримых по Лебегу множеств числовой прямой равенством

νβ(A) = β(χA), A ∈ L(R), (14)

определена инвариантная относительно сдвига неотрицательная нормированная конечно-
аддитивная борелевская (область определения которой содержит борелевскую σ-алгебру)
мера νβ.

Определение 14. Множество Π ⊂ E называется абсолютно измеримым гиперболическим
брусом в пространстве E, если

Π = {(q, p) ∈ E : (qi, pi) = (ri chϕi, ri shϕi), (ri, ϕi) ∈ Ai ×Bi, i ∈ N} , (15)

где Ai × Bi ⊂ R × R, Ai, Bi – измеримые по Лебегу множества вещественной прямой,
удовлетворяющие следующему условию:

∞∑
j=1

ln+(ν2,β(Aj ×Bj)) < +∞,

в котором ν2,β(Aj ×Bj) = νβ(Bj)

∫
Aj

|r|dr.

Замечание. Поскольку при каждом k ∈ N якобиан k-й замены (12) равен |rk|, то

мера Лебега множества Aj ×Bj равна λ2(Aj ×Bj) = λ1(Bj)

∫
Aj

|r|dr. В определении 14 мы

заменяем для изменения угловой переменной меру Лебега λ1 на меру Банаха νβ.
Пусть Kβ(E) – множество всех измеримых гиперболических брусов. Пусть функция

λβ : Kβ(E) → [0,+∞) определена равенством

λβ(Π) =
∞∏
j=1

ν2,β(Aj ×Bj), Π ∈ Kβ(E). (16)

Лемма 15. Функция множества λβ : Kβ(E) → [0,+∞) является аддитивной и инвари-
антной относительно потока (11).

Доказательство. Аддитивность функции λβ : Kβ(E) → [0,+∞) установлена в [4, след-
ствие 1]. Ее инвариантность относительно потока гиперболического осциллятора следует
из равенства (13).

Пусть rβ – кольцо, порожденное семейством множеств Kβ(E).
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Теорема 16. Аддитивная функция множества λβ : Kβ(E) → [0,+∞) допускает един-
ственное аддитивное продолжение на кольцо rβ. Пополнение меры λβ : rβ → [0,+∞) яв-
ляется полной мерой λβ : Rβ → [0,+∞), которая инвариантна относительно гамиль-
тонова потока системы гиперболических осцилляторов (11).

Доказательство. Сначала покажем существование и единственность аддитивного про-
должения аддитивной функции λβ : Kβ(E) → [0,+∞) с класса Kβ(E) измеримых брусов
на порожденное им кольцо rβ. Схема доказательства близка к построениям в работе [14].
Прежде всего заметим, что пересечение двух множеств из класса Kβ(E) снова принадле-
жит этому классу. Отсюда следует, что совокупность Λ пористых измеримых гиперболи-
ческих брусов, представляющих собой разность бруса из Kβ(E) и конечного обьединения
таких брусов, является полукольцом. Тогда кольцо rβ, порожденное семейством множеств
из класса Kβ(E), порождается полукольцом Λ и каждый элемент кольца rβ представим
как конечное объединение дизъюнктных множеств из полукольца Λ.

Обозначим через Λj, j = 1, 2, . . ., совокупность множеств, представимых в виде раз-
ности бруса из класса Kβ(E) и объединения из j брусов того же класса (возможно, имею-
щих непустые пересечения). Через Vj обозначим множества, представимые как объедине-
ние j брусов из класса Kβ(E). Тогда можно, применяя метод индукции, распространить
по условию аддитивности функцию множества λβ : V1 → [0,+∞) сначала на Λ1, затем
с Λ1 на V2, затем с V2 на Λ2, и т. д. Как показано в [14, теорема 3.6], такое продолжение
не зависит от выбора представления множества в виде пористого бруса или конечного
объединения брусов. Тем самым, функция множества λβ : V1 → [0,+∞) допускает един-
ственное аддитивное продолжение λ на полукольцо Λ. Аддитивная функция λ : Λ → R
по построению неотрицательна и, как известно, допускает единственное аддитивное про-
должение до неотрицательной конечно-аддитивной меры λβ : rβ → [0,+∞).

Мера λβ : rβ → [0,+∞) задает внешнюю и внутреннюю меры на совокупности всех
подмножеств пространства E по формулам

λβ(A) = inf
B∈rβ , B⊃A

λβ(B), λβ(A) = sup
B∈rβ , B⊂A

λβ(B), A ⊂ E,

соответственно. Тогда множество

Rβ = {A ⊂ E : λβ(A) = λβ(A) < +∞}

является кольцом. Кольцо Rβ называется пополнением кольца rβ по мере λβ. Продолжение
меры λβ : rβ → [0,+∞) на кольцо Rβ по формуле λβ(A) = λβ(A) = λβ(A), A ∈ Rβ,
назывется пополнением меры λβ.

Свойство инвариантности меры λβ : rβ → [0,+∞) относительно потока (11) следу-
ет из определения функции множества (16) в силу представления потока в виде (13).
Во-первых, кольцо rβ инвариантно относительно потока (13). Во-вторых, пополнение ме-
ры λβ : rβ → [0,+∞) наследует свойство инвариантности, поскольку сохраняющий меру
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λβ : rβ → [0,+∞) поток (13) сохраняет также и аппроксимацию образа произвольного
множества изнутри и снаружи множествами из кольца rβ.

Пусть Hβ = L2(E,Rβ, λβ,C) – гильбертово пространство, определенное по мере λβ
по схеме, изложенной в доказательстве теоремы 5. Исследуем унитарное представление
гамильтонова потока (9) в пространстве Hβ.

5. Купмановская группа гиперболического осциллятора

Лемма 17 ([5]). Пусть {ak} ∈ ℓ∞. Тогда равенство (9) определяет поток Ψ в фазовом
пространстве E. Купмановское представление UΨ в пространстве HF ,G потока Ψ ги-
перболических осцилляторов является унитарной группой. Группа UΨ является сильно
непрерывной, если и только если последовательность {ak} финитна.

Пусть {ak} ∈ RN. Тогда гамильтонов поток в расширенном фазовом пространстве E
определяется равенством (11).

Введем координаты действие-угол, связанные с исходными фазовыми координатами
пространства E с помощью отображения

G : RN × RN → E : q = r chϕ, p = r shϕ, r ∈ RN, ϕ ∈ RN,

т. е. qk = rk chϕk, pk = rk shϕk ∀ k ∈ N.
Пусть λ2,β = ν2,β ◦G−1

k – образ меры ν2,β при отображении Gk : R× R → Ek из (12).
Тогда, если {uk} : N → L2(Ek, λ2,β,C),∫

Ek

|uk(qk, pk)|2dλ2,β(qk, pk) =
∫

R×R

|ũk(ρk, ϕk)|2dν2,β(ρk, ϕk) ∀ k ∈ N, (17)

гдe ũk(ρk, ϕk) = uk(Gk(ρk, ϕk)), (ρk, ϕk) ∈ R× R.
При каждом k ∈ N отображение G биективно отображает множество (R\{0})×R на

себя, но вырождается на дополнении {0} × R этого множества.
Отображение G биективно отображает множество (R\{0})N×RN на себя, но вырож-

дается на дополнении Σ этого множества. При этом проекция Σj множества вырожде-
ния Σ на двумерное симплектическое подпространство Ej = span(fj, gj) является прямой
Σj = {(0, pj), pj ∈ R}. Следовательно, для каждого гиперболического бруса (15) множе-
ство Π\Σ представляет собой гиперболический брус Π′ вида (15) с A′

j = Aj\Σj вместо
Aj. Поэтому значение меры λβ на пересечение любого множества A ∈ Rβ с множеством
Σ определено и равно нулю, что позволит индуцировать меру λβ ◦G на кольце G−1(Rβ)

посредством равенства

(λβ ◦G)(A) = λβ(G(A)) ∀A : G(A) ∈ Rβ.
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Тогда мера λβ ◦G : G−1(Rρ) → R+ неотрицательна и конечно-аддитивна. Поток га-
мильтоновой системы (6) в координатах действие-угол задается равенством (13), поэтому
кольцо G−1(Rβ) и мера λβ ◦W инвариантны относительно этого потока. Определим гиль-
бертово пространство H̃β = L2((R× R)N,G−1(Rβ), λβ ◦G,C).

Согласно равенству (17) отображение

WG : û→ u : u(G(ρ, ϕ)) = û(ρ, ϕ), (ρ, ϕ) ∈ RN × RN, û ∈ H̃β,

является унитарным изоморфизмом гильбертовых пространств WG : H̃β → Hβ.
Купмановское представление гамильтонова потока (13) в пространстве H̃β имеет вид

UΨ̂t
û(r, ϕ) = û(Ψ̂t(r, ϕ)), û ∈ H̃β, t ∈ R.

В множестве банаховых пределов на пространстве L∞(R) выделим класс чезаровских
банаховых пределов, представимых в виде предела по ультрафильтру от усреднения по
Чезаро [18], т. е.

β(f) = lim
𭟋

 1

2x

x∫
−x

f(t)dt

 , f ∈ L∞(R), (18)

где 𭟋 – некоторый ультрафильтр, сосредоточенный на бесконечности, и lim
𭟋

– предел по
ультрафильтру 𭟋.

Тогда, если банахов предел β задается равенством (18), для каждой функции f ∈ L∞(R)
в силу определения (14) меры νβ справедливо равенство

β(f) = lim
𭟋

 1

2x

x∫
−x

f(t)dt

 =

∫
R

f(t)dνβ(t). (19)

Лемма 18. Купмановское представление UΨ̂ в пространстве H̃β потока (13) гипербо-
лического осциллятора является унитарной группой. Пусть, кроме того, банахов предел
β является чезаровским. Тогда унитарная группа UΨ̂непрерывна в сильной операторной
топологии, если и только если последовательность частот {ak} в (6) тривиальна.

Доказательство. Унитарность группы следует из инвариантности меры λβ относительно
потока (13). Если допустить, что λk ̸= 0, то группа ÛΨ не удовлетворяет условию сильной
непрерывности. Это следует из существования такого вектора û ∈ H̃β, что векторнознач-
ная функция ÛΨ(t)u, t ∈ R, не является непрерывной в нуле. В качестве вектора û ∈ H̃β

выберем функцию

û(ρ, ϕ) =

(
∞∏
j=1

χ[a,b](rj)

)
eiϕ

2
k , ϕ ∈ RN, ρ ∈ RN,
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где a, b ∈ R таковы, что
b∫

a

|r|dr = 1. Тогда векторнозначная функция ÛΨ(t)u, t ∈ R,

вещественного аргумента не является непрерывной, поскольку числовая функция
g(t) = (ÛΨ(t)u, u)H̃β

, t ∈ R, имеет устранимый разрыв при t = 0.
Действительно, g(0) = ∥û∥2H̃β

= 1. В то время как для каждого t ̸= 0 в силу опреде-
ления меры λβ ◦G справедливо равенство

g(t) = (ÛΨ(t)u, u)H̃β
=

∫
RN×RN

û(r, ϕ+ at)û(r, ϕ)d(λβ ◦G).

В силу равенства (16), определяющего меру λβ, получаем

g(t) =

∫
R

ei(ϕk+akt)
2

e−iϕ2
kdνβ(ϕk).

Поскольку банахов предел β является чезаровским, в силу (19) имеем, что для всех t ̸= 0

выполняется равенство g(t) = eia
2
kt

2

lim
𭟋

 1

2x

x∫
−x

e2itaxϕk

 dνβϕk = 0, подтверждающее раз-

рыв в нуле функции g.

Хотя унитарная группа UΨ̂ в пространстве H̃β разрывна, мы сможем определить
ее инвариантные подпространства сильной непрерывности, найдя собственные значения
и собственные векторы операторов этой полугруппы. Для этого введем следующее про-
странство.

Пусть Krad
β (E) ⊂ Kβ(E) – множество абсолютно измеримых гиперболических брусов,

являющихся радиально симметричными в том смысле, что в представлении (15) Bj = R
при всех j ∈ N. Пусть rradβ – кольцо, порожденное набором множеств Krad

β (E), и Rrad
β –

пополнение кольца rradβ по мере λβ. Пусть Hrad
β = L2(E,Rrad

β , λβ,C) и H̃rad
β = WG

−1(Hrad
β ).

Функция u(ϕk) = eimϕk ∈ L2(R,L(R), νβ,C) является собственной функцией опе-

ратора Lku =
∂u

∂ϕk

, соответствующего собственному значению im при каждом m ∈ R.

Поскольку фазовый поток Ψ̂ имеет форму (13), справедлива

Теорема 19. Унитарная группа UΨ допускает инвариантное подпространство HΨ та-
кое, что группа UΨ|HΨ

является сильно непрерывной в пространстве HΨ. Генератор HΨ

сильно непрерывной группы UΨ|HΨ
имеет континуум собственных значений

am1,...,mN
= m1a1 + ...+mNaN , N ∈ N, m1, ...,mN ∈ R.

При этом HΨ ⊃ ⊕m⃗Hm⃗, где m⃗ = {m1, ...,mN , 0, 0...}, (m⃗, ϕ) = m1ϕ1 + ...+mNϕN и

Hm⃗ = WG({ei(m⃗,ϕ)g, g ∈ H̃rad
β }) ⊂ Ker(HΨ − am⃗I).
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Доказательство. Легко проверить, что при каждом m⃗ = {m1, ...,mN , 0, 0...} функция
ei(m⃗,ϕ)g, g ∈ H̃rad

β является собственной функцией оператора UΨ̂(t), отвечающей собствен-
ному значению eit(m1λ1+...+mNλN ). Следовательно, при каждом m⃗ = {m1, ...,mN , 0, 0...} под-
пространство Hm⃗ инвариантно относительно группы UΨ и сужение UΨ̂|Hm⃗

группы на это
инвариантное подпространство является сильно непрерывной группой в пространстве Hm⃗.
Ортогональность подпространств Hm⃗1 и Hm⃗2 при m⃗1 ̸= m⃗2 следует из непосредственного
вычисления скалярного произведения функций вида ei(m⃗1,ϕ)g1 и ei(m⃗2,ϕ)g2, g1, g2 ∈ H̃rad

β . Та-
ким образом, подпространство ⊕m⃗Hm⃗ инвариантно относительно группы UΨ и сужение
UΨ̂|⊕m⃗Hm⃗

является сильно непрерывной группой в пространстве ⊕m⃗Hm⃗.
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On the extension of singular linear infinite-dimensional
Hamiltonian flows
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Abstract. We study the phenomenon of phase trajectories of a Hamiltonian
system going to infinity in a finite time, the phase space of which is a separable
Hilbert space. It is shown that if the Hamiltonian is a densely defined quadratic
form on the phase space, which is not majorized either from below or from above
by the quadratic form of the Hilbert norm, then the phase trajectories allow
going to infinity in a finite time. To describe the phase flow of such Hamiltonian
systems, an extended phase space is introduced, which is a locally convex space
to which the Hamiltonian function, trajectories of the Hamiltonian system, and
the symplectic form defined on the original Hilbert space can be extended. Flow-
invariant measures on extended space are also studied. The properties of the
Koopman unitary representation of the extended phase flow in the Hilbert space
of functions that are quadratically integrable with respect to an invariant measure
are investigated.
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