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Аннотация. Доказано, что для каждого u ⩾ 2 класс всех однозначных Σ0
u-

вычислимых нумераций любого бесконечного семейства всюду определенных
функций эффективно бесконечен и класс всех его Σ0

u−1-вычислимых нумера-
ций порождается замыканием вниз относительно сводимости множества всех
бесконечных прямых сумм равномерно Σ0

u−1-вычислимых последовательно-
стей его однозначных нумераций. Установлено, что если u > 2, то класс всех
Σ0
u-вычислимых нумераций любого бесконечного семейства порождается бес-

конечными прямыми суммами равномерно Σ0
u-вычислимых и равномерно Σ0

u-
минимальных последовательностей его нумераций.
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Введение

В классической теории алгоритмов нумерация α семейства вычислимо перечислимых
(в. п.) множеств A (т. е. сюръективное отображение ν : N → A) называется вычислимой
[1, 2], если множество пар

Gα = {
〈
x, y
〉
∈ N× N : y ∈ ν(x)}

в. п. Во второй половине 90-х годов прошлого столетия в монографии Ю.Л.Ершова [3]
и в совместной статье С.С. Гончарова и А.Сорби [4] были предложены различные есте-
ственные подходы к обобщению понятия вычислимой нумерации. В настоящий момент
наиболее хорошо изученными являются классы обобщенно вычислимых нумераций се-
мейств арифметических (см. [5–7]) и гиперарифметических множеств (см. [8, 9]). Зафик-
сируем до конца статьи произвольное число u ⩾ 2. Следуя [4], назовем нумерацию α

семейства Σ0
u−1-множеств Σ0

u−1-вычислимой, если Gα ∈ Σ0
u−1. Наша статья имеет целью
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изучение классов широко распространенных в литературе (см. [5, 10, 11]) минимальных
Σ0

u-вычислимых нумераций семейств арифметических множеств. Так каждая однознач-
ная (инъективная) и позитивная (у которой прообраз отношения равенства в. п.) нуме-
рация минимальна. Согласно [5] любое бесконечное Σ0

u-вычислимое семейство обладает
бесконечным числом (попарно неэквивалентных) минимальных Σ0

u-вычислимых нумера-
ций. Наконец, естественность этого класса нумераций подчеркивается также критерием
минимальности нумерации, полученным С.А.Бадаевым в его работе [12]. Задачи статьи
заключаются в определении с различных позиций насколько “большими” могут быть клас-
сы минимальных обобщенно вычислимых нумераций семейств арифметических множеств.
Первый используемый для этого подход основывается на введенном в [13] понятии эффек-
тивной бесконечности для классов нумераций. Она имеет место, если по любой вычисли-
мой последовательности нумераций, принадлежащих заданному классу, можно эффектив-
но указать вычислимую нумерацию, принадлежащую тому же классу и не эквивалентную
ни одной из нумераций этой последовательности. Таким образом, эффективная бесконеч-
ность продолжает понятие продуктивности подмножества натуральных чисел на классы
нумераций. Второй подход основывается на возможности порождения всех обобщенно вы-
числимых нумераций семейства замыканием вниз относительно сводимости бесконечных
прямых сумм равномерно Σ0

u-вычислимых последовательностей нумераций. Он базирует-
ся на работах [14, 15], в которых было установлено, что каждая вычислимая нумерация
семейства всех в. п. множеств сводится к бесконечной прямой сумме равномерно вычис-
лимой последовательности его однозначных нумераций.

В обозначениях и терминологии теории вычислимости мы придерживаемся моногра-
фии Р.И. Соара [16]. Через φe и We обозначаем частично вычислимую (ч. в.) функцию и
в. п. множество с геделевским номером e соответственно. Для частичной функции ψ ее
область определения обозначается как domψ, а область ее значений – как ranψ. Исполь-
зуем запись ψ(x) ↓, если x ∈ domψ, и ψ(x) ↑ в противном случае. Пусть A = N \ A –
дополнение множества A ⊆ N. Через c(x, y) обозначаем вычислимую биекцию N×N на N.
Для любого набора x0, . . . , xn+2 по индукции определим c(x0, . . . , xn+1, xn+2) = c(x0, . . . , xn,

c(xn+1, xn+2)). Символом “⇋” заменяем словосочетание “равное по определению”.

1. Предварительные сведения

В обозначениях и терминологии теории нумераций мы придерживаемся монографии
Ю.Л.Ершова [1] и его статьи [2]. Семейство арифметических множеств называется Σ0

u−1-
вычислимым, если оно обладает Σ0

u−1-вычислимой нумерацией. Скажем, что нумерация µ
не более чем счетного множества S сводится к его нумерации ν (в этом случае исполь-
зуется обозначение µ ⩽ ν), если существует такая вычислимая функция f , что µ = ν ◦ f .
Если µ = ν ◦f , то будем говорить, что µ сводится к ν посредством функции f . Нумерации
µ и ν называются эквивалентными, если µ ⩽ ν и ν ⩽ µ. Будем называть нумерацию µ

минимальной, если µ ⩽ α для любой нумерации α ⩽ µ множества S. Множество всех
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нумераций S будем обозначать через H(S). Для нумераций µ0, . . . , µk ∈ H(S) определим
их прямую сумму µ0 ⊕ · · · ⊕ µk, положив

(µ0 ⊕ · · · ⊕ µk)((k + 1)x+ r) = µr(x)

для всех x и всех r ⩽ k. Прямой суммой бесконечной последовательности {µn}n∈N нуме-
раций S называется нумерация

⊕
n

µn такая, что

(⊕
n

µn

)
(c(m,x)) = µm(x)

для всех m и x. Последовательность {µn}n∈N нумераций семейства Σ0
u−1-множеств A на-

зовем равномерно Σ0
u−1-вычислимой, если существует такая вычислимая функция f , что

Gµn = W ∅(u−2)

f(n) для всех n. Скажем, что она равномерно Σ0
u−1-минимальна, если суще-

ствует такая бинарная функция g ⩽T ∅(u−2), что φg(e,n) всюду определена и µn ⩽ µn ◦ φe

посредством φg(e,n) для всех e, n, для которых φe всюду определена и ran (µn ◦ φe) = A.
Для каждого e через αu−1

e будем обозначать Σ0
u−1-вычислимую нумерацию α, для

которой Gα = W ∅(u−2)

e . Класс K нумераций Σ0
u−1-вычислимого семейства A называется

Σ0
u−1-вычислимым, если существует такое в. п. множество W , что

K = {αu−1
x : x ∈ W}.

В этом случае если W = We, то класс K будем обозначать через Ke. Следуя [13], назовем
класс K, состоящий из Σ0

u−1-вычислимых нумераций семейства A, эффективно бесконеч-
ным, если существует такая вычислимая функция f с αu−1

f(e) ∈ K \Ke для всех таких e, что
Ke ⊆ H(A).

2. Однозначные нумерации семейств всюду определенных функ-
ций

Согласно критерию Махилла [16,17] множество P продуктивно тогда и только тогда,
когда ∅′ ⩽1 P . Ориентируясь на него, в [18] было доказано, что произвольный класс K,
состоящий из Σ0

u−1-вычислимых нумераций семейства A, эффективно бесконечен, если
существует такая вычислимая функция f , что αu−1

f(e) ∈ K для всех e ̸∈ ∅(u+1) и

∀β ∈ K
[
β ̸≡ αu−1

f(e)

]
для всех e ∈ ∅(u+1). Ранее неоднократно поднимался вопрос является ли последнее до-
статочное условие также необходимым. Следующая теорема, помимо прочего, отвечает и
на этот вопрос. В ней рассматриваются бесконечные Σ0

u-вычислимые семейства (графи-
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ков) всюду определенных функций, которые согласно [1] всегда обладают однозначными
Σ0

u-вычислимыми нумерациями.

Теорема 1.
1) Пусть A – бесконечное Σ0

u-вычислимое семейство всюду определенных функций.
Любой класс Σ0

u-вычислимых нумераций A, содержащий все его однозначные Σ0
u-

вычислимые нумерации, эффективно бесконечен.
2) Существует бесконечное Σ0

u-вычислимое семейство B всюду определенных функ-
ций, для которого ∅(u+2) ̸⩽m Fr(B) ⇋ {x : αu

x ∈ H(B) однозначна}.

Доказательство. 1) Зафиксируем некоторую однозначную Σ0
u-вычислимую нумерацию β

семейства A и последовательность функций {gx}x∈N такую, что β(x) = gx для всех x.
Эффективно по произвольному в. п. множеству W определим Σ0

u-вычислимую нумерацию
α такую, что если

{αu
x : x ∈ W} ⊆ H(A),

то α ∈ H(A) однозначна и α ̸⩽ αu
x для всех x ∈ W . Если W = ∅, то полагаем α = β.

В противном случае выберем вычислимую функцию f такую, что W = ran f . Исполь-
зуя принцип униформизации для Σ0

u-множеств, выберем равномерно ∅(u−1)-в. п. двойную
последовательность {ψy

x}x,y∈N частичных функций такую, что

∀x∀y∀a [∃b [
〈
a, b
〉
∈ αu

x(y)] ⇔ ∃d [ψy
x(a) ↓= d]] &∀x∀y [ψy

x ⊆ αu
x(y)].

Таким образом, если для произвольных x и y αu
x(y) является частичной функцией, то

αu
x(y) = ψy

x. Чтобы определить нумерацию α, определим последовательность частичных
функций {χx}x∈N, а затем для всех x положим α(x) = χx. Для произвольных e, x опреде-
лим частичные функции χ2c(e,x) и χ2c(e,x)+1 таким образом, чтобы выполнялись соотноше-
ния

{χ2c(e,x), χ2c(e,x)+1} = {g2c(e,x), g2c(e,x)+1}, (1)

φe(2c(e, x)) ↓⇒ χ2c(e,x) ̸= ψy
f(x), где y = φe(2c(e, x)), (2)

при условии, что для всех z частичная функция ψz
f(x) всюду определена. Зафиксируем

наименьшее a, для которого g2c(e,x)(a) ̸= g2c(e,x)+1(a). Определим

χ2c(e,x) =


∅, если φe(2c(e, x)) ↓ &ψy

f(x)(a) ↑, где y = φe(2c(e, x));

g2c(e,x), если φe(2c(e, x)) ↑ ∨φe(2c(e, x)) ↓ & g2c(e,x)(a) ̸= ψy
f(x)(a) ↓,

где y = φe(2c(e, x));

g2(c(e,x)+1 в остальных случаях.

Положим χ2c(e,x)+1 = ∅, если χ2c(e,x) = ∅, и χ2c(e,x)+1 = g2c(e,x)+i, если χ2c(e,x) = g2c(e,x)+1−i,
где i = 0, 1. Таким образом, если для всех x и z частичная функция ψz

f(x) всюду опреде-
лена, то для всех e справедливы условия (1) и (2), из которых, в свою очередь, вытекает,
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что α является однозначной нумерацией семейства A и α ̸⩽ αf(x) для всех x. Нетрудно
видеть, что α является Σ0

u-вычислимой и определяется эффективно по W . Отсюда сле-
дует, что любой класс Σ0

u-вычислимых нумераций A, содержащий все его однозначные
Σ0

u-вычислимые нумерации, эффективно бесконечен.
2) Пусть B – семейство всех постоянных функций. Определим последовательность

{ψy
x}x,y∈N частичных функций так же, как и в доказательстве п. 1) теоремы. Чтобы по-

казать, что ∅(u+2) ̸⩽m Fr(B), определим множество X ∈ Σ0
u+2, для которого X ̸⩽m Fr(B).

Пусть X состоит из всех e, удовлетворяющих каждому из условий:
(a) φe(e) ↓;
(b) для всех y частичная функция ψy

φe(e)
всюду определена и постоянна;

(c) для всех a существует y такое, что ψy
φe(e)

(0) = a.
Нетрудно видеть, что если для всех e φe(e) ↓, то

e ∈ X ⇔ φe(e) ∈ Fr(B).

Отсюда следует X ̸⩽m Fr(B). Поскольку каждое из зависящих от e условий (a)–(c) при-
надлежит классу Π0

2(∅(u−1)) = Π0
u+1, имеет место X ∈ Π0

u+1 ⊆ Σ0
u+2.

Согласно следующей теореме класс всех Σ0
u−1-нумераций бесконечного семейства

всюду определенных функций порождается замыканием вниз относительно сводимости
бесконечных прямых сумм равномерно Σ0

u−1-вычислимых последовательностей его одно-
значных нумераций. Кроме того, бесконечные прямые суммы нельзя, вообще говоря, за-
менить конечными.

Теорема 2. Пусть A – бесконечное Σ0
u−1-вычислимое семейство всюду определенных

функций.
1) Для любой Σ0

u−1-вычислимой нумерации α семейства A существует равномерно
Σ0

u−1-вычислимая последовательность его однозначных нумераций {βn}n∈N та-
кая, что α ⩽

⊕
n

βn.

2) Если A обладает двумя неэквивалентными Σ0
u−1-вычислимыми нумерациями,

то существует его Σ0
u−1-вычислимая нумерация α такая, что α ̸⩽

⊕
n⩽k

βn для

любой конечной последовательности β0, . . . , βk однозначных нумераций.

Доказательство. 1) Для каждого n определим βn(0) = α(n), обеспечивая тем самым сво-
димость α ⩽

⊕
n

βn. Поскольку множество α−1(α(n)) принадлежит классу Σ0
u−1 равномерно

по n и бесконечно, эффективно по n определяется геделевский номер ∅(u−2)-вычислимой
функции h такой, что

α−1(α(n)) = ranh.

Стало быть, композиция α ◦ h является равномерно по n ∅(u−2)-негативной нумерацией
бесконечного семейства A\{α(n)}. Согласно [1] по Σ0

u−1-индексу дополнения нумерацион-
ной эквивалентности любой ∅(u−2)-негативной нумерации бесконечного множества можно
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эффективно определить геделевский номер ∅(u−2)-вычислимой функции, сводящей (по-
средством ∅(u−2)-вычислимой функции) к ней однозначную нумерацию того же множе-
ства. Пусть δ – однозначная нумерация, соответствующая таким образом нумерации α◦h.
Определив для всех x

βn(x+ 1) = δ(x),

получим, что βn является однозначной Σ0
u−1-вычислимой нумерацией семейства A.

2) Пусть сначала u = 2. Выберем двойные сильно вычислимые последовательности
{fx,s}x,s∈N и {gx,s}x∈N конечных частичных функций такие, что для всех x, s имеет место
fx,s ⊆ fx,s+1, gx,s ⊆ gx,s+1, частичные функции fx ⇋

⋃
t fx,t и gx ⇋

⋃
t gx,t всюду определены,

а также отображение ν : y 7→ fy является нумерацией семейства A, которая не сводится к
его нумерации µ : y 7→ gy. Определим его искомую нумерацию α. Для этого зафиксировав
произвольный набор k, i, y, для всех m построим значения α(xm), где

xm = c(k, i, y,m).

Как будет установлено ниже, этим построением при подходящем y обеспечивается, что
α не сводится ни к какой нумерации

⊕
n⩽k

βn посредством φi при условии, что каждая из

нумераций βn, n ⩽ k, является однозначной. Приведем конструкцию построения значений
α(xm) для всех m.

Шаг 0. Для всех m полагаем α0(xm) = ∅. На всех последующих шагах s будем обеспечи-
вать, чтобы αs(xm) ⊆ fy.

Шаг s+ 1. Если существуют различные числа n0 ⩽ s и n1 ⩽ s такие, что

φi,s(xn0) = (k + 1)a+ r,

φi,s(xn1) = (k + 1)b+ r

для некоторых r ⩽ k и a, b, то при условии a ̸= b для всех t > s и всех m полагаем

αt(xm) = fy

и прерываем построение. Поскольку α(xn0) = α(xn1) и φi(xn0) ̸= φi(xn1), получаем, что для
каждого набора нумераций β0, . . . , βk либо βr не однозначна, либо α не сводится к

⊕
n⩽k

βn

посредством φi. Если же a = b, то выберем число zy такое, что fy,s ⊆ gzy ,u для некоторого
u, и определим

αt(xn1) = gzy ,

αt(xl) = fy

для всех t > s и всех l, отличных от n1. После этого также прерываем построение. Если
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нужных n0, n1 не существует, то для всех m полагаем

αs+1(xm) = fy,s

и переходим к следующему шагу.

В конце построения для всех m полагаем α(xm) =
⋃

s αs(xm). Выберем произволь-
ный набор однозначных нумераций β0, . . . , βk и число i, для которого φi всюду опреде-
лена. Докажем, что α не сводится к

⊕
n⩽k

βn посредством φi методом от противного. Если

α =

(⊕
n⩽k

βn

)
◦ φi, то согласно построению для каждого y найдутся такие n0 и n1, что

ν(y) = fy = α(n0) = α(n1) = gzy = µ(zy).

Отсюда следует ν ⩽ µ. Таким образом, приходим к противоречию с выбором этих нуме-
раций.

Пусть теперь u > 2. Выберем произвольную однозначную Σ0
u−1-вычислимую нумера-

цию β семейства A. Зафиксируем произвольные k и i. Если существуют различные числа
n0 и n1, удовлетворяющие для некоторых r ⩽ k и a, b условиям

φi(c(k, i, n0)) = (k + 1)a+ r,

φi(c(k, i, n0)) = (k + 1)b+ r,

то выберем подходящие n0, n1 и при условии a ̸= b для всех m определим

α(c(k, i,m)) = β(c(k, i)).

Таким образом,
φi(c(k, i, n0)) ̸= φi(c(k, i, n0)),

но
α(c(k, i, n0)) = α(c(k, i, n1)).

Отсюда следует, что α не сводится посредством φi ни к какой прямой сумме
⊕
n⩽k

βn одно-

значных нумераций β0, . . . , βk. Если же a = b, то положим

α(c(k, i, n0)) = β(c(k, i)),

α(c(k, i,m)) = β(c(k, i) + 1)

для всех m ̸= n0. Таким образом,

φi(c(k, i, n0)) = φi(c(k, i, n0)),
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но
α(c(k, i, n0)) ̸= α(c(k, i, n1)).

Стало быть, и в этом случае α не сводится посредством φi ни к какой прямой сумме
⊕
n⩽k

βn

нумераций β0, . . . , βk.

3. Минимальные нумерации

В [11] было установлено, что класс минимальных Σ0
u-вычислимых нумераций любо-

го бесконечного Σ0
u-вычислимого семейства эффективно бесконечен. Согласно следующей

теореме при некоторых дополнительных ограничениях бесконечные прямые суммы рав-
номерно Σ0

u-вычислимых и равномерно Σ0
u-минимальных последовательностей его нуме-

раций порождают все Σ0
u-вычислимые нумерации семейства.

Теорема 3. Пусть F – бесконечное Σ0
u-вычислимое семейство Σ0

u-множеств.
1) Если u > 2, то для любой Σ0

u-вычислимой нумерации ξ семейства F существует
равномерно Σ0

u-вычислимая и равномерно Σ0
u-минимальная последовательность

{υn}n∈N его нумераций такая, что ξ ⩽
⊕
n

υn.

2) Существует Σ0
u-вычислимая нумерация ξ семейства F такая, что ξ ̸⩽

⊕
n⩽k

υn

для любой конечной последовательности υ0, . . . , υk его минимальных Σ0
u-вычисли-

мых нумераций.

Доказательство. 1) Зафиксируем произвольно низкое (C ′ ⩽T ∅′) невычислимое в. п. мно-
жество C. Поскольку C в. п. и невычислимо, согласно [19, лемма 3.3] (см. также [20])
существует позитивная эквивалентность E ⩽T C на N такая, что для любой ч. в. функции
φ с бесконечной областью значений разность

N/E \ {[φ(y)]E : φ(y) ↓, y ∈ N}, (3)

где через [x]E обозначается класс E-эквивалентности произвольного элемента x, конечна.
Для каждого m определим минимальную нумерацию υm семейства F так, чтобы

последовательность {υn}n∈N удовлетворяла заключению п. 1) теоремы. Пусть {xn}n∈N –
строго возрастающая последовательность такая, что

N/E = {[xn]E : n ∈ N},
∀n [xn = min [xn]E].

Поскольку E ⩽T C, эта последовательность является C-вычислимой. Для всех x ∈ [x0]E
определим υm,0(x) = ξ(m). Предположим по индукции, что для некоторого s частичное
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отображение υm,s определено и существует такое k, что

dom υm,s =
⋃
n⩽k

[xn]E. (4)

Используя оракул ∅′′, проверим, является ли ranφs бесконечной. Если она бесконечна, то
выберем наименьшее l > k такое, что

∀p ⩾ l∃y [φs(y) ↓∈ [xp]E]. (5)

Такое l существует в силу конечности разности (3) при φ = φs. Поскольку E ⩽T C и C

низкое, отношение (5) принадлежит классу

Π0
2(C) = Π0

1(C
′) = Π0

1(∅′) = Π0
2

равномерно по l и s. Значит, такое l также находится с использованием оракула ∅′′. Опре-
делим

υm,s+1(x) =



υm,s(x), если x ∈
⋃
n⩽k

[xn]E;

ξ(0), если x ∈
l−1⋃

n=k+1

[xn]E;

υm,s+1(xn), если n < l&x ∈ [xl+n]E;

ξ(s), если x ∈ [x2l]E.

Если ranφs конечна, то полагаем

υm,s+1(x) =

υm,s(x), если x ∈
⋃
n⩽k

[xn]E;

ξ(s), если x ∈ [xk+1]E.

Поскольку для всех m и s имеет место υm,s ⊆ υm,s+1 и υm ⇋
⋃

t υm,t является ну-
мерацией F , в которой υm(0) = ξ(m), получаем ξ ⩽

⊕
n

υn. Кроме того, по своему опреде-

лению последовательность {υn}n∈N равномерно Σ0
u-вычислима. Отметим также, что для

всех
〈
u, v
〉
∈ E выполняется υm(u) = υm(v).

Покажем, что {υn}n∈N равномерно Σ0
u-минимальна. Для этого определим такую би-

нарную функцию f ⩽T ∅′′, что если для всех m и s φe всюду определена и υm ◦φs является
нумерацией семейства F , то υm ⩽ υm ◦ φs посредством φf(m,s). Если ranφs конечна (что
проверяется эффективно по s с помощью ∅′′), то υm◦φs не является нумерацией семейства
F , поэтому можем определить f(m, s) = 0. В противном случае определим вычислимую
функцию g, сводящую υm к υm ◦ φs, а затем положим значение f(m, s) равным ее геде-
левскому номеру (который определяется по программе вычисления g). Зафиксируем k и
наименьшее l > k, удовлетворяющие для выбранного s условиям (4) и (5) соответственно,
а также элементы x0, . . . , x2l−1. Для каждого x, эффективно перечисляя E, выберем y,
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удовлетворяющее одному из условий:
• x ∈ [xn]E для некоторого n < l и φs(y) ∈ [xl+n]E,
•
〈
x, φs(y)

〉
∈ E.

В силу бесконечности ranφs и выбора E такое y существует. Определим g(x) = y. По-
скольку υm(u) = υm(v) для всех

〈
u, v
〉
∈ E, имеет место сводимость υm ⩽ υm ◦ φs посред-

ством g. По определению g ее геделевский номер указывается эффективно по элементам
x0, . . . , x2l−1. Стало быть, значение f(m, s) определяется эффективно с использованием
оракула ∅′′.

2) Пусть ν – Σ0
u-вычислимая нумерация семейства F , которая не является минималь-

ной. Определим Σ0
u-вычислимую нумерацию ξ семейства F таким образом, чтобы для всех

k, r ⩽ k и e таких, что φe всюду определена, ξ сводится посредством φe к произвольной
нумерации вида

⊕
n⩽k

υn и множество

Sr
k,e ⇋ {m : ∃a [φe(c(k, e,m)) = (k + 1)a+ r]}

бесконечно, выполнялась сводимость ν ⩽ υr (в частности, υr не минимальна).
Зафиксируем произвольные числа k, e и для всех m определим значения ξ(xm), где

xm = c(k, e,m). Выберем произвольно m и предположим по индукции, что для каждого
l < m значение ξ(xl) определено. Если

φe(xm) ↓= (k + 1)a+ r

для некоторых r ⩽ k и a, то полагаем ξ(xm) = ν(z), где z – число элементов множества

{l < m : ∃b [φe(xl) ↓= (k + 1)b+ r]}.

Таким образом, если φe всюду определена и сводит ξ к произвольной нумерации вида⊕
n⩽k

υn, то для некоторого r ⩽ k множество Sr
k,e бесконечно. По определению ξ имеем

ν ⩽ υr. Следовательно, υr не минимальна.

Остается нерешенным вопрос о справедливости п. 1) теоремы 3 для Σ0
2-вычислимых

семейств и для вычислимых классов семейств, естественным образом их обобщающих (см.
[21]).
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