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Аннотация. Рассматриваются анизотропное пространство Лоренца, 2π-пери-
одических функций m переменных и пространство Никольского–Бесова – функ-
ций со смешанной обобщенной логарифмической гладкостью. Доказаны теоре-
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Введение

Пусть N, Z, R – множества натуральных, целых, вещественных чисел соответствен-
но и Z+ = N ∪ {0}, Rm – m-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm) с
вещественными координатами; Im = [0, 1)m – m-мерный единичный куб, Tm = [0, 2π)m.

Напомним определения невозрастающей перестановки функции.

Определение 1. Пусть f – измеримая по Лебегу функция одной переменной на [0, 1).
Функция распределения для |f | определяется как мера Лебега (см., например, [1, гл. 2,
разд. 2]) µf (y) := µ{x ∈ [0, 1) : |f(x)| > y}, 0 ≤ y < ∞.

Две неотрицательные измеримые функции f и g называются равноизмеримыми, если
их функции распределения совпадают. Невозрастающей перестановкой функции f одной
переменной называется невозрастающая на [0, 1) функция f ∗(t) равноизмеримая с функ-
цией |f(x)|. Она определяется по формуле

f ∗(t) := inf{y > 0 : µf (y) ≤ t}, t ∈ [0, 1).

Теперь напомним определение невозрастающей перестановки функции m перемен-
ных.
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Определение 2 (см. [2, 3]). Пусть f(x1, . . . , xm) – измеримая по Лебегу функция m пе-
ременных на Im = [0, 1)m. Невозрастающей перестановкой функции |f(x1, . . . , xm)|, по
первой переменной понимается функция f ∗1(t1, x2, . . . , xm), равноизмеримая на Im, невоз-
растающая по t1 и такая, что функции |f(x1, . . . , xm)| и f ∗1(t1, x2, . . . , xm) равноизмеримы
как функции одной переменной для почти всех фиксированных x2, . . . , xm.

Аналогичным образом, рассматривая невозрастающую перестановку функции
f ∗1(t1, x2, . . . , xm) по переменной x2, при фиксированных t1, x3, . . . , xm определяется функ-
ция f ∗1∗2(t1, t2, x3, . . . , xm) равноизмеримая с функцией f(x1, . . . , xm). Продолжая этот про-
цесс определяется невозрастающая перестановка f ∗1∗2...∗m(t1, t2, . . . , tm) равноизмеримая с
функцией |f(x1, . . . , xm)|.

Пусть q = (q1, . . . , qm), τ = (τ1, . . . , τm), 1 < qj < ∞, 1 ⩽ τj < ∞, j = 1, . . . ,m. Через
L∗
q,τ (Tm) обозначим анизотропное пространство Лоренца всех измеримых по Лебегу функ-

ций f(x) определенных на Rm, имеющих 2π-период по каждой переменной и для которых
величина

∥f∥∗q,τ =

[∫ 1

0

t
τm
qm

−1
m

[
. . .

[∫ 1

0

(
f ∗1,...,∗m(t1, . . . , tm)

)τ1
t
τ1
q1

−1

1 dt1

] τ2
τ1

. . .

] τm
τm−1

dtm

] 1
τm

конечна, где f ∗1,...,∗m (t1, . . . , tm) – невозрастающая перестановка функции |f(2πx)| по каж-
дой переменной xj ∈ [0, 1), при фиксированных остальных переменных (см. [2, 4]).

В случае q1 = . . . = qm = τ1 = . . . = τm = q пространство Лоренца L∗
q,τ (Tm) совпадает

с пространством Лебега Lq(Tm) с нормой (см. [5, гл. I, п. 1.1])

∥f∥q =

[∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

|f(x1, . . . , xm)|qdx1 . . . dxm

] 1
q

, 1 < q < ∞.

Пусть L̊∗
q,τ (Tm) – множество всех функций f ∈ L∗

q,τ (Tm) таких, что

2π∫
0

f (x) dxj = 0, ∀j = 1, . . . ,m.

Каждой функции f ∈ L̊1(Tm) = L̊(Tm) сопоставим ее ряд Фурье (см. [6])∑
n∈Zm∏m
j=1 nj ̸=0

an (f) e
i⟨n,x⟩,

по кратной тригонометрической системе {ei⟨n,x⟩}n∈Zm , где Zm – множество точек из Rm с
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целочисленными координатами. Положим

δs(f, x) =
∑

n∈ρ(s)

an (f) e
i⟨n,x⟩,

где ⟨y, x⟩ =
m∑
j=1

yjxj, sj = 1, 2, . . . ,

ρ(s̄) =
{
k = (k1, . . . , km) ∈ Zm : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, . . . ,m

}
.

Величина (см. [7,8]) Yl1,...,lm(f)p = infTlj
∥f−

∑m
j=1 Tlj∥p,, lj = 0, 1, 2, . . . называется наи-

лучшим приближением “углом” функции f ∈ Lp(Tm) тригонометрическими полиномами,
где Tlj ∈ Lp(Tm) – тригонометрический полином порядка lj по переменной xj, j = 1, . . . ,m.

Определение 3. Пусть k ∈ N и h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm. Для функции f ∈ L1(Tm) полная
разность порядка k определяется по формуле

∆k
h
f(x) :=

k∑
l=0

(−1)k−lC l
kf(x+ lh), C l

k =
k!

l!(k − l)!
.

Определение 4. Полным модулем гладкости порядка k функции f ∈ Lp(Tm) называется
величина (см. [5, гл. 4, п. 4.2])

ωk(f, t)p = sup
∥h∥≤t

∥∆k
h
f∥p, ∥h∥ =

(
m∑
j=1

h2
j

) 1
2

.

Определение 5. Смешанный модуль гладкости функции f ∈ Lp(Tm) определяется по
формуле (см., например, [5, 7, 8])

ωk(f, t)p = ωk1,...km(f, t1, . . . , tm)p = sup
|h1|≤t1,...,|hm|≤tm

∥∆k
h
(f)∥p,

где ∆k
t
f(x) = ∆km

tm (. . .∆k1
t1 f(x)) – смешанная разность порядка k с шагом t = (t1, . . . , tm).

0.1. Пространство Бесова ([9, 10], [5, гл. 4, разд. 4.3]). Пусть k ∈ N и k > r > 0,
1 ≤ θ ≤ ∞. Пространством Бесова Br

p,θ(Tm) называется множество всех функций
f ∈ Lp(Tm), 1 ≤ p < ∞, для которых

∥f∥Br
p,θ

:= ∥f∥p +
(∫ 1

0

(t−rωk(f, t)p)
θ dt

t

) 1
θ

< ∞,

при 1 ≤ θ < ∞ и

∥f∥Br
p,∞ := ∥f∥p + sup

0<t⩽1
t−rωk(f, t)p < ∞, для θ = ∞.
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В настоящее время имеются различные обобщения пространства Никольского–Бесова
(см., например, [11–14] и библиографию в них). В статьях [11, 12] определено следую-
щее обобщение пространства Бесова Br,b

p,θ(Tm) – множество всех функций f ∈ Lp(Tm),
1 ≤ p < ∞, для которых

∥f∥Br,b
p,θ

:= ∥f∥p +
(∫ 1

0

(t−r(1− log t)bωk(f, t)p)
θ dt

t

) 1
θ

< ∞,

при 0 < θ ≤ ∞, b > −1/θ, k ∈ N, k > r > 0.
Эквивалентные нормы пространства B0,b

p,θ(Tm) найдены в статьях [11, 12]. В рабо-
тах [12, 13] определено пространство B0,b

p,θ(Tm), как множество функций f ∈ L̊p(Tm), для
которых {∑

s∈Z+

(s+ 1)bθ∥σs(f)∥θp

} 1
θ

< ∞,

при 1 < p < ∞, b > −1/θ, 0 < θ ⩽ ∞. Здесь и далее при θ = ∞, для ds ∈ R величина{∑
s∈Zm

+

|ds|θ
} 1

θ

,

понимается как sups∈Zm
+
|ds|.

Соотношения между пространствами B0,b
p,θ(Tm) и B0,b

p,θ(Tm) исследованы в [12, 13], в
частности, показано, что эти пространства не совпадают.

0.2. Пространство с доминирующим смешанным модулем гладкости.
Sr
pH, Sr

p,θB – пространства функций с доминирующей смешанной производной соответ-
ственно определены С.М.Никольским [15] и Т.И.Амановым ([16, гл. I, п.17]). П.И.Лизорки-
ным и С.М.Никольским [6] исследовано декомпозиционное разложение элементов про-
странства Sr

p,θB. Приведем его определение.
Пусть r = (r1, . . . , rm), rj > 0, j = 1, . . . ,m, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ θ ≤ +∞. Пространство

Sr
p,θB состоит из всех функций f ∈ L̊p(Tm) для которых

∥f∥Sr̄
p,θB

= ∥f∥p +

[∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k̄(f, t̄)p

m∏
j=1

dtj

t
1+θrj
j

] 1
θ

< +∞.

М.К.Потаповым [7,8] определено и исследовано обобщение пространств S r̄
pH, S r̄

p,θB, с
заменой функции trj , j = 1, . . . ,m, на более общие функции, удовлетворяющие некоторым
условиям.

Определение 6 (см., например, [17]). Функция φ(t) называется почти возрастающей на
[1,∞), если существует такое постоянное число C, что φ(t1) ≤ Cφ(t2) для 1 ≤ t1 < t2 < ∞.
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Функция φ(t) называется почти убывающей на [1,∞), если существует такое посто-
янное число C, что φ(t1) ≥ Cφ(t2) для 1 ≤ t1 < t2 < ∞.

Определение 7 (см., например, [18, гл. 3, подраздел 3.4.3]). Положительная и измеримая
по Лебегу функция b(t) называется слабо меняющейся на [1,∞) в смысле Караматы, если
для любого ε > 0 функция tεb(t) почти возрастает на [1,∞) и функция t−εb(t) почти
убывает на [1,∞). Множество таких функций обозначается SV [1,∞).

Рассмотрим следующее пространство функций со смешанной обобщенной логариф-
мической гладкостью.

Определение 8. Пусть 1 ≤ p < ∞, 0 < θ ≤ ∞, bj ∈ SV [1,∞), j = 1, . . . ,m. Через S
0,b(.)
p,θ B

обозначим пространство всех функций f ∈ L̊p(Tm) для которых

∥f∥
S
0,b(.)
p,θ B

= ∥f∥p +

[∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k
(f, t)p

m∏
j=1

bθj

(
1
tj

)
tj

dt1 . . . dtm

] 1
θ

< +∞,

где b(t) = (b1(t), . . . , bm(t)), k = (k1, . . . , km), kj ∈ N, j = 1, . . . ,m.

Также рассмотрим следующий класс S0,b(.)
p,θ B, состоящий из всех функций f ∈ L̊p(Tm)

для которых

∥f∥
S
0,b(.)
p,θ B

=
{∑

s∈Zm
+

m∏
j=1

bθj(2
sj)∥δs(f)∥θp

} 1
θ
< ∞,

при 1 < p < +∞, 1 ≤ θ ≤ +∞, b(t) = (b1(t), . . . , bm(t)), bj ∈ SV [1,∞), j = 1, . . . ,m.

Замечание 9. Если ∫ 1

0

bθj

(
1

tj

)
dtj
tj

< +∞, j = 1, . . . ,m,

то пространство S
0,b(.)
p,θ B совпадает с пространством L̊p(Tm), 1 ≤ p < ∞, 0 < θ ≤ ∞.

Поэтому будем считать, что∫ 1

0

bθj

(
1

tj

)
dtj
tj

= +∞, j = 1, . . . ,m. (1)

Для функции bj(1/t) = logbj(2/t), условие (1) эквивалентно неравенству bj ≥ −1/θ.
Статья состоит из введения и двух разделов. В первом разделе приведены некоторые

известные результаты и доказаны вспомогательные утверждения, которые часто исполь-
зуются в доказательствах основных результатов. Доказательства основных результатов
приведены во втором разделе. Основными результатами являются следующие утвержде-
ния.
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Теорема 10. Пусть 1 < p < +∞, 0 < θ ≤ ∞ и функции bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m

и удовлетворяют условию (1). Тогда для функции f ∈ S
0,b(.)
p,θ B справедливо соотношение

∥f∥
S
0,b(.)
p,θ B

≍

(
∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏
j=1

bθj(2
νj)Y θ

[2ν1−1],...,[2νm−1](f)p

) 1
θ

.

Здесь и далее для положительных величин A(y), B(y) запись A(y) ≍ B(y) означает,
что существуют положительные числа C1, C2 такие, что C1 ·A(y) ⩽ B(y) ⩽ C2 ·A(y). Для
краткости записи, в случае выполнения неравенств B(y) ⩾ C1A(y) или B(y) ⩽ C2A(y)

часто будем писать B(y) >> A(y) или B(y) << A(y) соответственно. Постоянные C(p, q,m,

. . .) в формулах не зависят от y.

Определение 11 (см. [19]). Множество всех положительных, измеримых по Лебегу на
[1,∞) функций b(t) = (1 + log t)α или b(t), для которых (log 2t)εb(t) ↑ и (log 2t)−εb(t) ↓
на [1,∞) для любого числа ε > 0, обозначим SV L[1,∞). Нетрудно убедиться в том, что
SV L[1,∞) ⊂ SV [1,∞).

Пример 12. Функции l1(t) = 1+ log2 t, l2(t) = 1+ log l1(t) и li(t) = 1+ log2 li−1(t) принад-
лежат множеству SV L[1,∞).

Теорема 13. Пусть 1 < p < +∞, 0 < θ ≤ ∞ и функции bj ∈ SV L[1,∞) для j = 1, . . . ,m

удовлетворяют условию (1). Тогда для функции f ∈ S
0,b(.)
p,θ B справедливо соотношение

∥f∥
S
0,b(.)
p,θ B

≍ ∥f∥p +

(
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
θ

p

) 1
θ

.

Теорема 14. Пусть 1 < p < +∞, 0 < θ ≤ ∞ и функции bj ∈ SV L[1,∞) для j = 1, . . . ,m

удовлетворяют условию (1). Тогда для функции f ∈ S
0,b(.)
p,θ B справедливы неравенства

C1

{
∥f∥p +

(
∞∑

lm=1

. . .

∞∑
l1=1

m∏
j=1

bθj

(
22

lj
)
2lj

∥∥∥∥∥
2lm∑

sm=[2lm−1]+1

. . .
2l1∑

s1=[2l1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
θ

p

) 1
θ
}

≤ ∥f∥
S
0,b(.)
p,θ B

≤ C2

{
∥f∥p +

(
∞∑

lm=0

. . .
∞∑

l1=0

m∏
j=1

bθj

(
22

lj
)
2lj

∥∥∥∥∥
2lm∑

sm=[2lm−1]+1

. . .

2l1∑
s1=[2l1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
θ

p

) 1
θ
}
.

В следующих теоремах установим условия вложения классов S0,b
p,θB и S0,b

p,θB.

Теорема 15. Пусть 1 < p < +∞, 0 < θ ≤ ∞ и функции bj ∈ SV L[1,∞) для j = 1, . . . ,m

удовлетворяют условию (1). Тогда S
0,v(.)
p,θ B ⊂ S

0,b(.)
p,θ B ⊂ S

0,u(.)
p,θ B, где v(t) = (v1(t), . . . , vm(t)),

u(t) = (u1(t), . . . , um(t)), vj(t) = bj(t)(1 + log t)
1

min{2,p,θ} , uj(t) = bj(t)(1 + log t)
1

max{2,p,θ} , для
j = 1, . . . ,m.
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Замечание 16. В случае bj(t) = logbj(2t), для t ∈ [1,∞), bj ∈ R, j = 1, . . . ,m, теорема 14
и теорема 15 представлены в [20].

Рассмотрим условие вложения класса S0,b
p,θB в пространство Лоренца. Если 1 < p ≤

τ < ∞, то известно, что Lp(Tm) ⊂ L∗
p,τ (Tm). Следовательно, S0,b

p,θB ⊂ L∗
p,τ (Tm). Если же

1 < τ < p < ∞, то известно, что L∗
p,τ (Tm) ⊂ Lp(Tm) (см., например, [21]). Значит, про-

странство S0,b
p,θB может быть не вложено в L∗

p,τ (Tm). В этом случае справедлива

Теорема 17. Пусть 1 < τ ≤ min{2, p}, 1 < p < ∞, 0 < θ ≤ ∞ и функции bj ∈ SV L[1,∞),
j = 1, . . . ,m, b(t) = (b1(t), . . . , bm(t)).

Если 1 < τ < θ ≤ ∞ и

∞∑
sj=0

b−τη
′

j (2sj)s

(
1
τ
− 1

p

)
τη

′

j < ∞, j = 1, . . . ,m, (2)

то S
0,b(.)
p,θ B ⊂ L∗

p,τ (Tm).
Если 0 < θ ≤ τ < ∞ и

sup
s∈Zm

+

m∏
j=1

b−1
j (2sj)s

(
1
τ
− 1

p

)
j < ∞, (3)

то S
0,b(.)
p,θ B ⊂ L∗

p,τ (Tm).

1. Вспомогательные утверждения

Теорема 18 (Литтлвуд–Пэли, [5, гл. 1, подразд. 1.5.2]). Пусть f ∈ Lp(Tm), 1 < p < ∞.
Тогда

∥f∥p ≍
∥∥∥(∑

s∈Zm
+

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥
p
.

Лемма 19 (неравенство Йенсена, [5, лемма 3.3.3]). Пусть 1 ⩽ p ⩽ q ⩽ ∞. Для любых
чисел ak ⩾ 0 выполняется неравенство(

∞∑
k=1

aqk

) 1
q

⩽

(
∞∑
k=1

apk

) 1
p

.

Лемма 20 (обобщенное неравенство Харди, [22,23]). Пусть даны положительные числа
bk̄ = bk1,...,km, для k̄ = (k1, . . . , km) ∈ Zm

+ и akj , kj = 0, 1, 2, . . . и 1 ≤ θj < +∞, j = 1, . . . ,m.
a) Если

nj∑
kj=0

akj ≤ Canj
, j = 1, . . . ,m,
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то ∑
n∈Zm

+

m∏
j=1

anj

(
∞∑

km=nm

. . .

∞∑
k1=n1

bk̄

)θ1

⩽ C
∑
n∈Zm

+

m∏
j=1

anj
bθ1n̄ .

b) Если
∞∑

kj=nj

akj ≤ Canj
, j = 1, . . . ,m,

то ∑
n∈Zm

+

m∏
j=1

anj

(
nm∑

km=0

. . .

n1∑
k1=0

bk̄

)θ1

≤ C
∑
n∈Zm

+

m∏
j=1

anj
bθ1n̄ .

Для доказательства основных результатов сначала введем дополнительные обозна-
чения и приведем вспомогательные утверждения.

Множество индексов {1, . . . ,m} обозначим символом em, его произвольное подмно-
жество – через e и |e| – количество элементов e.

Если дан элемент r = (r1, . . . , rm) ∈ Zm
+ , то re = (re1, . . . , r

e
m) – вектор с компонентами

rej = rj при j ∈ e и rej = 0 при j /∈ e.

Пусть l = (l1, . . . , lm) элемент m-мерного пространства с целыми положительными
координатами и непустое множество e ⊂ em. Положим

Gl̄(e) = {k̄ = (k1, . . . , km) ∈ Zm : |kj| ≤ lj, j ∈ e; |kj| > lj, j /∈ e}.

Рассматриваются частные суммы по различным переменным:

Sl̄e,∞(f, x̄) =
∑

k̄∈
∏

j∈e[−lj ,lj ]×Rm−|e|

ak(f)e
i⟨k,x⟩

– частная сумма по переменным xj при j ∈ e.

Для заданного подмножества e ⊂ em положим (см., например, [7, 8, 24])

Ul̄(f, x) =
∑

e⊂em,e ̸=∅

∑
k̄∈Gl̄(e)

ak (f) e
i⟨k,x⟩.

В частности, для m = 2 имеем (см. [7]) Ul1,l2(f.x̄) = Sl1,∞(f, x̄)+S∞,l2(f, x̄)−Sl1,l2(f, x̄).

Лемма 21. Пусть 0 < θ < ∞ и функция b ∈ SV [1,∞). Тогда∫ 1
2ν−1

1
2ν

bθ
(
1

t

)
dt

t
≍ bθ(2ν), ν ∈ N.

В этом соотношении постоянные зависят от θ, но не зависят от ν.

Доказательство. Так как функция b ∈ SV [1,∞), то b(1/t) ≤ C2νεb(2ν)tε для t ≥ 1/2ν и
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произвольного числа ε > 0. Поэтому∫ 1
2ν−1

1
2ν

bθ
(
1

t

)
dt

t
≤ C2νεbθ(2ν)

∫ 1
2ν−1

1
2ν

tθε−1dt ≤ Cbθ(2ν).

Аналогично, учитывая, что b(1/t) ≥ C2(ν−1)εb(2(ν−1))tε, для t ≤ 1/2ν−1 и произволь-
ного числа ε > 0 будем иметь∫ 1

2ν−1

1
2ν

bθ
(
1

t

)
dt

t
≥ C2(ν−1)εbθ(2ν−1)

∫ 1
2ν−1

1
2ν

tθε−1dt ≥ Cbθ(2ν).

Лемма 22. Пусть 0 < θ < ∞ и функция b ∈ SV L[1,∞). Тогда

2l∑
ν=[2l−1]+1

b(2ν) ≍ 2lb
(
22

l
)
, l = 0, 1, . . . ,

µ∑
l=0

2lb
(
22

l
)
≤ C2µb

(
22

µ)
, µ = 0, 1, . . .

и постоянные не зависят от l, µ.

Доказательство. Так как функция b ∈ SV L[1,∞), то

b(2ν) ≤ Cb
(
22

l
)(

log 21+2l
)ε(

log 21+ν
)−ε

,

для ν ≤ 2l и произвольного числа ε > 0. Поэтому

2l∑
ν=[2l−1]+1

b(2ν) ≤ C
(
b
(
22

l
)
(1 + 2l)ε

)θ 2l∑
ν=[2l−1]+1

(ν + 1)−εθ ≤ Cb
(
22

l
)
2l.

Докажем противоположное неравенство. Так как функция b ∈ SV L[1,∞), то

b(2ν) ≥ Cb
(
22

l
)(

log 21+2l
)−ε(

log 21+ν
)ε
,

для ν ≤ 2l и произвольного числа ε > 0. Следовательно

2l∑
ν=[2l−1]+1

b(2ν) ≥ C
(
b
(
22

l
)(

1 + 2l
)ε)θ 2l∑

ν=[2l−1]+1

(ν + 1)−εθ ≥ Cb
(
22

l
)
2l.

В силу того, что функция b ∈ SV L[1,∞), будем иметь

b
(
22

l
)
≤ Cb

(
22

µ
)(

log 21+2µ
)ε(

log 21+l
)−ε

,
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для l ≤ µ и ε > 0. Отсюда следует, что

µ∑
l=0

2lbθ
(
22

l
)
≤ Cbθ

(
22

µ
) µ∑

l=0

2l(1−εθ) ≤ Cbθ
(
22

µ
)
2µ.

Лемма 23. Если 0 < θ < ∞ и функция b ∈ SV L[1,∞), то

s∑
ν=0

bθ(2ν) ≤ C(θ)sbθ(2s), s ∈ N.

Доказательство. Так как функция b ∈ SV L[1,∞), то

b(2ν) ≤ Cb(2s)
(
log 21+s

)ε(
log 21+ν

)−ε
,

для ν ≤ s и произвольного числа ε > 0. Поэтому, выбирая число ε ∈ (0, 1/θ), получим

s∑
ν=0

bθ(2ν) ≤ Cbθ(2s)(1 + s)εθ
s∑

ν=0

(1 + ν)−εθ ≤ Cbθ(2s)s.

2. Доказательства основных результатов

Доказательство теоремы 10. По свойству монотонности смешанного модуля гладкости
и по лемме 21 имеем∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k
(f, t)p

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

ωθ
k
(f,

1

2ν1−1
, . . . ,

1

2νm−1
)p

∫ 1

2ν1−1

1
2ν1

. . .

∫ 1
2νm−1

1
2νm

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤ C

∞∑
νm=1

. . .

∞∑
ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)ωθ

k̄(f,
1

2ν1−1
, . . . ,

1

2νm−1
)p. (4)
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В силу свойства модуля гладкости и леммы 21 нетрудно убедиться в том, что

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k
(f, t)p

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≥ C
∞∑

νm=1

. . .

∞∑
ν1=1

ωθ
k̄

(
f,

1

2ν1−1
, . . . ,

1

2νm−1

)
p

∫ 1

2ν1−1

1
2ν1

. . .

∫ 1
2νm−1

1
2νm

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≥ C
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)ωθ

k̄

(
f,

1

2ν1−1
, . . . ,

1

2νm−1

)
p

, (5)

для j = 1, . . . ,m. Теперь пользуясь [7, лемма 6], из неравенства (5) получим

∞∑
νm=1

. . .

∞∑
ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)Y θ

[2ν1−1],...,[2νm−1](f)p ≤ C

∫
[0,1]m

ωθ
k̄(f, t̄)p

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm, (6)

для j = 1, . . . ,m.
Согласно обратной теореме теории приближения “углом” в пространстве Лебега ([7,

лемма 6]) из неравенства (4) следует, что

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k̄(f, t̄)p

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤ C
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)

m∏
j=1

(2νj + 1)−kjθ

(
2νm∑
lm=0

. . .
2νm∑
ν1=0

m∏
j=1

(lj + 1)kj−1Yl1,...,lm(f)p

)θ

, (7)

для j = 1, . . . ,m. В силу монотонного убывания наилучшего приближения “углом” имеем

2νm∑
lm=0

. . .

2νm∑
ν1=0

m∏
j=1

(lj + 1)kj−1Yl1,...,lm(f)p

=
νm∑

µm=0

. . .

ν1∑
µ1=0

2µm∑
lm=[2µm−1]

. . .

2ν1∑
ν1=[2µ1−1]

m∏
j=1

(lj + 1)kj−1Yl1,...,lm(f)p

≤ C
νm∑

µm=0

. . .

ν1∑
µ1=0

m∏
j=1

2µjkjY[2µ1−1],...,[2µm−1](f)p. (8)



О пространстве функций 15

Теперь из неравенств (7) и (8) следует, что

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k̄(f, t̄)p

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤ C

∞∑
νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏
j=1

bθj(2
νj)

m∏
j=1

(2νj + 1)−kjθ

(
νm∑

µm=0

. . .

ν1∑
µ1=0

m∏
j=1

2µjkjY[2µ1−1],...,[2µm−1](f)p,

)θ

(9)

при j = 1, . . . ,m. Так как функции bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m, то нетрудно убедиться
в том, что

∞∑
νj=µj

bθj(2
νj)(2νj + 1)−kjθ ≤ Cbθj(2

µj)2−µjkjθ,

для j = 1, . . . ,m. Поэтому используя обобщенное неравенство Харди (см. лемму 20), из
(9) получим∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k̄(f, t̄)p

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm ≤ C

∞∑
νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏
j=1

bθj(2
νj)Y θ

[2ν1−1],...,[2νm−1](f)p. (10)

Доказательство теоремы 13. По теореме Литтлвуда–Пэли в пространстве Лебега для
функции f ∈ Lp(Tm) имеет место неравенство (см. теорему 18)

Y[2ν1−1],...,[2νm−1](f)p ≤ ∥f − U[2ν1−1],...,[2νm−1](f)∥p

=

∥∥∥∥∥
∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

∑
n∈ρ(s)

an(f)e
i⟨n,x⟩

∥∥∥∥∥
p

≍

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

, (11)

при 1 < p < ∞. Теперь из неравенств (10) и (11) следует, что

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k̄(f, t̄)p

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤ C

∞∑
νm=0

. . .

∞∑
ν1=0

m∏
j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .

∞∑
s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
θ

p

, (12)

для 1 < p < ∞.
Докажем противоположное неравенство к (12). Известно, что (см., например, [9])

∥f − U[2ν1−1],...,[2νm−1](f)∥p ≤ CY[2ν1−1],...,[2νm−1](f)p,

для функции f ∈ Lp(Tm), при 1 < p < ∞. Поэтому из неравенства (6) и соотношения (11)
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следует, что

∞∑
νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .

∞∑
s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
θ

p

≤ C

∫
[0,1]m

ωθ
k
(f, t)p

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm, (13)

для 1 < p < ∞. Далее учитывая, что∥∥∥∥∥
(

∞∑
s1=0

. . .

∞∑
sj=0

∞∑
sj+1=νj+1

. . .

∞∑
sm=νm

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥
(

∞∑
s1=0

. . .
∞∑

sm=0

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≍ ∥f∥p,

для функции f ∈ Lp(Tm), при 1 < p < ∞, неравенство (13) можно переписать в следующем
виде

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k
(f, t)p

m∏
j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤ C

{
∥f∥θp +

∞∑
νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
θ

p

}
, (14)

для 1 < p < ∞.
Теперь из неравенств (13) и (14) по определению класса получим утверждение тео-

ремы 13.

Доказательство теоремы 14. Так как bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m, то пользуясь
леммой 22 и тем, что последовательность

σν1,...,νm =

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

монотонно убывает по каждому индексу νj, для j = 1, . . . ,m, получаем

∞∑
νm=1

. . .

∞∑
ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .

∞∑
s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
θ

p

=
∞∑

νm=1

. . .

∞∑
ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)σθ

ν1,...,νm

≤ C

∞∑
lm=0

. . .

∞∑
l1=0

m∏
j=1

bθj

(
22

lj
)
2ljσθ

[2l1−1]+1,...,[2lm−1]+1. (15)
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По теореме 18 Литтлвуда–Пэли и неравенству треугольника имеем

σ[2l1−1]+1,...,[2lm−1]+1 ≤ C

∥∥∥∥∥
∞∑

sm=[2lm−1]+1

. . .

∞∑
s1=[2l1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

≤ C
∞∑

µm=lm

. . .
∞∑

µ1=l1

∥∥∥∥∥
2µm∑

sm=[2µm−1]+1

. . .

2µ1∑
s1=[2µ1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

.

Поэтому из (15) следует, что

∞∑
νm=1

. . .

∞∑
ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .

∞∑
s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
θ

p

≤ C

∞∑
lm=0

. . .
∞∑

l1=0

m∏
j=1

bθj

(
22

lj
)
2lj

(
∞∑

µm=lm

. . .

∞∑
µ1=l1

∥∥∥∥∥
2µm∑

sm=[2µm−1]+1

. . .

2µ1∑
s1=[2µ1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

)θ

. (16)

Так как функции bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m, то по лемме 22

µj∑
lj=0

bθj

(
22

lj
)
2lj ≤ Cbθj

(
22

µj
)
2µj , j = 1, . . . ,m.

Поэтому пользуясь обобщенным неравенством Харди (см. лемму 20) из формулы (15)
получим

∞∑
νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
θ

p

≤ C

∞∑
lm=0

. . .

∞∑
l1=0

m∏
j=1

bθj

(
22

lj
)
2lj

∥∥∥∥∥
2lm∑

sm=[2lm−1]+1

. . .

2l1∑
s1=[2l1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
θ

p

. (17)

Теперь из неравенства (17) и теоремы 13 следует второе неравенство в теореме 14.
Для доказательства первого неравенства в теореме 14, в силу монотонного убывания

последовательности {σν1,...,νm} и теоремы Литтлвуда–Пэли имеем
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∞∑
νm=1

. . .

∞∑
ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)σθ

ν1,...,νm
≥ C

∞∑
lm=1

. . .
∞∑

l1=1

m∏
j=1

bθj

(
22

lj
)
2ljσθ

[2l1−1]+1,...,[2lm−1]+1

≥ C

∞∑
lm=1

. . .
∞∑

l1=1

m∏
j=1

bθj

(
22

lj
)
2lj

∥∥∥∥∥
(

2lm∑
sm=2lm−1+1

. . .

2l1∑
s1=2l1−1+1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
θ

p

≥ C

∞∑
lm=1

. . .
∞∑

l1=1

m∏
j=1

bθj

(
22

lj
)
2lj

∥∥∥∥∥
2lm∑

sm=2lm−1+1

. . .
2l1∑

s1=2l1−1+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
θ

p

. (18)

Теперь из неравенства (14) и теоремы 13 следует первое неравенство в теореме 14.

Доказательство теоремы 15. Для функции f ∈ Lp(Tm), при 1 < p < ∞ известно, что
(см., например, [25])∥∥∥∥∥

(
∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≤ C

(
∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

∥δs(f)∥βp

) 1
β

, (19)

где β = min{2, p}.
Если 0 < θ ≤ β, то согласно неравенству Йенсена (см. лемму 19) из формулы (14)

получим ∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
θ

p

≤ C
∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

∥δs(f)∥
θ

p.

Поэтому по теореме 13 имеем

∥f∥
S0,b̄
p,θB

≤

{
∥f∥p +

(
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)

∞∑
sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

∥δs(f)∥
θ

p

) 1
θ
}
. (20)

Далее меняя порядок суммирования и пользуясь леммой 23, из (20) получим

∞∑
νm=1

. . .

∞∑
ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj)

∞∑
sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

∥δs(f)∥
θ

p

=
∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

∥δs(f)∥
θ

p

sm∑
νm=1

. . .

s1∑
ν1=1

m∏
j=1

bθj(2
νj) ≤ C

∞∑
sm=1

. . .

∞∑
s1=1

m∏
j=1

bθj(2
sj)sj∥δs(f)∥

θ

p. (21)

Теперь из неравенств (20) и (21) следует, что S
0,v(.)
p,θ B ⊂ S

0,b(.)
p,θ B, в случае 0 < θ ≤ β.

Пусть 1 < β = min{2, p} < θ ≤ ∞. Выберем число ε такое, что 0 < 1
β
− 1

θ
< ε < 1

β
.
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Тогда применяя неравенство Гёльдера при η = θ
β
, 1

η
+ 1

η′
= 1 из (19) получим

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≤ C

(
∞∑

sm=νm

. . .

∞∑
s1=ν1

m∏
j=1

bβj (2
sj)
(
log 21+sj

)εβ∥δs(f)∥βp
×

m∏
j=1

b−β
j (2sj)

(
log 21+sj

)−εβ

) 1
β

≤ C

(
∞∑

sm=νm

. . .

∞∑
s1=ν1

m∏
j=1

bθj(2
sj)
(
log 21+sj

)εθ∥δs(f)∥θp
) 1

θ

×

(
∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

m∏
j=1

b−βη
′

j (2sj)
(
log 21+sj

)−εη
′
) 1

βη
′

. (22)

Выберем число δ такое, что 0 < δ + 1
β
− 1

θ
< ε. Так как функции bj ∈ SV L[1,∞), то

последовательность {bj(2sj)(log 21+sj)δ} почти возрастает. Значит
{

1

bj(2
sj )(log 21+sj )δ

}
почти

убывает, т. е.
1

bj(2sj)(log 21+sj)δ
≤ C

1

bj(2νj)(log 21+νj)δ
,

для номеров sj > νj , j = 1, . . . ,m. Поэтому

(
∞∑

sj=νj

b−βη
′

j (2sj)
(
log 21+sj

)−εβη
′
) 1

βη
′

≤ C
1

bj(2νj)(log 21+νj)δ

(
∞∑

sj=νj

1

(sj + 1)(ε−δ)βη′

) 1

βη
′

≤ C
1

bj(2νj)(log 21+νj)δ
1

(νj + 1)
ε−δ− 1

βη
′
= C

1

bj(2νj)(νj + 1)
ε− 1

βη
′
,

для j = 1, . . . ,m. Из (22) и отсюда получим

∥∥∥∥∥
(

∞∑
sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≤ C

m∏
j=1

1

bj(2νj)(νj + 1)
ε− 1

βη
′

×

(
∞∑

sm=νm

. . .

∞∑
s1=ν1

m∏
j=1

bθj(2
sj)(1 + sj)

εθ∥δs(f)∥θp

) 1
θ

.

Теперь отсюда и из (20) следует, что

∥f∥
S0,b̄
p,θB

≤

{
∥f∥p +

(
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏
j=1

(νj + 1)

(
1

βη
′ −ε

)
θ

×
∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

m∏
j=1

bθj(2
sj)(1 + sj)

εθ∥δs(f)∥
θ

p

) 1
θ
}
, (23)

в случае 1 < β = min{2, p} < θ ≤ ∞.
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Теперь меняя порядок суммирования в правой части формулы (23), выбирая число
ε ∈ (0, 1

β
) и учитывая, что

s∑
ν=1

ν

(
1

βη
′ −ε

)
θ
≤ Cs

θ
β
−εθ,

из неравенства (23) получим

∥f∥
S0,b̄
p,θB

≤ C

{
∥f∥p +

(
∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏
j=1

bθj(2
sj)(1 + sj)

εθ∥δs(f)∥
θ

p

×
sm∑

νm=1

. . .

s1∑
ν1=1

m∏
j=1

(νj + 1)

(
1

βη
′ −ε

)
θ

) 1
θ
}

≤ C

{
∥f∥p +

(
∞∑

sm=1

. . .

∞∑
s1=1

m∏
j=1

bθj(2
sj)s

θ
β

j ∥δs(f)∥
θ

p

) 1
θ
}
, (24)

в случае 1 < β = min{2, p} < θ ≤ ∞. Следовательно S0,v
p,θB ⊂ S0,b

p,θB, в случае 1 < β =

min{2, p} < θ ≤ ∞.
Докажем включение S0,b

p,θB ⊂ S0,u
p,θB. Так как по предположению ряды (условие (1))

∞∑
sj=0

bθj(2
sj) = +∞, j = 1, . . . ,m

то ряды
∞∑

sj=0

bθj(2
sj)(sj + 1)

θ
γ , j = 1, . . . ,m

также расходятся, т. е. пространство S0,u
p,θB ⊂ Lp(Tm) и включение строгое.

Пусть f ∈ S0,b
p,θB. Тогда согласно теореме 14 имеем

∞∑
νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏
j=1

bθj

(
22

νj
)
2νj

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
θ

p

< ∞. (25)

По известной теореме Литтлвуда–Пэли (см. теорему 18) для функции f ∈ Lp(Tm),
при 1 < p < ∞ справедливо неравенство (см., например, [25])∥∥∥∥∥

2νm∑
sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

≥ C

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .

2ν1∑
s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) 1
γ

(26)
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где γ = max{2, p}. Поэтому

∞∑
νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏
j=1

bθj

(
22

νj
)
2νj

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
θ

p

≥ C

∞∑
νm=0

. . .

∞∑
ν1=0

m∏
j=1

bθj

(
22

νj
)
2νj

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ

. (27)

Пусть 0 < θ < γ = max{2, p}. Тогда max{2, p, θ} = γ. Применяя неравенство Гёльдера
при η = γ

θ
, 1

η
+ 1

η′
= 1 получим

2νm∑
sm=[2νm−1]+1

. . .

2ν1∑
s1=[2ν1−1]+1

m∏
j=1

bθj(2
sj)s

θ
γ

j ∥δs(f)∥θp

≤ C

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ
(

2νm∑
sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

m∏
j=1

bθη
′

j (2sj)s
θ
γ
η
′

j

) 1

η
′

.

(28)

Так как функции bj ∈ SV L[1,∞), то

2νj∑
sj=[2νj−1]+1

bθη
′

j (2sj)s
θ
γ
η
′

j ≤ C
(
bj

(
22

νj
)(

log 21+2νj
)ε)θη′ 2νj∑

sj=[2νj−1]+1

s
θ
γ
η
′

j

(
log 21+sj

)−εθη
′

≤ C
(
bj

(
22

νj
)
(1 + 2νj)ε

)θη′ 2νj∑
sj=[2νj−1]+1

(sj + 1)(
1
γ
−ε)θη

′

≤ C
(
bj

(
22

νj
)
(1 + 2νj)ε

)θη′
2
νj

(
( 1
γ
−ε)θη

′
+1

)
≤ Cbθη

′

j

(
22

νj
)
2
νj

(
θη

′

γ
+1

)
,

для j = 1, . . . ,m. Поэтому из (28) получим

2νm∑
sm=[2νm−1]+1

. . .

2ν1∑
s1=[2ν1−1]+1

m∏
j=1

bθj(2
sj)s

θ
γ

j ∥δs(f)∥θp

≤ C

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ m∏

j=1

bθj

(
22

νj
)
2
νj

(
θη

′

γ
+1

)
1

η
′

= C

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .

2ν1∑
s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ m∏

j=1

bθj

(
22

νj
)
2νj .
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Следовательно из (27) и (28) следует, что

∞∑
sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏
j=1

bθj(2
sj)s

θ
β

j ∥δs(f)∥
θ

p

≤ C
∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏
j=1

bθj

(
22

νj
)
2νj

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ

≤ C
∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏
j=1

bθj

(
22

νj
)
2νj

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
θ

p

,

для функции f ∈ S
0,b(.)
p,θ B, в случае 0 < θ < γ = max{2, p}. Значит в силу (25) будем иметь

S
0,b(.)
p,θ B ⊂ S

0,u(.)
p,θ B, в случае 0 < θ < γ = max{2, p}.

Пусть 1 < γ = max{2, p} ≤ θ < ∞. Тогда max{2, p, θ} = θ, т. е. θ/max{2, p, θ} = 1. То-
гда согласно неравенству Йенсена (см. лемму 19), условия bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m

и неравенству (26) имеем

2νm∑
sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

m∏
j=1

bθj(2
sj)s

θ
γ

j ∥δs(f)∥θp

≤ C
m∏
j=1

bθj

(
22

νj
)
2νj

2νm∑
sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥θp

≤ C
m∏
j=1

bθj

(
22

νj
)
2νj

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ

≤ C
m∏
j=1

bθj

(
22

νj
)
2νj

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
θ

p

. (29)

Теперь из неравенств (26) и (29) следует, что

∞∑
sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏
j=1

bθj(2
sj)s

θ
max{2,p,θ}
j ∥δs(f)∥

θ

p

≤ C
∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏
j=1

bθj

(
22

νj
)
2νj

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
θ

p

,

для функции f ∈ S
0,b(.)
p,θ B, в случае 1 < γ = max{2, p} ≤ θ < ∞. Следовательно, в силу

(25) будем иметь S
0,b(.)
p,θ B ⊂ S

0,u(.)
p,θ B, в случае 1 < γ = max{2, p} ≤ θ < ∞, где uj = bj +

1
θ
,

для j = 1, . . . ,m.
Пусть θ = ∞. Тогда max{2, p, θ} = ∞. Значит 1/max{2, p, θ} = 0. Следовательно,
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учитывая, что bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m нетрудно убедиться в том, что

m∏
j=1

bj(2
sj)s

1
max{2,p,θ}
j =

m∏
j=1

bj(2
sj) ≤ C

m∏
j=1

bj

(
22

νj
)
,

для sj = [2νj−1] + 1, . . . , [2νj ], j = 1, . . . ,m. Поэтому

m∏
j=1

bj(2
sj)s

1
max{2,p,θ}
j ∥δs(f)∥p =

m∏
j=1

bj(2
sj)∥δs(f)∥p ≤ C

m∏
j=1

bj(2
2νj )∥δs(f)∥p

≤ C
m∏
j=1

bj

(
22

νj
)( 2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .

2ν1∑
s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) 1
γ

≤ C
m∏
j=1

bj

(
22

νj
)∥∥∥∥∥

2νm∑
sm=[2νm−1]+1

. . .

2ν1∑
s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

,

для sj = [2νj−1] + 1, . . . , [2νj ], j = 1, . . . ,m. Следовательно,

sup
s∈Zm

+

m∏
j=1

bj(2
sj)s

1
max{2,p,θ}
j ∥δs(f)∥p ≤ C sup

ν∈Zm
+

m∏
j=1

bj

(
22

νj
)∥∥∥∥∥

2νm∑
sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

.

Значит S
0,b(.)
p,θ B ⊂ S

0,u(.)
p,θ B, в случае 1 < γ = max{2, p, θ}, θ = ∞.

Доказательство теоремы 17. Пусть f ∈ S
0,b(.)
p,θ B. Если 1 < τ < θ < ∞, применяя нера-

венство Гёльдера при η = θ
τ
, 1

η
+ 1

η′
= 1 получим

{
∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏
j=1

s
1− τ

p

j ∥δs̄(f)∥τp

} 1
τ

≤

{
∞∑

sm=1

. . .

∞∑
s1=1

m∏
j=1

bθj(2
sj)∥δs(f)∥θp

} 1
θ

×

{
∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏
j=1

b−τη
′

j (2sj)s
( 1
τ
− 1

p)τη
′

j

} 1

τη
′

. (30)

Согласно условию (2) из неравенства (30) следует, что

∞∑
sm=1

. . .

∞∑
s1=1

m∏
j=1

s
1− τ

p

j ∥δs̄(f)∥τp < ∞.

В [21] доказано, что

∥f∥∗p,τ <<

{
∞∑

sm=1

. . .

∞∑
s1=1

m∏
j=1

s
1− τ

p

j ∥δs̄(f)∥τp

} 1
τ

. (31)
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Следовательно S
0,b(.)
p,θ B ⊂ L∗

p,τ (Tm), 1 < τ < θ < ∞.
Если θ = ∞, то из формулы (31) получим

∥f∥∗p,τ <<

{
∞∑

sm=1

. . .

∞∑
s1=1

m∏
j=1

b−τ
j (2sj)s

( 1
τ
− 1

p)τ
j

} 1
τ

sup
s∈Z+

m∏
j=1

bj(2
sj)∥δs(f)∥p. (32)

В силу условия (2) из неравенства (32) следует, что S
0,b(.)
p,θ B ⊂ L∗

p,τ (Tm), в случае θ = ∞.
Если 1 < θ ≤ τ < ∞, то применяя лемму 19 из формулы (31) согласно условию (3)

получим, что S
0,b(.)
p,θ B ⊂ L∗

p,τ (Tm).

Автор благодарен рецензентам за замечания к тексту статьи и С.Ю.Тихонову за
обсуждение результатов.
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