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Монотонно линейно связные множества в
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Аннотация. В последнее время активно развивается направление геомет-
рической теории приближений, связанное с понятием монотонных множеств.
Особенно полезным в различных приложениях является понятие монотонно
линейно связного множества. Цель настоящей работы – дать краткий, но ем-
кий обзор по этой проблематике, а также показать взаимосвязь с ключевыми
свойствами приближающих множеств. К таким свойствам относятся характе-
ристики элементов наилучшего приближения, а также свойства единственно-
сти и устойчивости.

Ключевые слова: монотонно линейно связное множество, чебышевское мно-
жество, солнце, наилучшее приближение, устойчивость наилучшего прибли-
жения, ассоциированная норма.

DOI: 10.26907/2949-3919.2024.2.30-46

Введение

Одним из важных направлений теории приближений является геометрическая тео-
рия приближений, проблематика которой и классические результаты подробно изложены
в монографиях [1, 2] и обзорах [3, 4]. В настоящей работе мы освещаем современные ре-
зультаты геометрической теории приближения, связанные с монотонной линейной связ-
ностью множеств и ее приложениями. Монотонная линейная связность является ослабле-
нием свойства выпуклости. Понятие монотонной линейной связности находит применение
в различных областях математики и ее приложений. В частности, теорему типа Куна–
Таккера удается перенести со случая выпуклого множества на случай монотонно линейно
связных множеств.

Ниже X = (X, ∥ · ∥) – действительное линейное нормированное пространство. Далее:
• B(x, r) = {y ∈ X | ∥x− y∥ ⩽ r} – замкнутый шар с центром x и радиусом r;
• B̊(x, r) = {y ∈ X | ∥x− y∥ < r} – открытый шар с центром x и радиусом r;
• S(x, r) = {y ∈ X | ∥x− y∥ = r} – сфера с центром x и радиусом r.
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В частном случае B := B(0, 1), S = S(0, 1) – единичные шар и сфера.
Величиной наилучшего приближения или расстоянием от заданного элемента x ли-

нейного нормированного пространства X до заданного непустого множества M ⊂ X назы-
вается величина ρ(x,M) := infy∈M ∥x− y∥. Множество всех ближайших точек (элементов
наилучшего приближения) в M для заданного x обозначается PMx, т. е.

PMx :=
{
y ∈ M | ρ(x,M) = ∥x− y∥

}
.

Оператор x 7→ PMx называется оператором метрической проекции.

1. Монотонно линейно связные и m-связные множества

1.1. Определение (BM)-пространств. При изучении связности солнц в конеч-
номерных пространствах А.Л. Браун [5] ввел класс (BM) линейных нормированных про-
странств (см. также [6, § 3.1]). В таких пространствах оказалось возможным установить
ряд нетривиальных результатов о геометрическо-топологических свойствах солнц (см.
§ 2.1 ниже).

Определение 1. Пространство X называется (BM)-пространством, если

B(0, ∥x∥) ∩
(
m(x, y) \ {x}

)
̸= ∅ (1)

при условии, что [x, x− y] ∩ B̊(0, ∥x∥) = ∅, x ̸= 0.
Здесь и далее m(M) – пересечение всех замкнутых шаров, содержащих множе-

ство M , и, в частности, m(x, y) – пересечение всех замкнутых шаров, содержащих точ-
ки x, y (оболочка Банаха–Мазура точек x и y; см. [1, § 7.7.1]).

Класс (BM)-пространств содержит в себе все гладкие пространства, все двумерные
пространства с полигональным единичным шаром, пространства ℓ∞n , c0, c, ℓ∞, все замкну-
тые идеалы пространства C(Q), все подрешетки C(Q) с единицей (см. [6, § 3.1.1]). Строго
выпуклое пространство лежит в классе (BM) тогда и только тогда, когда оно гладкое [5].
Пространства ℓ1, ℓ1n, n ⩾ 3, не принадлежат классу (BM).

В пространстве C(Q) (Q – компактное хаусдорфово пространство) структура обо-
лочки Банаха–Мазура m(x, y) вполне ясна:

m(x, y) =
{
z
∣∣ z(q) ∈ [x(q), y(q)], q ∈ Q

}
=: [[x, y]]. (2)

Аналогичное представление также верно и в пространстве C0(Q).

1.2. Ассоциированная норма. Теорема Рейнуотера–Симонса о слабой
сходимости для ассоциированной нормы. Ниже extS – множество экстре-
мальных (крайних) точек единичной сферы S, extS∗ – множество экстремальных (край-
них) точек сопряженной единичной сферы S∗.
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В дальнейшем нам потребуется понятие ассоциированной нормы (см. [1, § 7.7], [6,
§ 3.2.1]. Напомним определения двух важных классов пространств.

Класс (MeI) пространств X определяется1 следующим образом:

m(x, y) = [[x, y]] для всех x, y ∈ X. (MeI)

Здесь

[[x, y]] := {z ∈ X | min{φ(x), φ(y)} ⩽ φ(z) ⩽ max{φ(x), φ(y)} ∀φ ∈ extS∗} (3)

– сегмент [[x, y]] (см. [1, § 7.7.2]).
В условии (MeI) включение

m(x, y) ⊃ [[x, y]] (4)

имеет место в любом X; равенство m(x, y) = [[x, y]] (см. (MeI)) выполнено, в частности, в
любом сепарабельном пространстве (см. [6, § 3.2.1]).

Также рассмотрим класс2 пространств (Ex-w∗s), введенный Франкетти и Роверси:

extS∗ является w∗-сепарабельным. (Ex-w∗s)

В определении класса (Ex-w∗s) мы всегда предполагаем, что

F = (fi)i∈I ⊂ extS∗ является w∗-плотным в extS∗, card I ⩽ ℵ0, F = −F.

Любое пространство из класса (Ex-w∗s) имеет w∗-сепарабельный единичный шар. Да-
лее, хорошо известно, что если X – сепарабельное линейное нормированное пространство,
то w∗-топология единичного шара B∗ сопряженного пространства X∗ метризуема. Отсюда
следует, что любое сепарабельное пространство лежит в классе (Ex-w∗s). Класс (Ex-w∗s)
также содержит несепарабельное пространство ℓ∞.

Определение 2. Пусть пространство X принадлежит классу (Ex-w∗s), а F = (fi)i∈I –
семейство функционалов из определения класса (Ex-w∗s); пусть также (αi) ⊂ R, αi > 0,
i ∈ I, card I ⩽ ℵ0, и

∑
αi < ∞. Для x ∈ X положим

|x| =
∑
i∈I

αi|fi(x)|. (5)

Тогда | · | – норма на X, которую, следуя А.Л.Брауну [5], мы называем ассоциированной
(по Брауну). Ясно, что |x| ⩽ ∥x∥

∑
αi.

Отметим ряд свойств ассоциированной нормы (см. [1, 6]).
1Сокращение (MeI) происходит от английского “The hull m(x, y) equals the interval [[x, y]] for all x, y”.
2Сокращение (Ex-w∗s) происходит от немецкого “Die Extrempunktmenge der konjugierten Einheitskugel

ist w∗-separabel”.
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Предложение 3. Пусть X ∈ (Ex-w∗s) и F = (fi)i∈I – соответствующее семейство
функционалов из определения класса (Ex-w∗s). Тогда:

a) xn
| · |−→ x ⇒ fi(xn) → fi(x) для любого fi ∈ F ;

b) (xn) – | · |-последовательность Коши ⇔ (fi(xn)) сходится в R для любого i ∈ I;

c) xn
| · |−→ x ⇒ ∥x∥ ⩽ lim inf ∥xn∥;

d) любой замкнутый шар | · |-замкнут; как следствие, m(M) | · |-замкнуто для лю-
бого ограниченного множества M ⊂ X;

e) xn
| · |−→ x ⇒ xn

w→ x;

f) если F ∥ · ∥-плотно в extS∗, то xn
| · |−→ x ⇔ xn

w→ x (это условие выполнено,
например, для пространства c0);

g) если A ⊂ X ∥ · ∥-компактно, то ε-расширение Aε := {x ∈ X | ρ(x,A) ⩽ ε} мно-
жества A | · |-замкнуто в X.

Нам потребуется обобщение классической теоремы Рейнуотера–Симонса (см., напри-
мер, [7, § 3.11.8.5]) на случай сходимости относительно ассоциированной нормы | · | на про-
странствах класса (Ex-w∗s) (в частности, на сепарабельных пространствах). Такое обобще-
ние позволяет при исследовании монотонной связности солнц и чебышевских множеств3

применить аппарат метрической выпуклости для ассоциированной нормы | · |). Теорема
Рейнуотера–Симонса утверждает, что ограниченная последовательность (xn) в банаховом
пространстве X слабо сходится к x ∈ X, если и только если последовательность (f(xn))

сходится к f(x) для каждого функционала f из произвольной фиксированной границы
Джеймса пространства X (например, для всех f ∈ extS∗). Таким образом, хотя в общем
случае слабая сходимость не метризуема, имеется норма на X ∈ (Ex-w∗s), относительно
которой сходимость последовательностей равносильна слабой сходимости. Здесь напом-
ним (см., например, [7, § 3.11.8]), что подмножество A единичной сферы S∗ сопряженного
пространства X∗ называется границей (Джеймса) для пространства X, если для каждого
x ∈ X найдется f ∈ A такой, что f(x) = ∥x∥.

Отметим следующее обобщение классической теоремы Рейнуотера–Симонса (см. [8]).
Пусть X ∈ (Ex-w∗s) – банахово пространство, F := (fi)i∈I ⊂ extS∗ – набор функционалов
из определения класса (Ex-w∗s). Пусть (xn) – | · |-ограниченная последовательность в X.
Рассмотрим следующие условия:

a) xn
| · |−→ x;

b) fi(xn) → fi(x) для любого i ∈ I;
c) xn

w−→ x.

3Множество M называется чебышевским, если оно есть множество существования и единственности,
т. е. множество PMx одноточечно для любого x ∈ X. Множество M называется солнцем, если любая точка
x /∈ M является точкой солнечности, что по определению означает, что существует точка y ∈ PMx ̸= ∅
(точка светимости) такая, что y ∈ PM

(
(1 − λ)y + λx

)
для всех λ ⩾ 0 (геометрически это означает, что

из точки y исходит “солнечный” луч, проходящий через x, для каждой точки которого точка y является
ближайшей из M). Множество M называется строгим солнцем, если для любого x /∈ M PMx ̸= ∅ и любая
точка y ∈ PMx является точкой светимости.
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Тогда условия a) и b) эквивалентны, любое из них обеспечивается выполнением условия c).
При этом, если X∗ сепарабельно, то все три условия эквивалентны.

Отметим, что ∥ · ∥-ограниченная последовательность | · |-ограничена, а также, что
(X, | · |) является пространством Шура, т. е. в нем слабо сходящиеся последовательности
сходятся по норме.

1.3. Монотонно линейно связные множества.

Определение 4. Замкнутое множество M ⊂ X называется монотонно линейно связным,
если любые две точки из M можно соединить непрерывной монотонной кривой (дугой)
k( · ) ⊂ M ; здесь непрерывная кривая k(τ), 0 ⩽ τ ⩽ 1, в линейном нормированном про-
странстве X называется монотонной, если f(k(τ)) является монотонной функцией по τ

для любого f ∈ extS∗ (по поводу дальнейших деталей см. [1, § 7.7.3]).

Определение 5. Множество M ⊂ X называется m-связным (связным по Менгеру), если
m(x, y) ∩M ̸= {x, y} для любых различных точек x, y ∈ M .

Любое выпуклое множество монотонно линейно связно; пересечение монотонно ли-
нейно связного множества и промежутка4 монотонно линейно связно. Монотонно линейно
связное множество всегда B-линейно связно (т. е. его пересечение с любым замкнутым –
а следовательно, и с открытым – шаром линейно связно).

Замечание 6. Используя (4), нетрудно проверить, что монотонно линейно связное мно-
жество необходимо m-связно. Однако (в бесконечномерном случае) обратное утвержде-
ние может нарушаться даже для замкнутых множеств – соответствующий пример
в пространстве C[0, 1] предложен К.Франкетти и С.Роверси: пусть M = M1 ∪ M−1, где
Mσ = {x ∈ C[0, 1] | x(0) = σ}, σ = ±1. Тогда M состоит из двух выпуклых непересекаю-
щихся компонент, однако множество M m-связно.

Отметим, что в c0 и в произвольном конечномерном пространстве эти свойства экви-
валентны для замкнутых множеств (см. [6, § 3.2.2]). Также отметим, что в конечномерных
пространствах X со свойством extS∗ = S∗ класс монотонно линейно связных (m-связных)
замкнутых множеств совпадает с классом замкнутых выпуклых множеств – в таких про-
странствах X всегда имеет место равенство m(x, y) = [x, y] для любых x, y ∈ X).

Далее, если Q обозначает некоторое свойство (например, “связность”), мы будем го-
ворить, что замкнутое множество M обладает свойством:

• P -Q, если при всех x ∈ X множество PMx непусто и обладает свойством Q;
• B-Q, если M ∩B(x, r) обладает свойством Q при всех x ∈ X, r > 0;
• B̊-Q, если M ∩ B̊(x, r) обладает свойством Q при всех x ∈ X, r > 0.
К примеру, замкнутое подмножество конечномерного пространства P -непусто, т. е.

является множеством существования.

4Промежуток – это множество M со свойством [[x, y]] ⊂ M при условии, что x, y ∈ M (см. (3)).
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Приведем основной результат о связи монотонно линейно связных и m-связных мно-
жеств (см. [9]). В теореме 7 экстремальная ограниченная клеточноподобность понима-
ется следующим образом: если пересечение множества M с брусом5 ограничено, то оно
клеточноподобно (см. [1, § 10.4.2]).

Теорема 7. Пусть X – банахово пространство из класса (MeI)∩ (Ex-w∗s) (в частности,
X – сепарабельное пространство), и пусть множество M ⊂ X замкнуто и m-связно.
Предположим, что выполнено хотя бы одно из следующих условий:

a) M ограниченно компактно (в норме ∥ · ∥);
b) M является | · |-замкнутым, а m(x, y) | · |-компактно для любых x, y ∈ X;
c) m(x, y) является ∥ · ∥-компактным для любых x, y ∈ X.

Тогда M монотонно линейно связно.
Если вдобавок множество M ограниченно компактно, то оно P - и B-клеточно-

подобно, P - и B-ациклично (относительно любой непрерывной теории (ко)гомологий) и
является солнцем.

Если X конечномерно, то, дополнительно, M экстремально стягиваемо (в част-
ности, P - и B-стягиваемо) и на множество M существует непрерывная (аддитивная
или, эквивалентно, мультипликативная) ε-выборка для всех ε > 0.

Предложение 8. Пусть X – банахово пространство из класса (MeI)∩ (Ex-w∗s) (в част-
ности, X – сепарабельное пространство), и пусть последовательность (xn) стремится
к x по норме | · | и монотонно (последнее означает, что f(xn) → f(x) монотонно для

любого f ∈ extS∗). Тогда xn
∥ · ∥−→ x.

Отметим еще один близкий результат [10].

Предложение 9. Пусть (xn) слабо сходится к элементу x монотонно относительно
функционалов из extS∗. Тогда ∥xn − x∥ → 0.

Для слабо компактных множеств имеет место следующий результат (см. [9]).

Теорема 10. Пусть X – сепарабельное банахово пространство, и пусть ∅ ̸= M ⊂ X

ограниченно слабо компактно. Предположим, что M m-связно. Тогда M монотонно
линейно связно.

Имеет место следующий предельный результат (см., например, [6, теорема 3.25]).

Теорема 11. Пусть X ∈ (MeI) ∩ (Ex-w∗s) (в частности, X – сепарабельное банахово
пространство), и пусть (Mi) – последовательность m-связных подмножеств простран-
ства X. Тогда:

5Ниже под брусом мы будем понимать пересечения экстремальных гиперполос вида
{x ∈ X | a ⩽ f(x) ⩽ b}, −∞ ⩽ a ⩽ b ⩽ +∞, f ∈ extS∗, порождаемых в исходном пространстве экс-
тремальными функционалами из S∗. Частным случаем бруса является замкнутый единичный шар.
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a) если M1 ⊃ M2 ⊃ . . . ⊃ Mi ⊃ . . . и если каждое из множеств Mi ограниченно
компактно, то множество

⋂∞
i=1Mi монотонно линейно связно;

b) если M1 ⊂ M2 ⊂ . . . ⊂ Mi ⊂ . . . и Mi ⊂ H, где H – ограниченно компактное
множество в X, то множество K :=

⋃∞
i=1Mi монотонно линейно связно.

Пусть пространство X лежит в классе (MeI) ∩ (Ex-w∗s) (в частности, X – сепара-
бельное линейное нормированное пространство), и пусть F = (fi) ⊂ extS∗ – w∗-плотное
в extS∗ семейство из определения класса (Ex-w∗s). Для каждого n ∈ N рассмотрим огра-
ниченный линейный оператор sn : X → ℓ∞n , определенный как sn(x) =

(
f1(x), . . . , fn(x)

)
.

Отметим, что ∥sn(x)∥ ⩽ ∥x∥ и ∥sn(x)∥ → ∥x∥ при n → ∞.

Теорема 12 (см., например, [6, теорема 3.26]). Пусть X – банахово пространство из
класса (MeI)∩(Ex-w∗s) (в частности, X – сепарабельное банахово пространство), и пусть
∅ ̸= M ⊂ X ограниченно компактно. Тогда:

1) если M m-связно в X, то sn(M) монотонно линейно связно в ℓ∞n для всех n ∈ N;
2) если sn(M) m-связно в ℓ∞n для всех n ∈ N, то M монотонно линейно связно в X.

Теорема 13 (см., например, [6, теорема 3.27]). Пусть X ∈ (MeI)∩(Ex-w∗s) – банахово про-
странство (в частности, X сепарабельно или X = ℓ∞), и пусть множество ∅ ̸= M ⊂ X

ограниченно компактно и m-связно. Тогда M P - и B-клеточноподобно, т. е. каждое из
множеств

PMx, M ∩B(x, r), x ∈ X, r > 0,

клеточноподобно. В частности, множество M P - и B-ациклично (относительно любой
непрерывной теории (ко)гомологий) и является солнцем.

Замечание 14. Ответ на обратный вопрос о монотонной линейной связности B-ациклич-
ных (P -ацикличных) множеств не так подробно изучен (см. пример 30 ниже).

Замечание 15. В любом линейном нормированном пространстве X из условия, что
M =

⋃
n∈N Mn, где каждое Mn – монотонно линейно связное множество, и Mn ⊂ Mn+1

(n ∈ N), вытекает, что M – монотонно линейно связное множество.

Следствие 16. Множество M монотонно линейно связно тогда и только тогда, когда
для любой расширяющейся последовательности шаров, объединение которых содержит
M , пересечение с каждым шаром такой последовательности монотонно линейно связно.

Теорема 17 (И.Г. Царьков, [6, теорема 3.28]). Пусть M – монотонно линейно связное
непустое множество и N – замкнутый промежуток в пространстве ℓ∞n . Тогда их ариф-
метическая сумма M +N является монотонно линейно связным множеством.

Теорема 18 (И.Г. Царьков, [6, теорема 3.29]). Пусть M – монотонно линейно связное
непустое множество в пространстве C(Q), где Q – метрический компакт. Тогда ариф-
метическая сумма M + B̊(0, R) (R > 0) монотонно линейно связна.
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Отметим еще несколько свойств монотонно линейно связных множеств.
1◦. Пусть Mα – монотонно линейно связное множество в линейно нормирован-

ном пространстве Xα (α ∈ A). Тогда декартово произведение M =
∏

α∈AMα являет-
ся монотонно линейно связным множеством в пространстве X =

∏
α∈AXα с нормой

∥x∥ = supα∈A ∥xα∥, где x = (xα)α∈A.
Пусть X, Y – линейные нормированные пространства. Отображение F : X → Y на-

зывается монотонным, если для любого промежутка Π ⊂ Y его прообраз F−1(Π) является
промежутком в X.

2◦. Пусть G ⊂ Rn – выпуклое непустое множество и отображение F : G → R явля-
ется монотонной функцией на непустом пересечении произвольной прямой в Rn с мно-
жеством G. Тогда множество функций {F ◦ f(t) | f ∈ C(Q,G)} монотонно линейно
связно в пространстве C(Q,Rn).

3◦. Пусть F : R → R – монотонная непрерывная функция, M – монотонно линейно
связное множество в C(Q,R). Тогда множество MF := {F ◦ f | f ∈ M} монотонно
линейно связно в C(Q,R).

4◦. Предположим, что X и Y – линейные нормированные пространства, F : X → Y

– монотонное непрерывное отображение. Тогда для монотонно линейно связного множе-
ства M ⊂ X множество F (M) монотонно линейно связно в Y .

5◦. Пусть {Mn}∞n=1 – вложенная система монотонно линейно связных слабо ком-
пактных множеств в сепарабельном пространстве X. Тогда пересечение

⋂∞
n=1 Mn моно-

тонно линейно связно (см. также теорему 11 выше).

2. Монотонная связность солнц

Напомним, что такое важное понятие, как строгое солнце, есть по сути геометриче-
ская переформулировка характеризационного свойства элемента наилучшего приближе-
ния (критерий Колмогорова). Отправной точкой при исследовании монотонной связности
(в разных смыслах) в теории приближений служит теорема Д.Браесса [11], которая в со-
временных терминах переформулируется следующим образом: каждое строгое солнце в
пространстве ℓ∞n монотонно линейно связно. Х. Беренс и Л.Хетцельт [12] для более общего
случая солнц получили более слабое утверждение, а именно: в ℓ∞n каждое солнце связно
по Менгеру (m-связно). Имеет место следующий более сильный результат.

Теорема 19 (см., например, [6, теорема 3.31]). Непустое подмножество пространства
ℓ∞n является солнцем тогда и только тогда, когда оно замкнуто и монотонно линейно
связно.

Отметим, что на плоскости любое солнце монотонно линейно связно. Однако в ко-
нечномерных пространствах большей размерности (начиная с размерности 3) есть приме-
ры не монотонно линейно связных чебышевских множеств (которые, конечно, являются
солнцами); см. [13] и пример 30 ниже.
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2.1. Монотонная линейная связность солнц в (BM)-пространствах.
Следующий результат [9], характеризующий солнца в (BM)-пространствах в терминах
монотонной линейной связности, обобщает теорему 19. В нем m-связность установлена
А.Л.Брауном [5], a монотонная линейная связность гарантируется теоремой 7.

Теорема 20 (см., например, [6, теорема 3.32]). В конечномерном (BM)-пространстве
класс солнц совпадает с классом монотонно линейно связных множеств и совпадает с
классом замкнутых m-связных множеств.

На случай ограниченно компактных солнц в бесконечномерных пространствах тео-
рема 20 обобщается следующим образом (см. [9]).

Теорема 21. Пусть X – (BM)-пространство из класса (MeI)∩ (Ex-w∗s) (в частности,
X – сепарабельное пространство) и такое, что в нем оболочка m(x, y) | · |-компактна6

для любых x, y ∈ X. Тогда в X любое ограниченно компактное солнце монотонно линейно
связно (и, в частности, m-связно).

Ряд характеризаций солнц в полиэдральных (BM)-пространствах также дается в
[6, теорема 3.40].

2.2. Солнечность и монотонная линейная связность в пространстве
типа C(Q). Характеризация монотонно линейно связных множеств в
терминах солнечности. Следующий результат дает пример (негладкого) бесконеч-
номерного пространства в котором всякое солнце связно (и, более того, монотонно линейно
связно).

Теорема 22 (см., например, [6, теорема 3.34]).
1) Произвольное солнце в c0 монотонно линейно связно.
2) m-связное (и тем более монотонно линейно связное) аппроксимативно компакт-

ное непустое подмножество пространства c0 является солнцем.

Рассмотрим аналогичный вопрос о связности солнц в пространствах C(Q).

Определение 23. Подмножество M ⊂ X называется сильно связным по Менгеру, если
[[x, y]] ∩M ̸= {x, y} для любых различных точек x, y ∈ M .

Замечание 24. Обычная связность по Менгеру (m-связность) определяется так же, как
и сильная связность по Менгеру, с одной только разницей, что сегмент [[x, y]] заменяется
на множество m(x, y) :=

⋂
B(z,r)⊃{x,y}B(z, r). Как известно, [[x, y]] ⊂ m(x, y), и поэтому из

сильной связности по Менгеру вытекает обычная связность по Менгеру. Известно, что
в сепарабельном пространстве эти связности эквивалентны. До сих пор не известно ни
одного примера, когда была бы обычная связность по Менгеру, а сильной не было. Связано
это с тем, что не известно примеров пространств, в которых [[x, y]] ̸= m(x, y) (см. (4)).

6Это свойство выполнено, в частности, для пространства c0 (см. § 2.2 ниже).
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Отметим также, что в определении слабой связности по Менгеру можно ограничиться
линейно независимыми наборами α = (x∗

1, . . . , x
∗
n).

Теорема 25 (см., например, [6, теорема 3.36]). В пространстве C(Q) или ℓ∞(E) огра-
ниченно слабо компактное солнце сильно связно по Менгеру и, следовательно, в C(Q)

монотонно линейно связно.

Следствие 26. В пространстве C(Q) ограниченно компактное солнце сильно связно по
Менгеру и, следовательно, монотонно линейно связно.

Из теорем 28 и 25 вытекает следующая характеризация монотонно линейно связных
множеств в C(Q) в терминах солнечности.

Теорема 27 (см., например, [6, теорема 3.37]). В C(Q) ограниченно компактное множе-
ство является солнцем если и только если оно монотонно линейно связно.

Следующий результат является обобщением одной известной теоремы Л.П.Власова
(см. [4, теорема 4.4]) о солнечности ограниченно компактных P -ацикличных солнц.

Теорема 28 (см., например, [6, теорема 3.23]). Монотонно линейно связное ограниченно
компактное подмножество банахова пространства является солнцем.

2.3. Монотонная линейная связность и чебышевские множества в
произвольных пространствах. Следующую теорему можно рассматривать, как
первый результат, в котором солнечность чебышевского множества устанавливается при
наложении на него структурных ограничений типа связности.

Теорема 29 (см., например, [1, теорема 10.11]). Пусть M – монотонно линейно связное
подмножество линейного нормированного пространства. Предположим, что PMx = {y}
для некоторого x /∈ M . Тогда x – точка солнечности (y – точка светимости).

Как следствие, монотонно линейно связное чебышевское множество в линейном
нормированном пространстве является солнцем.

Отметим, что существуют примеры пространств, отличных от C(Q), которые содер-
жат не монотонно линейно связные солнца (и даже чебышевские солнца). Следующий при-
мер показывает, что можно построить пространство любой конечной размерности n ⩾ 3,
содержащее не монотонно линейно связное чебышевское множество. По поводу некоторых
дальнейших результатов в конечномерном случае см., например, [13–15].

Пример 30. Пусть dimX < ∞, extS∗ = S∗. Выше мы отмечали, что в таком простран-
стве монотонная линейная связность замкнутого множества равносильна его выпуклости.
И.Г. Царьков (см., например, [6, пример 3.2]) для любого конечного 3 ⩽ n < ∞ построил
пример пространства X размерности n со свойством extS∗ = S∗, содержащего неогра-
ниченное невыпуклое чебышевское множество M ′; при этом любое ограниченное чебы-
шевское множество в X выпукло. Такое множество M ′ служит примером не монотонно
линейно связного B-ацикличного (P -ацикличного) множества (чебышевского солнца).
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Из недавних результатов отметим работу E.A.Савиновой [16], которая нашла необ-
ходимые и достаточные условия для того, чтобы заданное линейно связное подмножество
M ⊂ Rn было монотонно линейно связным относительно некоторой нормы на Rn (по по-
воду дальнейших продвижений см. также [17]).

Среди нерешенных проблем в этой области выделим следующую: охарактеризовать
пространства, в которых каждое (ограниченное) чебышевское множество (солнце, строгое
солнце) монотонно линейно связно, m-связно. Ряд продвижений в этом вопросе в трех-
мерном случае был получен А.Р.Алимовым и Б.Б.Бедновым (см., например, [13–15,18]).

3. Приложения

Отметим некоторые приложения полученных выше результатов о монотонной ли-
нейной связности с конкретным объектам приближения.

Пусть n ∈ N, K > 0, a < b. Через S(n,K) = S(n,K, [a, b]) обозначим множество всех
n-звенных K-липшицевых ломаных в C[a, b]. Множество S(n,K) монотонно линейно связ-
но в пространстве C[a, b]. Отсюда вытекает, что множество всех n-звенных ломаных
Sn =

⋃∞
m=1 S(n,m) монотонно линейно связно в C[a, b]. Как следствие, множество S(n,K)

всех n-звенных K-липшицевых ломаных является солнцем в C[a, b]. Также отметим, что
множество всех k-монотонных векторов в ℓ∞n монотонно линейно связно (см. [6, § 3.2.6]).

Подмножество M ⊂ X называется устойчиво монотонно линейно связным [10],
если существует непрерывное отображение p : M ×M × [0, 1] → M , для которого p(x, y, · )
является монотонным путем, соединяющим точки x, y ∈ M .

Теорема 31 (см., например, [3, § 3]). Пусть X – банахово пространство, M ⊂ X – устой-
чиво монотонно линейно связное множество (или монотонно линейно связное P -ком-
пактное множество) с непрерывной по Хаусдорфу метрической проекцией. Тогда мно-
жество M обладает непрерывной выборкой из метрической проекции.

Рассмотрим следующее классическое семейство рациональных функций в C[a, b]:

Rn,m = Rn,m[a, b] := {p/q | p ∈ Pn, q ∈ Pm, q ̸= 0},

где Pn – подпространство алгебраических многочленов степени не выше n. Хорошо извест-
но, что Rn,m – чебышевское солнце в C[a, b]. Однако в Lp[a, b], 1 < p < ∞, Н.В. Ефимовым
и С.Б.Стечкиным из общих теорем геометрической теории приближений было установле-
но, что Rn,m, m ⩾ 1, является множеством существования, но не единственности. В случае
L1[a, b] ими же было показано отсутствие единственности наилучшего приближения клас-
сом R0,2. И.Г. Царьков, используя общие теоремы геометрической теории приближений,
доказал отсутствие единственности наилучшего приближения в L1[a, b] для всех классов
дробей Rn,m, m ⩾ 1. Рассмотрим более общий класс рациональных функций:

RV
W :=

{
r = v/w

∣∣ v ∈ V, w ∈ W
}
,
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здесь Q – метрический компакт, V,W ⊂ C(Q) – выпуклые множества, W состоит из
положительных функций. Множество RV

W является строгим протосолнцем в C(Q).
Пусть V,W ⊂ C(Q), и пусть U ⊂ V ×W – непустое выпуклое множество. Рассмотрим

следующее обобщение классов Rn,m и RV
W дробно-рациональных функций:

RU :=
{
r ∈ C(Q) | rw = v, w ̸≡ 0, (v, w) ∈ U

}
. (6)

Теорема 32 (см. [19]). Множество обобщенных дробно-рациональных функций RU

является строгим протосолнцем в C(Q).

Этот результат означает, что дроби наилучшего приближения классом RU характе-
ризуются в терминах критерия Колмогорова элемента наилучшего приближения, что, в
свою очередь, позволяет строить алгоритмы нахождения наилучших дробей.

Задача об устойчивости элементов (почти) наилучшего приближения традиционно
связана со свойствами аппроксимативной компактности множества или существования
непрерывных ε-выборок. Хорошо известно, что в невырожденных случаях (т. е. при m ⩾ 1)
метрическая проекция на (чебышевское) множество Rn,m имеет точки разрыва в C[a, b],
но при этом для любого ε > 0 на Rn,m существует непрерывная ε-выборка. Следующий
результат обобщает и расширяет этот результат.

Теорема 33 (см. [19]). Множество обобщенных рациональных дробей RU (при выпук-
лом U ; см. (6)) в C(Q) является устойчиво монотонно линейно связным множеством,
и, следовательно, на это множество существует непрерывная аддитивная ε-выборка
для любого ε > 0. В случае замкнутости RU для каждого ε > 0 существует непрерыв-
ная мультипликативная ε-выборка на RU . Кроме того, RU является B-стягиваемым
(B̊-стягиваемым) множеством в C(Q).

Благодарность. Авторы благодарны рецензентам за полезные замечания.
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