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Аннотация. Мы показываем, что обобщенные собрификации аппроксимаци-
онных пространств гомеоморфны пространствам специальных базисных идеа-
лов исходных пространств. Используя эту характеризацию, мы обобщаем ряд
известных результатов о собрификациях аппроксимационных пространств.
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Введение

Понятие H-собранности было введено С.Сю в работе [1] как удобное обобщение мно-
гих широко известных понятий в теории топологических T0-пространств. Среди них можно
отметить, например, так называемые направленно полные пространства или
d-пространства, вполне фильтрованные пространства, собранные пространства и так да-
лее, см. [2–4]. Это дало унифицированный подход к изучению всех подобных понятий.

Настоящая работа является продолжением работы [5]. В [5] были описаны H-собри-
фикации T0-пространств для I-систем H, а также были получены характеризации
H-собранных пространств. Нашей главной целью здесь является описание строения H-соб-
рификаций α-пространств, см. раздел 2. Мы делаем это, используя подход Ю.Л. Ершова,
представленный в его недавней монографии [6]. В [7] Ю.Л.Ершов доказал, что так назы-
ваемый d-ранг α-пространства не превосходит 1. Здесь, основываясь на характеризации
H-собрификаций с использованием идеалов базисных подпространств, представленной в
теореме 8, мы даем обобщение этого утверждения для произвольной I-системы H в тео-
реме 10 и следствии 13, см. также следствие 12. Мы также даем обобщения для ряда
результатов из глав 5 и 8 в монографии [6].

Наша терминология по T0-пространствам соответствует монографиям Ю.Л. Ершова
[6], Г. Гирца и др. [2], а также Ж. Губоль-Ларрека [8]. За всеми понятиями и обозначени-
ями, не определенными здесь, мы отсылаем читателя к [5, 6].
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1. Понятие H-собранности

Для топологического T0-пространства X рассмотрим следующие семейства подмно-
жеств в X:

– I(X), множество всех непустых неприводимых подмножеств в X;
– S(X), множество всех одноэлементных подмножеств в X;
– D(X), множество всех непустых направленных вверх подмножеств в X;
– WF(X), множество всех непустых вполне фильтрованных подмножеств в X;
– R(X), множество всех непустых подмножеств Рудина в X;
– Ib(X), множество всех непустых ограниченных неприводимых подмножеств в X;
– Db(X), множество всех непустых ограниченных направленных вверх подмножеств

в X;
– WFb(X), множество всех непустых ограниченных вполне фильтрованных подмно-

жеств в X;
– Rb(X), множество всех непустых ограниченных подмножеств Рудина в X.

Определение 1 ([1]). Ковариантный функтор H : Top0 → Set называется системой под-
множеств, если S(X) ⊆ H(X) ⊆ 2X и для любого пространства Y ∈ Top0 и любого
непрерывного отображения f : X → Y имеет место равенство H(f)(A) = f(A) ∈ H(Y) для
всех A ∈ H(X).

Система подмножеств H называется неприводимой системой или просто I-системой,
если H(X) ⊆ I(X) для всех X ∈ Top0.

Из определения 1 непосредственно вытекает

Следствие 2. Если X ∈ {D,Db,WF,WFb,R,Rb, I, Ib}, то X является I-системой.

Для системы подмножеств H полагаем Hc(X) =
{
clXA | A ∈ H(X)

}
.

Определение 3 ([1]). Пусть H – система подмножеств. T0-пространство X называется
H-собранным, если Hc(X) = Sc(X).

Непосредственно видно, что класс всех S-собранных пространств совпадает с клас-
сом всех T0-пространств, а класс всех I-собранных пространств совпадает с классом всех
собранных пространств.

Определение 4. Пусть H – система подмножеств. Следуя Ю.Л.Ершову [9], назовем
H-рангом топологического пространства X наименьший ординал κ такой, что простран-
ство Xκ, построенное в доказательстве [5, теорема 17], является H-собранным.

2. H-собрификации α-пространств

Для расширения Y ≤ X T0-пространств и для элемента x ∈ X полагаем

↓↓x = {y ∈ X | y ≺X x} и ↓↓ Yx = {y ∈ Y | y ≺X x}.
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Лемма 5. Пусть Y является базисным подпространством в X. Пусть также Z – T0-
пространство и пусть отображение f : X → Z непрерывно. Тогда clZ f(↓↓ Yx) = ↓f(x). В
частности, если H является I-системой, то ↓↓ Yx ∈ Hd(X).

Доказательство. Так как f(↓↓x) ⊆ ↓f(x), мы заключаем, что clZ f(↓↓ Yx) ⊆ ↓f(x). Для
доказательства обратного включения достаточно показать, что f(x) является предельной
точкой множества f(↓↓ Yx). Действительно, пусть f(x) ∈ U ∈ T (Z). Тогда x ∈ f−1(U) ∈ T (X).
Так как Y является базисным подпространством в X, существует элемент y ∈ Y такой,
что y ∈ ↓↓ Yx ∩ f−1(U). Следовательно, f(y) ∈ U , откуда и следует требуемое заключение.

Последнее утверждение непосредственно следует из первого.

Определение 6. Пусть Y является базисным подпространством в X. Множество J ⊆ Y

называется Y-идеалом в X, если следующие свойства выполняются для всех y0, y1 ∈ Y :
(1) если y0 ≤ y1 ∈ J , то y0 ∈ J ;
(2) если y0, y1 ∈ J , то существует y ∈ J такой, что y0 ≺ y и y1 ≺ y.

Через I(X,Y) мы обозначаем множество всех Y-идеалов в X. Если H является I-системой,
то через IH(X,Y) мы обозначаем множество всех Y-идеалов в X, которые принадлежат
семейству Hd(X).

Определим на множестве I(X,Y) топологию T ♯ базисом открытых множеств вида

VF =
{
J ∈ I(X,Y) | F ⊆ J

}
, где множество F ⊆ Y конечно.

Пусть T ♯
H обозначает ограничение T ♯ на IH(X,Y). Обозначим полученные топологические

пространства через I(X,Y) и IH(X,Y) соответственно.

Пусть Y является базисным подпространством в X и пусть H является I-системой. Рас-
смотрим следующее отображение:

ιX,Y : X → IH(X,Y); ιX,Y : x 7→ ↓↓ Yx.

Ввиду леммы 5 отображение ιX,Y определено корректно.
Следующее утверждение обобщает [6, теорема 5.7.2].

Теорема 7. Пусть Y является базисным подпространством в X и пусть H является
I-системой. Тогда

(1) ιX,Y является гомеоморфным вложением X в IH(X,Y);
(2) ιX,Y(Y) является базисным подпространством в IH(X,Y).
(3) ιX,Y(X) является Hd-базисом для IH(X,Y).

Доказательство. Для краткости мы используем в этом доказательстве обозначение ι вме-
сто ιX,Y и I = ⟨I, T ♯

H⟩ вместо IH(X,Y). Тот факт, что отображение ι : X → I определено
корректно, вытекает из леммы 5.

(1) Пусть x0 ≰ x1 в X, т. е. существует U ∈ T (X) такое, что x0 ∈ U и x1 /∈ U . Так как
Y является базисным подпространством в X, найдется x′0 ∈ Y ∩ U ∩ ↓↓x0. Отсюда следует,
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что x′0 ≰ x1, поэтому x′0 /∈ ↓↓x1. Таким образом, отображение ι взаимно-однозначно. Пока-
жем, что ι непрерывно. Для этого достаточно доказать, что прообраз каждого базисного
открытого множества из T ♯

H открыт в пространстве X. Рассмотрим произвольное конечное
множество F ⊆ Y . Тогда

ι−1(VF ) =
{
x ∈ X | F ⊆ ↓↓ Yx} =

⋂
f∈F

int ↑f ∈ T (X),

поскольку множество F конечно. Заметим, что U =
⋃

u∈U∩Y int ↑u для каждого U ∈ T (X).
Действительно, если x ∈ U , то существует u ∈ U ∩Y ∩↓↓x, поскольку Y является базисным
подпространством в X, откуда x ∈ int ↑u. Обратное включение очевидно. Таким образом,
имеем

ι(U) =
⋃

u∈U∩Y

ι(int ↑u) =
⋃

u∈U∩Y

{
↓↓ Yx | x ∈ int ↑u

}
=

⋃
u∈U∩Y

{
↓↓ Yx | u ∈ ↓↓ Yx

}
=

⋃
u∈U∩Y

ι(X) ∩ V{u} ∈ T ♯
H ∩ ι(X).

Поэтому получаем, что ι является гомеоморфным вложением.
(2) Докажем сначала, что ι(j) ≺I J для всех J ∈ IH(X,Y) и всех j ∈ J . Действитель-

но, непосредственно видно, что J ∈ V{j} ∈ T ♯
H . Более того, j ∈ J ′ для каждого J ′ ∈ V{j},

поэтому ι(j) ⊆ J ′. Это означает, что J ∈ V{j} ⊆ ↑ι(j), что и доказывает требуемое утвер-
ждение.

Далее, пусть F является конечным подмножеством в Y и пусть J ∈ VF ∈ T ♯
H

для некоторого J ∈ IH(X,Y). Это означает, что F ⊆ J . Если F = ∅, то ι(j) ≺I J и
ι(j) ∈ VF = IH(X,Y) для всех j ∈ J . Если F ̸= ∅, то существует j ∈ J такой, что f ≺X j

для всех f ∈ F , так как J является Y-идеалом. Как и выше, мы заключаем, что ι(j) ≺I J .
Более того, F ⊆ ι(j), откуда ι(j) ∈ VF .

(3) Возьмем произвольный Y-идеал J ∈ I и рассмотрим множествоA =
{
↓↓ Yy | y ∈ J

}
;

тогда A ⊆ ↓IJ . Пусть Z – H-собранное пространство и пусть отображение f : ι(X) → Z
непрерывно. Рассмотрим отображение f ′ : X → Z, f ′ : x 7→ fι(x). Тогда f ′ также непре-
рывно. Так как J ∈ Hd(X), существует z ∈ Z такой, что ↓z = clZ f

′(J) = clZ f(A),
так как ι является гомеоморфным вложением согласно утверждению (1). Следователь-
но A ∈ Hd

(
ι(X)

)
. Наконец, пусть J ∈ VF для некоторого конечного множества F ⊆ Y ,

т. е. F ⊆ J . Поскольку множество F конечно, мы получаем по определению Y-идеала, что
существует a ∈ J такой, что F ⊆ ↓↓ Xa, поэтому ↓↓ Xa ∈ A ∩ VF и, следовательно, J ∈ clIA.
Это влечет равенство ↓IJ = clIA. Доказательство утверждения (3) завершено.

Следующая теорема обобщает [6, предложение 5.7.3].

Теорема 8. Пусть Y является базисным подпространством в X и пусть H является
I-системой. Тогда IH(X,Y) ∼= SH(X).



74 М.И.Кудряшова, М.В.Швидефски

Доказательство. Рассмотрим два отображения

φ : IH(X,Y) → SH(X); φ : I 7→ clX I;

ψ : SH(X) → IH(X,Y); ψ : A 7→
⋃
a∈A

↓↓ Xa ∩ Y.

Покажем, что φ и ψ являются взаимно обратными гомеоморфизмами.

Утверждение 1. Отображения φ и ψ определены корректно.

Доказательство утверждения. Покажем, что clX I ∈ Hd(X) для каждого I ∈ IH(X,Y).
Действительно, рассмотрим произвольное H-собранное пространство Z и непрерывное
отображение f : X → Z. Так как I ∈ Hd(X), то clZ f(I) = ↓z для некоторого z ∈ Z. В
силу [6, лемма 1.5.1(iii)] имеем f(clX I) ⊆ clZ f(I), поэтому clZ f(clX I) ⊆ clZ f(I). С другой
стороны, очевидно, что clZ f(I) ⊆ clZ f(clX I), поэтому ↓z = clZ f(I) = clZ f(clX I). Это
означает, что clX I ∈ Hd(X), т. е. отображение φ определено корректно.

Докажем теперь, что ψ также корректно определено. Для этого рассмотрим про-
извольное множество A ∈ SH(X). Если y ≤ x ∈ ψ(A) для некоторого y ∈ Y , то су-
ществует a ∈ A такой, что y ≤ x ≺ a, т. е. y ≺ a и y ∈ ψ(A). Если y0, y1 ∈ ψ(A),
то найдутся элементы ai ∈ int ↑yi ∩ A, i < 2. Согласно [5, лемма 4], Hd(X) является I-
системой. Таким образом, A является неприводимым множеством, поэтому существует
a ∈ int ↑y0 ∩ int ↑y1 ∩ A. Так как Y является базисным подпространством в X, существует
b ∈ Y такой, что b ∈ int ↑y0 ∩ int ↑y1 ∩ ↓↓ Xa. Отсюда следует, что b ∈ ψ(A) и y0 ≺ b, y1 ≺ b.
Поэтому ψ(A) является Y-идеалом.

Наконец, остается показать, что ψ(A) ∈ Hd(X). Мы докажем сначала равенство
clX ψ(A) = clXA. Так как ψ(A) ⊆ ↓A, мы получаем, что ψ(A) ⊆ clXA и clX ψ(A) ⊆ clXA.
Для доказательства обратного включения рассмотрим произвольный элемент x ∈ clXA и
предположим, что x ∈ U ∈ T (X). Тогда найдется a ∈ A∩U . Поскольку Y является базис-
ным подпространством в X, существует y ∈ Y ∩U ∩↓↓ Xa. Но тогда y ∈ ψ(A) и x ∈ clX ψ(A).
Следовательно, clXA ⊆ clX ψ(A), и справедливо искомое равенство clX ψ(A) = clXA. При-
нимая во внимание включение A ∈ Hd(X), мы получаем, что ψ(A) ∈ Hd(X) в силу [5, лемма
5]. Таким образом, ψ(A) ∈ IH(X,Y), что и требовалось.

Утверждение 2. Отображение φ непрерывно.

Доказательство утверждения. Для каждого U ∈ T (X) имеем

φ−1(U∗) =
{
J ∈ IH(X,Y) | φ(J) ∩ U ̸= ∅

}
=

{
J ∈ IH(X,Y) | clX J ∩ U ̸= ∅

}
=

{
J ∈ IH(X,Y) | J ∩ U ̸= ∅

}
=

⋃
y∈U∩Y

V{y} ∈ T ♯
H ,

что и является требуемым заключением.

Утверждение 3. Отображение ψ непрерывно.
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Доказательство утверждения. Достаточно показать, что прообраз каждого базисного
открытого множества из T ♯

H открыт в SH(X). Действительно, пусть множество F ⊆ Y

конечно. Тогда мы имеем:

ψ−1(VF ) =
{
A ∈ SH(X) | ψ(A) ∈ VF

}
=

{
A ∈ SH(X) | F ⊆ ψ(A)

}
=

⋂
f∈F

{
A ∈ SH(X) | f ∈ ψ(A)

}
=

⋂
f∈F

{
A ∈ SH(X) | A ∩ int ↑f ̸= ∅

}
=

⋂
f∈F

(int ↑f)∗ ∈ T ∗
H(X),

откуда и следует требуемое заключение.

Утверждение 4. Отображения φ и ψ взаимно обратны.

Доказательство утверждения. Для произвольного A ∈ SH(X) в силу доказательства
утверждения 1 имеем

φψ(A) = clX ψ(A) = clXA = A,

откуда φψ = idSH(X).
Далее, пусть J ∈ IH(X,Y) и пусть y ∈ ∩ψφ(J). Тогда существует a ∈ φ(J) = clX J

такой, что a ∈ intX ↑y ∈ T (X). Поскольку a является предельной точкой для J , существует
b ∈ J ∩ intX ↑y, откуда получаем, что y ≺ b ∈ J и, следовательно, y ∈ J . Таким образом,
мы установили, что ψφ(J) ⊆ J . Более того, J ⊆ ψφ(J) по определению отображений φ и
ψ. Поэтому ψφ = idIH(X,Y).

Доказательство теоремы 8 завершено.

Так как D является I-системой, Dd также является I-системой ввиду [5, лемма 4].
Таким образом, Dd(X) является топологическим T0-пространством по утверждению 1 из
доказательства теоремы 17 в [5] для каждого топологического T0-пространства X. Более
того, DS(X) ∼= Dd

S(X) по теореме 23 и лемме 16 в [5].

Определение 9. Пусть DH обозначает I-систему такую, что DH(X) состоит из всех на-
правленных вверх (относительно порядка специализации) подмножеств в X, которые при-
надлежат Hd(X). Другими словами, DH = D ∩ Hd.

Следующая теорема обобщает [6, теорема 8.1.7].

Теорема 10. Пусть Y является базисным подпространством в X и пусть H является
I-системой. Тогда

IH(X,Y) ∼= HS(X) ∼= Hd(X) ∼= DH(X) ∼= DHS(X).



76 М.И.Кудряшова, М.В.Швидефски

Доказательство. Как и в доказательстве [6, теорема 8.1.7] рассмотрим следующее отоб-
ражение:

ξH : DH(X) → IH(X,Y); ξH : [S] 7→
⋃
s∈S

{y ∈ Y | y ≺ s}.

Утверждение 1. Отображение ξH определено корректно.

Доказательство утверждения. В силу [6, лемма 8.1.4] имеем⋃
s∈S

{y ∈ Y | y ≺ s} =
⋃
s∈S′

{y ∈ Y | y ≺ s},

если S, S ′ ∈ DH(X) таковы, что S ′ ∈ [S]. Ввиду [6, лемма 8.1.2] ξH([S]) является Y-идеалом
в X. Остается показать, что ξH([S]) ∈ Hd(X) для всех S ∈ DH(X).

Действительно, пусть Z – H-собранное пространство и пусть отображение f : X → Z
непрерывно. Поскольку S ∈ Hd(X), существует z ∈ Z такой, что clZ f(S) = ↓Zz. Покажем,
что clZ f

(
ξH([S])

)
= ↓Zz. Действительно, пусть a ∈ clZ f

(
ξH([S])

)
и пусть a ∈ U ∈ T (Z).

Так как a является предельной точкой для множества f
(
ξH([S])

)
, найдется a′ ∈ ξH([S])

такой, что f(a′) ∈ U , т. е. a′ ∈ f−1(U) ∈ T (X). Включение a′ ∈ ξH([S]) означает, что a′ ≺ s

для некоторого s ∈ S. Поэтому s ∈ f−1(U) ∩ S. Из того, что clZ f(S) = ↓Zz, мы получаем
неравенства f(a′) ≤ f(s) ≤ z. Следовательно z ∈ U . Таким образом, a ≤ z по определению
порядка специализации и clZ f

(
ξH([S])

)
⊆ ↓Zz.

Обратно, пусть z ∈ U ∈ T (Z). Так как z является предельной точкой для множе-
ства clZ f(S), мы заключаем, что существует s ∈ S такой, что f(s) ∈ U . Следовательно
s ∈ f−1(U) ∈ T (X). Из того, что Y является базисным подпространством, существует
y ∈ Y ∩ f−1(Y ) в X с условием y ≺ s. Таким образом, y ∈ ξH([S]) и f(y) ∈ f

(
ξH([S])

)
∩ U .

Это доказывает, что z является предельной точкой для множества f
(
ξH([S])

)
. Поэтому

↓Zz ⊆ clZ f
(
ξH([S])

)
, откуда и следует требуемое утверждение.

Заметим, что отображение ξH взаимно-однозначно в силу [6, лемма 8.1.4]. Более того,
ξH([I]) = I для всех I ∈ IH(X,Y) ввиду [6, лемма 8.1.5]. Поэтому ξH является отображе-
нием “на”.

Утверждение 2. Отображение ξH является гомеоморфизмом.

Доказательство утверждения. Мы используем обозначения из доказательства [5, теоре-
ма 17] и теоремы 8. Для произвольного открытого множества U ∈ T (X) имеем

ξH(U
∗) =

{
ξH([S]) | S ∩ U ̸= ∅

}
=

{
I ∈ IH(X,Y) | I ∩ U ̸= ∅

}
=

⋃
y∈U∩Y

V{y} ∈ T ♯
H .

Отсюда следует, что отображение ξH открыто. Далее, покажем, что прообраз любого пред-
базисного открытого множества топологии T ♯

H открыт в T ∗. Для произвольного a ∈ Y
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имеем

ξ−1
H

(
V{a}

)
=

{
[S] ∈ DH(X) | ξH([S]) ∈ V{a}

}
=

{
[S] ∈ DH(X) | a ∈ ξH([S])

}
=

{
[S] ∈ DH(X) | a ≺ s для некоторого s ∈ S

}
=

{
[S] ∈ DH(X) | int ↑a ∩ S ̸= ∅

}
= (int ↑a)∗ ∈ T ∗,

поэтому отображение ξH непрерывно.

Таким образом, по теореме 8 мы имеем DH(X) ∼= IH(X,Y) ∼= HS(X). Это означает,
что DH(X) является H-собрификацией пространства X (с точностью до гомеоморфизма).
В силу [5, теорема 23] мы получаем, что DH(X) является наименьшим расширением про-
странства X, которое является Hd-собранным. Так как DH ⊆ Hd, заключаем, что простран-
ство DH(X) также DH-собранно. Согласно построению из доказательства [5, теорема 17],
без ограничения общности мы можем предполагать, что X ≤ DH(X) ≤ DHS(X). Применяя
утверждение (iv) из [5, теорема 23], имеем DH(X) ∼= DHS(X). Наконец,

HS(X) ∼= DH(X) ≤ Hd(X) ≤ Hd
S(X) ∼= HS(X)

ввиду [5, теорема 23]. Следовательно, Hd(X) ∼= HS(X). Доказательство завершено.

Для α-пространства X мы полагаем для краткости IH(X,X) = IH(X). Более того,
пишем просто ιX вместо ιX,X. Следующее утверждение обобщает [6, следствие 8.1.9].

Следствие 11. Если X и Y являются α-пространствами, а отображение f : X → Y
непрерывно, то существует единственное непрерывное отображение

IH(f) : IH(X) → IH(Y)

такое, что диаграмма

X -f Y

?

ιX
?

ιY

IH(X) -
IH(f)

IH(Y)

коммутативна.

Доказательство. Как и в доказательстве [6, следствие 8.1.9], см. [6, замечание 8.1.10], мы
полагаем:

IH(f) : IH(X) → IH(Y); IH(f) : I 7→ ξHf(I).
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Пусть G – конечное подмножество в Y . Тогда

IH(f)−1(VG) =
{
I ∈ IH(X) | G ⊆ ξHf(I)

}
=

⋂
g∈G

{
I ∈ IH(X) | f(I) ∩ int ↑g ̸= ∅

}
=

⋂
g∈G

{
I ∈ IH(X) | I ∩ f−1

(
int ↑g

)
̸= ∅

}
=

⋂
g∈G

⋃
x∈f−1

(
int ↑g

){I ∈ IH(X) | x ∈ I
}

=
⋂
g∈G

⋃
x∈f−1

(
int ↑g

)V{x} ∈ T ♯
X ,

поэтому отображение IH(f) непрерывно. Ясно, что для всех x ∈ X имеем

ιYf(x) = ↓↓ f(x) = ξHf(x) = ξHf
(
↓↓x

)
= IH(f)ιX(x),

т. е. диаграмма коммутативна.
Наконец, предположим, что непрерывное отображение f ′ : IH(X) → IH(Y) таково, что

f ′ιX(x) = ιYf(x) = IH(f)ιX(x) для всех x ∈ X. Тогда отображения f ′ и IH(f) совпадают на
ιX(X). По теореме 7 (3) ιX(X) является Hd-базисом для IH(X). По предложению 7 и лемме
8 из работы [5] ιX(X) ≤ IH(X) является u-расширением. Таким образом, f ′ = IH(f).

Следствие 12. Пусть H является I-системой такой, что D ⊆ H, и пусть Y является
базисным подпространством в X. Тогда

D(X) ∼= H(X) ∼= DS(X) ∼= IH(X,Y) ∼= HS(X) ∼= S(X) ∼= I(X,Y).

В частности,
D(X) ∼= WF(X) ∼= DS(X) ∼= WFS(X) ∼= S(X).

Доказательство. Напомним, что S(X) = IS(X) обозначает в [6] собрификацию простран-
ства X. Поскольку каждый идеал из I(X,Y) является направленным вверх множеством,
мы заключаем, что I(X,Y) ⊆ D(X) ⊆ H(X) ⊆ Hd(X), т. е. I(X,Y) = IH(X,Y). Согласно
теореме 8 и доказательству теоремы 10, имеем

S(X) ∼= DS(X) ∼= D(X) ≤ H(X) ≤ HS(X) ∼= IH(X,Y) = I(X,Y) ∼= S(X).

Следовательно, требуемое утверждение вытекает из [5, теорема 23].

В следующем утверждениии, которое является прямым следствием теоремы 10 и след-
ствия 12, мы ссылаемся на определение 4.

Следствие 13. Пусть X является α-пространством и пусть H является I-системой.
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(1) DH-ранг и H-ранг пространства X совпадают и не превосходят 1. Более того,
DH(X) является H-собрификацией пространства X.

(2) Если D ⊆ H, то D-ранг и H-ранг пространства X совпадают и не превосходят
1. Более того, D(X) является H-собрификацией пространства X.

Следствие 13 обобщает [6, следствие 8.3.2], см. также Ю.Л.Ершов [7]. Из [6, предложение
5.7.5] и теоремы 8 получаем

Следствие 14. Для T0-пространства X равносильны следующие утверждения.
(1) X является α-пространством [φ-пространством].
(2) SH(X) является α-пространством [φ-пространством соответственно] для каж-

дой I-системы H.
(3) SH(X) является α-пространством [φ-пространством соответственно] для неко-

торой I-системы H.

Доказательство. Очевидно, что (2) влечет (3). Пусть выполнено (1) и пусть H – произ-
вольная I-система. По теореме 8 имеем SH(X) ∼= IH(X,Y). По теореме 7 (3) ιX,Y(X) является
Hd-базисом для IH(X,Y). По предложению 7 и лемме 8 из работы [5] ιX,Y(X) ≤ IH(X,Y)
является u-расширением. Из [6, следствие 5.6.5(v)–(vi)] вытекает, что (1) влечет (2) и
(3) влечет (1).

Следствие 15. Пусть H является I-системой такой, что D ⊆ H, и пусть X является
T0-пространством. Если X является A-пространством, то SH(X) является
Ad-пространством.

Доказательство. По следствию 12 имеем SH(X) ∼= S(X). В силу [6, предложение 5.7.5]
S(X) является A-пространством. Так как каждое собранное пространство является
d-пространством, мы заключаем, что SH(X) ∼= S(X) является Ad-пространством.

За определением b-пространства мы отсылаем читателя к работе Ю.Л. Ершова [10].
Подмножество F ⊆ X в T0-пространстве X называется совершенным, если выполнено
следующее условие. Если x ∈ X является верхней границей для непустого подмноже-
ства F ′ ⊆ F , то существует f ∈ F такой, что f является верхней границей для F ′ и
f ≤ x. Тогда φ-пространство X назывется b-пространством, если каждое конечное непу-
стое множество, состоящее из компактных элементов, содержится в некотором конечном
совершенном подмножестве множества всех компактных элементов.

Следующее утверждение обобщает [6, следствие 5.7.6].

Следствие 16. Для T0-пространства X равносильны следующие утверждения.
(1) X является f -пространством [b-пространством соответственно].
(2) SH(X) является f -пространством [b-пространством соответственно] для каж-

дой I-системы H.
(3) SH(X) является f -пространством [b-пространством соответственно] для неко-

торой I-системы H.
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Доказательство. Предположим сначала, что X является f -пространством. Пусть C обо-
значает его f -базисное подпространство (т. е. множество всех его компактных элементов).
Рассмотрим произвольную I-систему H. По теореме 7 (3) C′ = ιX,C(X) является Hd-базисом
для IH(X,C). По предложению 7 и лемме 8 из [5] C′ ≤ IH(X,C) является u-расширением.
Согласно [6, следствие 5.6.5(iv)], C′ является φ-базисным подпространством в IH(X,C). По-
кажем, что C′ является парусом. Пусть a, b ∈ C и J ∈ IH(X,C) таковы, что ↓Ca, ↓Cb ⊆ J .
Это означает, что a, b ∈ J . Так как J является C-идеалом, существует c ∈ J такой, что
a, b ≤X c. Так как X является f -пространством, мы заключаем, что существует a ∨ b ∈ C.
Отсюда следует, что ιX,C(a ∨ b) = ιX,C(a) ∨ ιX,C(b) в IH(X,C), поэтому IH(X,C) является
f -пространством. По теореме 8 имеем SH(X) ∼= IH(X,C). Таким образом, (1) влечет (2).

Утверждение (2) очевидным образом влечет утверждение (3). Покажем теперь, что
(3) влечет (1). Действительно, пусть I-система H такова, что SH(X) является f -пространст-
вом. В частности, SH(X) является φ-пространством. По следствию 14 X является
φ-пространством. Пусть C обозначает его φ-базисное подпространство. По теореме 8
IH(X,C) ∼= SH(X) является f -пространством. В силу теоремы 7 (2) и [6, следствие 5.6.5(iv)]
C′ = ιX,C(C) является φ-базисным подпространством в IH(X,C). Поскольку IH(X,C) яв-
ляется f -пространством, C′ является парусом. Покажем, что C также является парусом.
Действительно, пусть элементы a, b ∈ C таковы, что a, b ≤ x для некоторого x ∈ X. По
теореме 7 (1) отображение ιX,C : X → IH(X,C) является гомеоморфным вложением, поэто-
му ιX,C(a), ιX,C(b) ⊆ ιX,C(x). Так как C′ является парусом, существует C-идеал J ∈ IH(X,C)
такой, что ιX,C(a)∨ ιX,C(b) = J . Как и выше, это означает, что a, b ∈ J и a, b ≤X c для неко-
торого c ∈ J . Это дает включения ιX,C(a), ιX,C(b) ⊆ ιX,C(c) ⊆ J . Поскольку J является
наименьшей верхней границей для ιX,C(a), ιX,C(b), мы заключаем, что J = ιX,C(c), поэтому
a∨b = c в X. Следовательно, C является f -базисным подпространством в X, и утверждение
(3) выполнено.

В случае b-пространств доказательство аналогично доказательству выше, но оно про-
ще, поэтому мы не приводим его здесь.
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