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Аннотация. Изучаются вопросы хаотичности и часто-гиперцикличности раз-
личных операторов в весовом пространстве Fφ(Cn), определенном как про-
ективный предел банаховых пространств. В теоремах 8–13 рассматриваются
случаи операторов дифференцирования и сдвига, а также их композиций в
Fφ(Cn). Для линейных непрерывных операторов, коммутирующих с диффе-
ренцированием, в теореме 14 показана хаотичность в Fφ(Cn). В теореме 15
для таких операторов доказана часто-гиперцикличность в Fφ(Cn), а также
указаны наиболее важные следствия из этих утверждений.
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Введение

0.1. Обзор литературы. В топологическом пространстве X для любого линейного
непрерывного оператора T : X → X можно построить дискретную динамическую систему
{T n}n∈N∪{0}. При изучении вопроса об описании поведения этой системы были введены
такие характеристики для операторов, как цикличность, гиперцикличность, хаотичность,
часто-гиперцикличность и многие другие.

Понятие хаотического оператора было определено Р.Л.Девани в 1989 г. в работе [1].
Далее в статье [2] 1992 г. Дж.Бэнкс, Дж. Брукс и другие изучили условия хаотичности Де-
вани и доказали, что свойство существенной зависимости оператора от начальных условий
следует из его топологической транзитивности и наличия плотного множества периодиче-
ских точек. В 1991 г. в работе Г. Годефруа и Дж. Шапиро [3] было показано, что по теореме
Годефруа–Шапиро любой оператор свертки, характеристическая функция которого непо-
стоянна, хаотический в H(C). В 2000 г. Р.М.Кроновер написал книгу [4] с подробными
сведениями по хаотическим операторам в динамических системах. В работе [5] 2005 г.
Дж.Дж.Бетанкур и другие авторы изучили гиперцикличность и хаотичность операторов
свертки в H(C).
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Основы теории часто-гиперциклических операторов были положены Ф.Баярт и
С. Гривакс в 2006 г. в статье [6] в H(C). А. Бонилла и К.-Г. Гроссе-Эрдманн в работе [7]
2006 г. доказали, что непрерывные операторы, коммутирующие со сдвигом, часто-гипер-
циклические в пространстве H(Cn). В 2007 г. они опубликовали работу [8] по часто-
гиперциклическим операторам и векторам в H(C).

В книгах Ф.Баярт, Э.Матерон [9] 2009 г., К.-Г. Гроссе-Эрдманн, А.Пэрис [10] 2011 г.
и М.В.Хирш, С.Смэйл, Р.Л. Девани [11] 2013 г. изложены основные положения теории ди-
намических систем, в том числе по хаотическим и часто-гиперциклическим операторам.
В статье С. Гривакс [12] 2011 г. приведены примеры различных часто-гиперциклических
операторов в H(C). В 2009 г. Дж.Бонет [13] изучил динамические свойства дифферен-
циального оператора в весовом пространстве целых функций. В статьях А.В.Абанина,
Т.И. Абаниной, Ф.Ч. Тиен [14, 15] 2017 г. были рассмотрены динамические свойства клас-
сических операторов и операторов композиции в весовых пространствах голоморфных
функций. В.Э. Ким в статьях [16] 2008 г. и [17] 2010 г. показал, что все операторы обоб-
щенной свертки гиперциклические и хаотические в H(C).

0.2. Цель работы. В данной работе будем изучать свойства хаотичности и часто-
гиперцикличности классических линейных непрерывных операторов в Fφ(Cn). Простран-
ства вида Fφ(Cn) в связи с различными задачами комплексного анализа встречались в
работах многих математиков [18,19]. Определим весовое пространство Fφ(Cn) целых функ-
ций комплексных переменных следующим образом.

Пусть φ = {φm}∞m=1 – семейство выпуклых неотрицательных функций φm : Cn → R+

таких, что для любого m ∈ N:
i1) lim

z→∞
φm(z)
∥z∥ = +∞;

i2) lim
z→∞

(φm(z)− φm+1(z)) = +∞.
Тогда для каждого m ∈ N определим пространство

Fm(Cn) =

{
f ∈ H(Cn), f : Cn −→ C : pm(f) = sup

z∈Cn

(|f(z)|e−φm(z)) <∞
}
.

Отметим, что Fm(Cn) – банахово пространство. В силу условия i2) при всех m ∈ N вло-

жения Fm+1(Cn) ⊂ Fm(Cn) вполне непрерывны. Положим Fφ(Cn) =
∞⋂
m=1

Fm(Cn). С обыч-

ными операциями сложения элементов и умножения на комплексные числа Fφ(Cn) обра-
зует линейное пространство. Снабдим его топологией проективного предела пространств
Fm(Cn). Поскольку оно является проективным пределом компактной последовательности
банаховых пространств Fm(Cn), то Fφ(Cn) – пространство Фреше–Шварца.

Далее на семейство φ также будем накладывать дополнительные условия вида:
i3) существуют постоянные am > 0 и bm > 0 такие, что

φm+1(z + t) ≤ φm(z) + bm,
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где z ∈ Cn и t ∈ Cn : |t| ≤ am;
или более жесткое:
i4) для любого R > 0 существует постоянная bm(R,m) > 0 такая, что

φm+1(z + t) ≤ φm(z) + bm,

где z ∈ Cn и t ∈ Cn : |t| ≤ R.
Отметим, что при выполнении условия i3) пространство Fφ(Cn) инвариантно отно-

сительно дифференцирования (см. [20, лемма 5]). В случае справедливости требования i4)
Fφ(Cn) является инвариантным относительно как дифференцирования, так и сдвига (см.
[20, теорема 4]).

Цель данной работы – изучение задач о хаотичности и часто-гиперцикличности в
Fφ(Cn) операторов дифференцирования, сдвига, их различных композиций и линейных
непрерывных операторов, коммутирующих с дифференцированием. Во введении даны ос-
новные определения и необходимые в дальнейшем утверждения. Раздел 1 посвящен изу-
чению свойств различных операторов: теорема 8 утверждает о хаотичности композиции
дифференцирования и сдвига, теорема 9 – о хаотичности и часто-гиперцикличности опе-
ратора дифференцирования, теорема 11 – о хаотичности и часто-гиперцикличности опера-
тора сдвига, теорема 12 – об условии хаотичности и часто-гиперцикличности композиции
дифференцирования, сдвига и умножения переменной на константу, теорема 13 – об усло-
вии не хаотичности и не часто-гиперцикличности композиции дифференцирования, сдвига
и умножения переменной на константу. В разделе 2 изучены линейные непрерывные опера-
торы, коммутирующие с дифференцированием: в теореме 14 доказана хаотичность таких
операторов, в теореме 15 – их часто-гиперцикличность, в следствиях 16–22 приведены
примеры по этим утверждениям.

0.3. Обозначения. Для точек u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) из Cn определим
⟨u, v⟩ = u1v1 + · · ·+ unvn, где ∥u∥ – евклидова норма в Cn. Для мультииндекса
α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+ и точек z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn полагаем |α| = α1 + . . . + αn, Dj =

∂
∂zj

,

j = 1, . . . n, Dα
z = ∂|α|

∂z
α1
1 ···∂zαn

n
.

Для произвольной вещественнозначной функции φ в Cn такой, что lim
∥z∥→+∞

φ(z)

∥z∥
= +∞,

определим преобразование Юнга–Фенхеля φ̃(z) = sup
t∈Cn

(Re ⟨z, t⟩ − φ(t)), z ∈ Cn. Отметим,

что из условия i1) следует, что для функций φm,m ∈ N, их преобразования Юнга–Фенхеля
φ̃m принимают конечные значения в Cn.

0.4. Основные определения. Обозначим через X топологическое векторное про-
странство над полем C. Орбитой элемента x оператора T : X → X [9] называется множе-
ство

Orb(T, x) =
{
T nx

}∞
n=0

.
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Элемент x ∈ X является периодической точкой оператора T [9, определение 6.5], если най-
дется натуральное число n ≥ 2 такое, что T nx = x. Оператор T : X → X нетривиальный,
если он не совпадает с оператором умножения на отличную от нуля константу.

Линейный непрерывный оператор T : X → X называется гиперциклическим [9] в
пространстве X, если существует элемент x ∈ X, орбита которого плотна в X. Данный
элемент x ∈ X является гиперциклическим вектором оператора T в X.

Непрерывный оператор T : X → X топологически транзитивный в X [9, теоре-
ма 1.2], если для любой пары непустых открытых множеств A, B ⊂ X существует такое
число n ∈ N, что T n(A) ∩ B ̸= ∅. Линейный топологически транзитивный оператор и
гиперциклический оператор являются эквивалентными понятиями в пространстве Фре-
ше [9, теорема 1.2].

Непрерывный оператор Φ : Y → Y в метрическом пространстве (Y, d) называет-
ся хаотическим (по Девани), если выполнены следующие условия Девани [1, определе-
ние 8.5]:

(A) оператор Φ обладает существенной зависимостью от начальных условий: существу-
ет δ > 0 такое, что для произвольного элемента x ∈ Y и его любой окрестности U
найдутся точка y ∈ U и число n ∈ N, для которых d(Φnx,Φny) > δ;

(B) оператор Φ является топологически транзитивным;
(C) множество периодических точек оператора Φ плотно в пространстве Y .

Для произвольного множества A ⊂ N нижняя плотность множества A [9, § 6.3.1]
densA определяется в виде

densA = lim inf
N→∞

#{n ∈ A : n ≤ N}
N

.

Линейный непрерывный оператор T : X → X в топологическом векторном простран-
стве X называется часто-гиперциклическим [10, определение 9.2], если найдется такой
элемент x ∈ X, что для любого непустого открытого подмножества U ⊂ X выполняется
условие

dens
{
n ∈ N : T nx ∈ U

}
> 0.

Данный элемент x ∈ X является часто-гиперциклическим вектором оператора T в X.
Заметим, что класс часто-гиперциклических операторов содержится в множестве гипер-
циклических операторов [10, определение 9.2].

В дальнейшем нам понадобятся следующие утверждения.

Теорема 1 (теорема о хаотичности и часто-гиперцикличности, [9, теорема 6.10,
теорема 6.18], [10, теорема 9.9, предложение 9.11]). Пусть T : X → X – линейный непре-
рывный оператор в сепарабельном пространстве Фреше X и существуют плотное под-
множество X0 ⊂ X и отображение S : X0 → X0 такие, что:

1)
∞∑
n=0

T nx – ряд сходится безусловно для всех x ∈ X0;
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2)
∞∑
n=0

Snx – ряд сходится безусловно для всех x ∈ X0;

3) TSx = x ∀x ∈ X0.
Тогда T – хаотический и часто-гиперциклический оператор в X.

В работах [2] и [4] доказаны следующие факты:

Лемма 2 ([2, теорема]). Если в метрическом пространстве X непрерывный оператор
T : X → X топологически транзитивный и множество его периодических точек плот-
но в X, то оператор T обладает существенной зависимостью от начальных условий.

Лемма 3 (теорема Биркгофа о транзитивности, [9, теорема 1.2]). Если X – про-
странство Фреше, то для линейного непрерывного оператора T : X → X топологическая
транзитивность и гиперцикличность равносильны.

В силу леммы 2 условие (A) в определении хаотичности следует из условий (B)
и (C), а по лемме 3 условие (B) в пространстве Фреше равносильно гиперцикличности
оператора. Поэтому для доказательства хаотичности гиперциклического оператора в про-
странстве Фреше достаточно проверить, что множество его периодических точек плотно
в этом пространстве.

Теорема 4 ([10, теорема 2.33]). Пусть T – линейный оператор в комплексном векторном
пространстве X. Тогда множество периодических точек оператора T образует линейное
подпространство в X, которое задается в виде

Per(T ) = span{x ∈ X : ∃ α ∈ Q : Tx = eαπix}.

Пусть X – комплексное пространство Фреше, T : X → X – линейный непрерывный
оператор в X, J ⊂ N – множество индексов, T – единичная окружность. Тогда множе-
ство функций {Ej}j∈J таких, что Ej : T → X при всех j ∈ J , каждая из которых для
любого λ ∈ T является либо собственным вектором для собственного значения λ, либо 0,
называется охватывающим полем собственных векторов, соответствующих собствен-
ным значениям с единичным модулем, если Ej(λ) ∈ ker(λI − T ) для любых λ ∈ T и j ∈ J

и множество span{Ej(λ)}λ∈T, j∈J плотно в X [10, определение 9.21]. Векторное поле на-
зывается непрерывным или C2-гладким, если функции Ej при всех j ∈ J соответственно
непрерывны или дважды непрерывно дифференцируемы на T [10, определение 9.21].

Теорема 5 ([10, теорема 9.22]). Пусть T – линейный непрерывный оператор в комплекс-
ном сепарабельном пространстве Фреше X. Тогда справедливы следующие утверждения:

a) если оператор T имеет в X непрерывное охватывающее поле собственных век-
торов, соответствующих собственным значениям с единичным модулем, то он
хаотический;

b) если оператор T имеет в X C2-гладкое охватывающее поле собственных векто-
ров, соответствующих собственным значениям с единичным модулем, то он
часто-гиперциклический.
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1. Операторы дифференцирования и сдвига

Приведем следующие необходимые в дальнейшем утверждения.

Лемма 6 ([20, лемма 3]). Пусть S – линейный непрерывный функционал на Fφ(Cn) при
выполнении условия i3). Тогда его преобразование Фурье–Лапласа Ŝ(ξ) = Sz(e

⟨ξ,z⟩) – целая
функция, причем для любого α ∈ Zn+ выполняется равенство Dα

ξ Ŝ(ξ) = Sz(z
αe⟨ξ,z⟩), ξ ∈ Cn.

Лемма 7. Пусть r = (r1, . . . , rn), где при всех i = 1, . . . , n ri > 0 – постоянные величины,

Dr = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zi| < ri, i = 1, . . . , n},

φ – непостоянная целая функция в Cn и B ⊂ C – некоторое непустое множество. Тогда
если существует точка λ0 ∈ Dr такая, что φ(λ0) – предельная точка множества B,
то система экспонент {

e⟨ξ,z⟩
}
ξ∈Dr: φ(ξ)∈B

полна в пространстве Fφ(Cn) при выполнении условия i3).

Доказательство. В силу условия i1) для любого фиксированного значения ξ ∈ Cn функ-
ция e⟨ξ,z⟩ лежит в Fφ(Cn). Возьмем произвольный линейный непрерывный функционал
S ∈ F∗

φ(Cn) такой, что Sz(e⟨ξ,z⟩) = 0 для всех ξ ∈ Dr ∩ φ−1(B). Покажем, что функционал
S нулевой.

По условию леммы существует точка λ0 ∈ Dr, для которой φ(λ0) – предельная
точка множества B. Тогда найдется последовательность точек {wk}k∈N ⊂ B таких, что
wk −−−→

k→∞
φ(λ0). Поскольку φ : Cn → C – непостоянная целая функция в Cn, то по [22, при-

ложение B, теорема 6] она является открытым отображением в C. Из этого получим, что
при всех k ∈ N точкам wk ∈ B соответствуют λk ∈ Cn, определенные в виде λk = φ−1(wk).
Следовательно, имеется последовательность точек {λk}k∈N ⊂ Cn таких, что φ(λk) ∈ B при
всех k ∈ N и φ(λk) −−−→

k→∞
φ(λ0). Так как φ – открытое отображение, то λk −−−→

k→∞
λ0.

Для каждого k ∈ N построим прямую Lk в Cn, проходящую через точки λ0 и λk,
причем если несколько точек λk совпадают, то берем только одну из них. Теперь пере-
нумеруем эту последовательность {Lk}k∈N, выкинув все прямые, на которых функция φ

постоянна. Поскольку φ – непостоянная целая функция в Cn, то для любого wk, кроме,
может быть, одного значения, существует подпространство размерности n−1 соответству-
ющих ему точек λk. Тогда совокупность прямых {Lk}k∈N охватывает все направления в
Cn, значит, множество

⋃
k∈N

Lk плотно в Cn.

Возьмем произвольное число k ∈ N. Поскольку φ – непостоянная аналитическая
функция на прямой Lk, то φ|Dr∩Lk

является открытым отображением. Отсюда и из того,
что φ(λ0) – предельная точка множества B, получим, что λ0 – предельная точка множества
Dr ∩ Lk ∩ φ−1(B). Так как по условию теоремы Sz(e

⟨ξ,z⟩) = 0 для всех ξ ∈ Dr ∩ φ−1(B), то
по следствию из теоремы единственности Sz(e

⟨ξ,z⟩) = 0 при всех ξ ∈ Dr ∩ Lk. Множество⋃
k∈N

Lk плотно в Cn, поэтому Sz(e⟨ξ,z⟩) = 0 при всех ξ ∈ Dr.
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По лемме 6 Ŝ(ξ) – целая функция и Sz(e
⟨ξ,z⟩) = 0 при всех ξ ∈ Dr, поэтому по

теореме единственности получим Sz(e
⟨ξ,z⟩) = 0 для всех ξ ∈ Cn. Поскольку при всех

α ∈ Zn+ и ξ ∈ Cn справедлива формула Dα
ξ Ŝ(ξ) = Sz(z

αe⟨ξ,z⟩), то выполняется равенство
Dα
ξ Ŝ(ξ) = Sz(z

αe⟨ξ,z⟩) = 0, где α ∈ Zn+ и ξ ∈ Cn. Значит, при всех α ∈ Zn+ следует, что
Sz(z

α) = 0. Тогда для любых полиномов p ∈ Fφ(Cn) S(p) = 0. Ввиду плотности полиномов
по [20, лемма 1] в Fφ(Cn) получим S(f) = 0 для всех f ∈ Fφ(Cn), поэтому S – нулевой
функционал. Следовательно, система экспонент {e⟨ξ,z⟩}ξ∈Dr: φ(ξ)∈B полна в Fφ(Cn).

Приведем пример по лемме 7. Пусть Dr = {z ∈ Cn : |zi| < ri, i = 1, . . . , n}, где ri > 0,
i = 1, . . . , n – постоянные величины, φ = z1z2 . . . zn и B = {z ∈ C : |z| < r1r2 . . . rn}. Тогда
множество

{
e⟨ξ,z⟩

}
{ξ∈Cn: |ξi|<ri, i=1,...,n} полно в Fφ(Cn) при выполнении условия i3) в силу

[20, лемма 4].
Докажем следующее утверждение, используя определение хаотичности.

Теорема 8. Пусть N ∈ N, заданы точки cα ∈ C и aα ∈ Cn, где α ∈ Zn+. Тогда при выпол-
нении условия i4) оператор

Tf(z) =
N∑

α: |α|=0

cα(D
αf)(z + aα),

не кратный тождественному, является хаотическим в Fφ(Cn) .

Доказательство. В [20, следствие 2] установлена гиперцикличность оператора T в Fφ(Cn).
Тогда по леммам 2 и 3 следует, что требования (A) и (B) из определения хаотичности вы-
полнены. Далее покажем выполнение условия (C).

По теореме 4 линейное подпространство периодических точек оператора T имеет вид

V = span
{
f ∈ Fφ(Cn) : ∃ α ∈ Q : Tf(z) = eαπif(z)

}
.

Рассмотрим следующее подмножество V :

V0 = span
{
e⟨λ,z⟩

}
λ∈W

,

где W =

{
λ ∈ Cn : ∃ α ∈ Q :

N∑
β: |β|=0

cβλ
βe⟨λ, aβ⟩ = eαπi

}
.

Введем обозначение φ(λ) =
N∑

β: |β|=0

cβλ
βe⟨λ, aβ⟩. Поскольку φ : Cn → C – непостоянная

целая функция в Cn, то по [22, приложение B, теорема 6] она является открытым отоб-
ражением в C. Значит, пересечение ее образа φ(Cn) с единичной окружностью T всюду
совпадает с T, кроме, может быть, одной точки. Отметим, что на T лежит бесконечно
много точек eαπi, α ∈ Q, причем каждая из них является предельной на T. В силу того,
что φ – открытое отображение и T ограничено, бесконечно много точек вида λ = φ−1(eαπi),
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где α ∈ Q, лежат в некотором поликруге Dr в Cn. Поэтому существует хотя бы одна точка
λ0 ∈ Dr, для которой φ(λ0) – предельная точка множества T. По лемме 7 V0 плотно в
Fφ(Cn). Следовательно, оператор T хаотический в Fφ(Cn).

Докажем свойства некоторых операторов в Fφ(Cn), используя теорему 1.

Теорема 9. При выполнении условия i3) оператор дифференцирования

Tf(z) = Dαf(z) =
∂|α|

∂zα1
1 . . . ∂zαn

n

f(z),

где α ∈ Zn+, хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

Доказательство. Непрерывность оператора T : Fφ(Cn) → Fφ(Cn) доказана в [20, лемма 5].
Докажем с помощью теоремы 1 хаотичность и часто-гиперцикличность T в Fφ(Cn). В ка-
честве множества W определим линейную оболочку множества мономов zβ = zβ11 · . . . · zβnn ,
где β ∈ Zn+. По [20, лемма 1] W плотно в Fφ(Cn).

Действие оператора T на мономы имеет вид

T kzβ =

 β!
(β−kα)!z

β−kα при k ≤ k0,

0 при k > k0,

где k0 – минимальное из чисел
[
βj
αj

]
, j = 1, . . . , n. Отсюда получим равенство

∞∑
k=0

T kzβ =

k0∑
k=0

β!

(β − kα)!
zβ−kα.

Очевидно, условие 1) теоремы 1 выполнено.
Определим оператор S : W → W в виде

Skzβ =
β!

(β + kα)!
zβ+kα ∀ k ∈ N0.

Условие 3) теоремы 1 справедливо при любых zβ ∈ W :

TSzβ =
(β + α)!

β!

β!

(β + α)!
zβ+α−α = zβ.

Проверим выполнение условия 2) теоремы 1 на W . Рассмотрим ряд

∞∑
k=0

Skzβ = β!zβ
∞∑
k=0

1

(β + kα)!
zkα.

По условию i1) для любого сколь угодно большого M ∈ R+ существует постоянная
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CM ∈ R+ такая, что при произвольном z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn

φm(z1, . . . , zn) ≥M(|z1|+ . . .+ |zn|)− CM ,

поэтому справедлива оценка

e
sup
z∈Cn

(
(β1+kα1) ln |z1|+...+(βn+kαn) ln |zn|−φm(z1,...,zn)

)
≤ eCM

(
β + kα

)β+kα
(Me)|β|+k|α|

.

Ряд сходится в Fm(Cn) при всех m ∈ N:

pm

(
∞∑
k=0

Skzβ

)
≤

∞∑
k=0

β!

(β + kα)!
e

sup
z∈Cn

(
(β1+kα1) ln |z1|+...+(βn+kαn) ln |zn|−φm(z)

)

≤ eCMβ!

M |β|

∞∑
k=0

1

kn/2Mk|α| <∞.

Итак, условие 2) теоремы 1 выполнено, поскольку по условию i1) число M можно
взять сколь угодно большим. Следовательно, T хаотический и часто-гиперциклический в
Fφ(Cn).

Лемма 10. При выполнении условия i4) для любого α ∈ Zn+ последовательность

fαk(z) = zα
n∏
j=1

(
sin(zj/k)

zj/k

)αj+2

⇒ zα

равномерно сходится при k → ∞ в Fφ(Cn). Система функций {fαk}α∈Zn
+

полна в Fφ(Cn)

при любом k > k0, где k0 ∈ N – номер, начиная с которого функции fαk(z) и zα сколь
угодно близки в Fφ(Cn).

Доказательство. Из того, что fαk(z) ∈ H(Cn) и pm(fαk) < ∞ для любого m ∈ N, по-
лучается fαk(z) ∈ Fφ(Cn). Покажем сходимость fαk(z) ⇒ zα при k → ∞ в Fm(Cn) при
произвольном m ∈ N.

В силу i1) для любого сколь угодно большого M ∈ R+ существует постоянная
CM ∈ R+ такая, что при всех z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn φm(z1, . . . , zn) ≥M(|z1|+. . .+|zn|)−CM ,
поэтому для произвольного α ∈ Zn+ получим следующие оценки:

sup
z∈Cn

(
|z|αe−φm(z1,...,zn)

)
≤ eCM

αα

(Me)|α|
<∞,

sup
z∈Cn

(
|z|αe∥z∥e−φm(z1,...,zn)

)
≤ eCM−1

αα(
(M − 1)e

)|α| <∞.

Известно, что fαk(z) равномерно на компактах из Cn стремится при k → ∞ к zα.
Пусть BR ⊂ Cn – замкнутый шар с центром в 0 конечного радиуса R. Тогда в силу условия
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i1) для любого ε > 0 число R можно выбрать настолько большим, что

sup
z∈Cn\BR

(
|z|αe∥z∥e−φm(z)

)
<
ε

2
.

Возьмем номер k0 таким, что для всех k > k0

n∏
j=1

(
| sin(zj/k)|

|zj|/k

)αj+2

≤ e∥z∥.

Оценим норму разности функций вне шара BR при любых k > k0 и m ∈ N:

pm,Cn\BR
(fαk(z)− zα) = sup

z∈Cn\BR

(
|z|α
∣∣∣ n∏
j=1

(
sin(zj/k)

zj/k

)αj+2

− 1
∣∣∣e−φm(z)

)
≤ sup

z∈Cn\BR

(
|z|αe−φm(z)

)
+ sup

z∈Cn\BR

(
|z|αe∥z∥e−φm(z)

)
≤ 2 sup

z∈Cn\BR

(
|z|αe∥z∥e−φm(z)

)
< ε.

Таким образом, выполняется сходимость fαk(z) ⇒ zα при k → ∞ в Fφ(Cn).
По [20, лемма 1] множество мономов {zα}α∈Zn

+
полно в Fφ(Cn). Следовательно, си-

стема {fαk(z)}α∈Zn
+

полна в Fφ(Cn).

Теорема 11. При выполнении условия i4) оператор сдвига

Tf(z) = f(z + a),

где a ∈ Rn \ {0}, хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

Доказательство. Непрерывность оператора T : Fφ(Cn) → Fφ(Cn) показана в [20, теоре-
ма 4]. Докажем по теореме 1 хаотичность и часто-гиперцикличность T в Fφ(Cn).

Возьмем множество W для любого фиксированного номера k > k0 в виде

W = span

{
fαk(z) = zα

n∏
j=1

(
sin(zj/k)

zj/k

)αj+2
}
α∈Zn

+

.

По лемме 10 W плотно в Fφ(Cn).
Определим оператор S : W → W в виде

Sf(z) = f(z − a).

Очевидно, справедливо условие 3) теоремы 1. Проверим выполнение условия 1) на
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W . Действие оператора T любой степени s ∈ N имеет вид

T sfαk(z) = k|α|+2

n∏
j=1

1

(zj + saj)
2 sin

αj+2

(
zj + saj

k

)
.

Отсюда, используя полученную в теореме 9 в силу условия i1) оценку для экспоненты,
получим формулу

∞∑
s=1

sup
z∈Cn

(∣∣∣T sfαk(z)∣∣∣e−φm(z)
)

≤ k|α|+2 e
CM

a2

∞∑
s=1

n∏
j=1

sup
z∈Cn

( 1

s2
e

(αj+2)

k
|Im zj |−M |zj |

)
≤ k|α|+2 e

CM

a2

∞∑
s=1

1

s2
<∞.

Условие 1) теоремы 1 выполнено. Условие 2) проверяется аналогично условию 1). Таким
образом, T хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

Наложим на семейство φ дополнительное условие:
i5) при фиксированном λ ∈ C \ {0} для любых R > 0 существует постоянная

bm = bm(R,m) > 0 такая, что φm+1(λz+t) ≤ φm(z)+bm, где z ∈ Cn и t ∈ Cn : |t| ≤ R.

Теорема 12. При выполнении условия i5) оператор Tf(z) =
(
∂
∂zj
f
)
(λz+b), где j = 1, . . . , n,

а числа λ ∈ C \ {0} и b ∈ Cn фиксированные, хаотический и часто-гиперциклический в
Fφ(Cn) в случае |λ| ≥ 1.

Доказательство. Сначала проверим, что оператор T линейный для произвольных α, β ∈ C
и f, g ∈ Fφ(Cn):

T (αf + βg) =

(
α
∂

∂zj
f + β

∂

∂zj
g

)
(λz + b) = α

(
∂

∂zj
f

)
(λz + b) + β

(
∂

∂zj
g

)
(λz + b)

= αTf + βTg.

Теперь докажем его непрерывность в Fφ(Cn). Введем обозначение z̃ = λz+b. Возьмем
некоторую функцию f ∈ Fφ(Cn). В силу аналитичности f в Cn следует, что Tf ∈ H(Cn).
Используя интегральную формулу Коши, получим следующее равенство:(

∂

∂zj
f

)
(z̃) =

1

(2πi)n

∫
Πz̃

f(ξ1, . . . , ξn) dξ1 . . . dξn

(ξ1 − z̃1) · . . . · (ξj−1 − z̃j−1)(ξj − z̃j)
2(ξj+1 − z̃j+1) · . . . · (ξn − z̃n)

,

где R и rj, j = 1, . . . , n – положительные константы, точка z̃ лежит в некотором шаре
B(0, R) = {z ∈ Cn : |zj| ≤ R, j = 1, . . . , n}, а ξ – точка из границы поликруга

Πz̃ = {ξ = (ξ1, . . . , ξn) : |ξj − z̃j| = rj, rj > 0, j = 1, . . . , n}.
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Далее введем обозначения k1 = max
j=1,...,n

{rj}, k2 = min
j=1,...,n

{rj} и найдем оценку сверху:

∣∣∣∣( ∂

∂zj
f
)
(z̃)

∣∣∣∣ ≤ (R + k1)
n

kn+1
2

max
ξ∈Πz̃

|f(ξ)| ≤ (R + k1)
n

kn+1
2

max
ξ∈Πz

|f(λξ + b)|,

где Πz = {ξ = (ξ1, . . . , ξn) : |ξj − zj| = r̃j, r̃j > 0, j = 1, . . . , n}.
Из определения нормы для любых m ∈ N и ξ ∈ Cn получим формулу

|f(λξ + b)| ≤ pm+1(f) e
φm+1(λξ+b).

Тогда следует, что

|Tf | =
∣∣∣∣( ∂

∂zj
f
)
(λz + b)

∣∣∣∣ ≤ (R + k1)
n

kn+1
2

pm+1(f) exp

(
max
ξ∈Πz

φm+1(λξ + b)

)
.

В силу i5) при всех m ∈ N справедливо неравенство

sup
z∈Cn

(
exp

(
max
ξ∈Πz

φm+1(λξ + b)
)
exp

(
− φm(z)

))
≤ exp

(
sup
z∈Cn

(
φm+1(λz + b)− φm(z)

))
≤ ebm .

Оценим норму действия оператора при произвольном m ∈ N:

pm(Tf) ≤
ebm(R + k1)

n

kn+1
2

pm+1(f) <∞.

Таким образом, T действует из Fm+1(Cn) в Fm(Cn) для любых m ∈ N, значит, он
непрерывен и T : Fφ(Cn) → Fφ(Cn).

Действие оператора k раз на функцию f ∈ Fφ(Cn) имеет вид

T kf(z) = λ
k(k−1)

2

(
∂k

∂zkj
f

)(
λkz + b

(
1− λk

1− λ

))
.

Докажем по теореме 1 хаотичность и часто-гиперцикличность T в Fφ(Cn).
Определим множествоW как линейную оболочку всех мономов вида zβ = zβ11 ·. . .·zβnn ,

где β ∈ Zn+. В силу [20, лемма 1] W плотно в Fφ(Cn).
Вычислим действие T на моном zβ для любых k ∈ N и β ∈ Zn+:

T kzβ =

λk
βj !

(βj−k)!z
−k
j zβ + b при k ≤ βj,

0 при k > βj.

Введем оператор S для монома zβ в виде

Szβ =
1

λβj
zj(z

β − b).
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Тогда действие S на моном zβ для любых k ∈ N и β ∈ Zn+ определяется по формуле

Skzβ =
(βj − k)!

λkβj!
zkj (z

β − b).

Условие 3) теоремы 1 на множестве W выполнено:

TSzβ = λβjz
−1
j

zj
λβj

(zβ − b) + b = zβ.

По условию i1) для любого сколь угодно большого M ∈ R+ существует постоянная
CM ∈ R+ такая, что при всех z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn φm(z1, . . . , zn) ≥M(|z1|+. . .+|zn|)−CM ,
значит, выполняется соотношение

e
sup
z∈Cn

(
β1 ln |z1|+...+βn ln |zn|−φm(z1,...,zn)

)
≤ eCM

ββ

(Me)|β|
.

Проверим условие 1) теоремы 1 на W . Справедлива следующая оценка для всех
фиксированных значений z ∈ Cn при условии |λ| ≥ 1:

∞∑
k=0

sup
z∈Cn

(
|T kzβ|e−φm(z)

)
=

βj∑
k=0

sup
z∈Cn

(∣∣∣λk βj!

(βj − k)!
z−kj zβ + b

∣∣∣e−φm(z)
)

≤
βj∑
k=0

|λ|kβj(βj − 1) . . . (βj − k + 1)eCM
ββ

(Me)|β|
<∞.

Условие 1) выполнено.
Проверим условие 2) теоремы 1 на W . Для всех фиксированных значений z ∈ Cn,

где k0 = (k, k, . . . , k) ∈ Zn, при условии |λ| ≥ 1 выполняется соотношение:

∞∑
k=0

sup
z∈Cn

(
|Skzβ|e−φm(z)

)
=

∞∑
k=0

(βj − k)!

βj!
sup
z∈Cn

(∣∣∣ 1
λk
zkj (z

β − b)
∣∣∣e−φm(z)

)
≤

∞∑
k=0

1

|λ|kβj(βj − 1) . . . (βj − k + 1)
eCM

(β + k0)
β+k0

(Me)|β|+nk
<∞.

Условие 2) выполнено. Следовательно, в случае |λ| ≥ 1 оператор T хаотический и часто-
гиперциклический в Fφ(Cn).

Из теоремы 12 следует, что при выполнении условия i5) оператор

Tf(z) =
(
Dαf

)
(λz + b),

где α ∈ Zn+, а числа λ ∈ C\{0} и b ∈ Cn фиксированные, хаотический и часто-гиперцикли-
ческий в Fφ(Cn) в случае |λ| ≥ 1.
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Приведем пример не хаотического и не часто-гиперциклического, а также не гипер-
циклического оператора в Fφ(Cn).

Теорема 13. При выполнении условия i5) оператор Tf(z) =
(
∂
∂zj
f
)
(λz+b), где j = 1, . . . , n,

а числа λ ∈ C\{0} и b ∈ Cn фиксированные, не хаотический и не часто-гиперциклический
в Fφ(Cn) в случае |λ| < 1.

Доказательство. В теореме 12 показано, что оператор T линейный и непрерывно отоб-
ражает Fφ(Cn) в Fφ(Cn). Действие T на функцию f ∈ Fφ(Cn) для любых k ∈ N имеет
вид

T kf(z) = λ
k(k−1)

2

(
∂k

∂zkj
f

)(
λkz + b

(
1− λk

1− λ

))
.

Определим множествоW как линейную оболочку всех мономов вида zβ = zβ11 ·. . .·zβnn ,
где β ∈ Zn+. В силу [20, лемма 1] W плотно в Fφ(Cn).

Вычислим действие оператора на степенную функцию для любых k ∈ N и β ∈ Zn+:

T kzβ =

λk
βj !

(βj−k)!z
−k
j zβ + b при k ≤ βj,

0 при k > βj.

Тогда с помощью оценки для экспоненты, полученной в теореме 12 в силу i1), для
всех фиксированных значений z ∈ Cn при условии |λ| < 1 получим формулу:

pm(T
kzβ) ≤ sup

z∈Cn

(∣∣∣λk βj!

(βj − k)!
z−kj zβ + b

∣∣∣e−M(|z1|+...+|zn|)+CM

)
≤ |λ|keCMβj(βj − 1) . . . (βj − k + 1)

ββ

(Me)|β|
+ |b|eCM −−−→

k→∞
|b|eCM .

Таким образом, T kf → |b|eCM при k → ∞ в Fφ(Cn). Поэтому не существует функции
f ∈ Fφ(Cn) такой, что

span{T kf}
∞
k=0 = Fφ(Cn).

Итак, в случае |λ| < 1 оператор T не хаотический и не часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

2. Операторы, коммутирующие с дифференцированием

Для операторов, коммутирующих с дифференцированием, справедливы следующие
утверждения.

Теорема 14. Пусть при выполнении условия i3) линейный непрерывный оператор T в
пространстве Fφ(Cn) коммутирует с оператором дифференцирования и не является
скалярным кратным тождественного отображения. Тогда T – хаотический оператор в
Fφ(Cn).
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Доказательство. В [20, теорема 5] было показано, что T – гиперциклический оператор в
пространстве Фреше Fφ(Cn). Отсюда по леммам 2 и 3 следует, что условия хаотичности
(A) и (B) выполнены. Докажем выполнение условия (C).

При доказательстве [20, теорема 5] получили, что действие оператора T на экспо-
ненты определяется по формуле

T
(
e⟨λ,z⟩

)
= aT (λ)e

⟨λ,z⟩,

где aT (λ) – непостоянная целая функция. Введем обозначение φ(λ) = aT (λ).
По теореме 4 совокупность периодических точек оператора T задается в виде

V = span
{
f ∈ Fφ(Cn) : ∃ α ∈ Q : Tf(z) = eαπif(z)

}
.

Возьмем подмножество V :
V0 = span

{
e⟨λ,z⟩

}
λ∈W

,

где W =
{
λ ∈ Cn : ∃ α ∈ Q : φ(λ) = eαπi

}
.

Поскольку φ : Cn → C – непостоянная целая функция в Cn, то по [22, приложение B,
теорема 6] она является открытым отображением в C. Значит, пересечение ее образа φ(Cn)

с единичной окружностью T всюду совпадает с T, кроме, может быть, одной точки. Отме-
тим, что на T лежит бесконечно много точек eαπi, α ∈ Q, причем каждая из них является
предельной на T. В силу того, что φ – открытое отображение и T ограничено, бесконечно
много точек вида λ = φ−1(eαπi), где α ∈ Q, лежат в некотором поликруге Dr в Cn. Поэтому
существует хотя бы одна точка λ0 ∈ Dr, для которой φ(λ0) – предельная точка множества
T. По лемме 7 V0 плотно в Fφ(Cn). Следовательно, оператор T хаотический в Fφ(Cn).

Теорема 15. Пусть при выполнении условия i3) линейный непрерывный оператор T в
пространстве Fφ(Cn) коммутирует с оператором дифференцирования и не является
скалярным кратным тождественного отображения. Тогда T – часто-гиперциклический
оператор в Fφ(Cn).

Доказательство. Согласно [20, теорема 5] оператор T гиперциклический в пространстве
Фреше Fφ(Cn). Как показано в ее доказательстве, действие оператора T на экспоненты
имеет вид

T
(
e⟨λ,z⟩

)
= aT (λ)e

⟨λ,z⟩,

где aT (λ) – непостоянная целая функция. Обозначим φ(λ) = aT (λ). Из теоремы 14 видно,
что числа φ(λ) входят в множество собственных значений T , а экспоненты e⟨λ,z⟩ – в сово-
купность его собственных функций. Докажем теорему по схеме из утверждения [7, теоре-
ма 1.3].

Возьмем некоторую точку λ0 ∈ Cn такую, что w0 = φ(λ0) ∈ T. Любая точка w0

на окружности T предельная, поэтому найдется последовательность точек {wk}k∈N ⊂ B

таких, что wk −−−→
k→∞

φ(λ0). Поскольку φ : Cn → C – непостоянная целая функция в Cn,
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то по [22, приложение B, теорема 6] она является открытым отображением в C. Из этого
получим, что при всех k ∈ N точкам wk ∈ B соответствуют λk ∈ Cn, определенные в
виде λk = φ−1(wk). Значит, имеется последовательность точек {λk}k∈N ⊂ Cn таких, что
φ(λk) ∈ B при всех k ∈ N и φ(λk) −−−→

k→∞
φ(λ0). Так как φ – открытое отображение,

то следует, что λk −−−→
k→∞

λ0. По схеме из леммы 7 построим последовательность прямых
{Lk}k∈N в Cn.

В силу того, что непостоянная аналитическая функция φ|Lk
для каждого k ∈ N

является открытым отображением, при любом k ∈ N можно взять некоторое собствен-
ное значение wk ∈ T и содержащую его непустую открытую дугу γk ⊂ T. Построим
аналитическую на T функцию ψk : γk → Lk так, что φ(ψk(wk)) = wk. Теперь построим
не тождественную нулю C2–гладкую функцию fk : T → C такую, что fk(wk) ̸= 0, fk не
тождественна нулю на γk и fk ≡ 0 вне γk. Определим функцию Ek : T → Fφ(Cn) в виде
Ek(w) = fk(w)e

⟨ψk(w),z⟩, z ∈ Cn при w ∈ γk и Ek(w) = 0 при w /∈ γk. Поскольку функция fk
C2-гладкая на T и e⟨ψk(w),z⟩ бесконечно дифференцируемая по w на T, то Ek – C2-гладкая
по w на T функция.

Ek при всех k ∈ N являются собственными функциями оператора T , соответству-
ющими изолированным собственным значениям wk = φ(λk), где wk ∈ T, k ∈ N. Тогда
множество

Ẽ = span
{
fk(w)e

⟨ψk(w),z⟩ : w ∈ γk
}
k∈N = span

{
fk(φk(λ))e

⟨λ,z⟩ : λ ∈ W
}
k∈N,

где
W =

{
λ ∈ Cn : λ ∈ ψk(γk)

}
k∈N,

определяет поле собственных функций T , соответствующих собственным значениям с еди-
ничным модулем. Из того, что для всех k ∈ N Ek являются C2-гладкими по w функциями,
следует, что Ẽ – C2-гладкое поле собственных функций оператора T , соответствующих
собственным значениям с единичным модулем.

Заметим, что Ẽ содержит подмножество

V0 = span
{
e⟨λ,z⟩

}
λ∈W

,

гдеW =
{
λ ∈ Cn : ∃ α ∈ Q : φ(λ) = eαπi

}
. Как показано в теореме 14, V0 плотно в Fφ(Cn).

Следовательно, Ẽ также плотно в Fφ(Cn).
Таким образом, T имеет в Fφ(Cn) C2-гладкое охватывающее поле собственных функ-

ций, соответствующих собственным значениям с единичным модулем. Тогда по теореме 5
оператор T часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

Из теорем 14 и 15 вытекают следующие утверждения.

Следствие 16. Пусть полином P (z) =
m∑

α: |α|=0

aαz
α, где m ∈ N и aα ∈ C при любых α ∈ Zn+,
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отличен от постоянной. Тогда при выполнении условия i3) оператор T =
m∑

α: |α|=0

aαD
α
z

хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

Очевидно, что оператор коммутирует с дифференцированием. В [20, теорема 2] по-
казаны его линейность и непрерывность в Fφ(Cn).

Следствие 17. Пусть заданы числа m ∈ N и точки aα ∈ Cn, cα ∈ C, где α ∈ Zn+. Тогда

при выполнении условия i4) оператор Tf(z) =
m∑

α: |α|=1

cαf(z + aα), не кратный тожде-

ственному, хаотичен и часто-гиперцикличен в Fφ(Cn).

В силу [20, следствие 1] оператор линейный и непрерывный. Поскольку очевидно,
что он коммутирует с дифференцированием, то утверждение верно.

Следствие 18. Пусть N ∈ N и m ∈ N, заданы точки cαβ ∈ C и aα ∈ Rn, где α, β ∈ Zn+.

Тогда при выполнении условия i4) оператор Tf(z) =
N∑

α: |α|=0

m∑
β: |β|=1

cαβ(D
αf)(z + aα), не

кратный тождественному, хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

По [20, следствие 2] для оператора выполняются линейность и непрерывность, а
свойство коммутирования с дифференцированием очевидно.

Следствие 19. Пусть Φ(z) =
∞∑

α: |α|=0

cαz
α – непостоянная целая функция в пространстве

Fφ(Cn), где cα ∈ C при любых α ∈ Zn+, определим оператор

T : f(z) ∈ Fφ(Cn)
Φ(D)−−−→

∞∑
α: |α|=0

cαD
α
z f(z).

Тогда если Φ(z) – функция экспоненциального типа, то при выполнении условия i3) опе-
ратор T хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

В [20, теорема 3] показано, что оператор линейный и непрерывный. Поскольку он
коммутирует с дифференцированием, то справедливо данное следствие.

Если Λ = (λα)
∞
α: |α|=1 – заданная последовательность точек λα ∈ Cn, где α ∈ Zn+,

то для семейства функций φ в силу условия i4) при всех m ∈ N и α ∈ Zn+ существует
зависящая от нее совокупность чисел bα,m(Λ) = sup

z∈Cn

(φm+1(z + λα)− φm(z)).

Следствие 20. Пусть для семейства φ заданы последовательность (dα)
∞
α: |α|=1 чисел

dα ∈ C, где α ∈ Zn+, и последовательность Λ = (λα)
∞
α: |α|=1 точек λα ∈ Cn, где α ∈ Zn+,

таких, что lim
α→∞

|λα| = ∞ и
∞∑

α: |α|=1

|dα|ebα,m(Λ) < ∞ для любого m ∈ N. Определим при

выполнении условия i4) на Fφ(Cn) оператор T : f(z) ∈ Fφ(Cn) −→
∞∑

α: |α|=1

dαf(z+λα). Тогда

T хаотичен и часто-гиперцикличен в Fφ(Cn).
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Как показано в [20, следствие 3], для оператора выполнены свойства линейности и
непрерывности. Его свойство коммутирования с дифференцированием очевидно.

Следствие 21. Пусть в пространстве Fφ(Cn) S – обобщенная функция с компактным
носителем, причем ее преобразование Фурье–Лапласа Ŝ(z) = Sξ(e

⟨ξ,z⟩) не является кон-
стантой. Тогда при выполнении условия i4) оператор свертки вида MS[f ](z) = St(f(z+t))

хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

По [20, следствие 4] оператор линейный и непрерывный. В [21, теорема 17.3] доказано,
что он коммутирует с дифференцированием.

Следствие 22. Пусть для семейства функций φ выполняется условие

∀m, k ∈ N ∃ l = lm,k ∈ N, r = rm,k > 0 : ∀ z, t ∈ Cn φl(z + t) ≤ φm(z) + φk(t) + r,

а S определен как линейный непрерывный функционал на Fφ(Cn), преобразование Фурье–
Лапласа которого Ŝ(z) = Sξ(e

⟨ξ,z⟩) не является константой. Тогда при выполнении усло-
вия i4) оператор свертки MS[f ](z) = St(f(z + t)) хаотичен и часто-гиперцикличен в
Fφ(Cn).

В [20, лемма 7] были доказаны линейность и непрерывность оператора. В [20, лемма
6] показано, что он коммутирует с дифференцированием.
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Chaotic and frequently hypercyclic operators in the
weighted space of entire functions

A.I. Rakhimova

Abstract. We study the issues of chaoticity and frequently hypercyclicity of
various operators in the weighted space Fφ(Cn), defined as the projective limit
of Banach spaces. Theorems 8–13 consider the cases of differentiation and shift
operators, as well as their compositions in Fφ(Cn). For linear continuous operators
commuting with differentiation, Theorem 14 shows that they are chaotic in Fφ(Cn).
In Theorem 15, such operators are proved to be frequently hypercyclic in Fφ(Cn),
and also are the most important consequences of these statements are indicated.

Keywords: weight space, entire functions, chaotic operator, frequently hypercyclic
operator, differentiation operator, shift operator.
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