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Введение

В работе продолжается исследование корректности смешанных краевых задач в чет-
верти плоскости R2

++ = {t > 0, x > 0} для псевдогиперболического уравнения

(I −D2
x)D

2
t u+D4

xu− a2D2
xu = f(t, x), (1)

здесь I – тождественный оператор, a ∈ R. Подобное уравнение (1) возникает при мате-
матическом описании крутильных колебаний стержня [1, 2], а также при моделировании
продольных колебаний стержня [3, 4]. Данное уравнение является уравнением, не разре-
шенным относительно старшей производной по времени. Такие уравнения часто называют
уравнениями соболевского типа, именно с работы С.Л. Соболева (см., например, [5], с. 333–
447) началось интенсивное развитие этого направления в теории уравнений с частными
производными.

В монографии Г.В. Демиденко и С.В. Успенского [6] была введена классификация
линейных уравнений, не разрешенных относительно старшей производной, вида

L0(Dx)D
l
tu+

l−1∑
k=0

Ll−k(Dx)D
k
t u = f(t, x),
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где L0(Dx) является квазиэллиптическим оператором и построена теория краевых задач
для некоторых классов. В [6] был введён класс псевдогиперболических дифференциаль-
ных уравнений и для них была изучена задача Коши. Задача Коши для некоторых нели-
нейных псевдогиперболических уравнений изучена в [7]. В целом теория краевых задач
для псевдогиперболических уравнений на данный момент еще не построена. Существуют
некоторые результаты по отдельным начально-краевым задачам (см., например, [8–10]).

Работа посвящена рассмотрению следующей смешанной задачи

(I −D2
x)D

2
t u+D4

xu− a2D2
xu = 0, x > 0, t > 0,

u|t=0 = 0, Dtu|t=0 = 0,(
b11 + b12Dx

)
u|x=0 = φ1(t),(

b21 + b22Dx

)
u|x=0 = φ2(t),

(2)

здесь bij ∈ R, i = 1, 2 и j = 1, 2. Будем предполагать, что задача (2) удовлетворяет условию
Лопатинского (см., например, [6]). В случае, если правая часть уравнения ненулевая, а
φ1 = φ2 = 0, результат опубликован в [11].

Цель работы состоит в том, чтобы доказать однозначную разрешимость задачи (2)
в анизотропном весовом соболевском пространстве W 2,4

2,γ (R2
++).

1. Полученный результат

Перед тем как сформулировать основной результат, напомним определение анизо-
тропного весового соболевского пространства (см., например, [12, 13]).

Определение 1. Функция u(t, x) принадлежит анизотропному соболевскому простран-
ству W l1,l2

2 (G), l1 > 0, l2 > 0, G ⊆ R2, если существуют обобщенные производные
Dα1

t D
α2
x u(t, x) в области G при α = (α1, α2) такие, что

α1

l1
+
α2

l2
≤ 1,

при этом Dα1
t D

α2
x u(t, x) ∈ L2(G). Норма в W l1,l2

2 (G) имеет вид

∥u(t, x),W l1,l2
2 (G)∥ =

∑
α:α1/l1+α2/l2≤1

∥Dα1
t D

α2
x u(t, x), L2(G)∥.

Определение 2. Функция u(t, x) принадлежит анизотропному соболевскому простран-
ству с экспоненциальным весом W l1,l2

2,γ (G), l1 > 0, l2 > 0, G ⊆ R2, если функция e−γtu(t, x)

принадлежит W l1,l2
2 (G). Норма в этом пространстве задается следующим образом

∥u(t, x),W l1,l2
2,γ (G)∥ = ∥e−γtu(t, x),W l1,l2

2 (G)∥.

Далее перейдем к формулировке условия Лопатинского для задачи (2). Рассмот-
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рим краевую задачу на полупрямой для обыкновенного дифференциального уравнения с
параметром τ ∈ C+

γ = {τ ∈ C : Re τ > γ}, γ > 0

τ 2(I −D2
x)v +D4

xv − a2D2
xv = 0, x > 0,(

b11 + b12Dx

)
v|x=0 = ψ1,(

b12 + b22Dx

)
v|x=0 = ψ2,

sup
x>0

|v| <∞.

(3)

Определение 3. Смешанная задача (2) удовлетворяет условию Лопатинского, если кра-
евая задача (3) однозначно разрешима при любых ψ1, ψ2.

Очевидно, что при τ ∈ C+
γ , γ > 0, характеристическое уравнение для дифференци-

ального уравнения в задаче (3)

L(τ, λ) = λ4 − (τ 2 + a2)λ2 + τ 2 = 0 (4)

не имеет чисто мнимых корней. Более того, два корня характеристического уравнения (4)
λ−1 , λ−2 лежат в левой полуплоскости, а два корня λ+1 , λ+2 находятся в правой.

Характеристические многочлены граничных операторов рассматриваемой задачи
можно представить в виде

b1(λ) = b11 + b12λ,

b2(λ) = b21 + b22λ.

Матрицу Лопатинского можно записать следующим образом

B =

(
b11 b12
b21 b22

)
.

Согласно [6] краевая задача (3) однозначно разрешима, если

detB ̸= 0.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть выполнено условие Лопатинского для краевой задачи (2) и существу-
ет γ0 > 0 такое, что для любых

φ1(t) ∈ W 3
2,γ(R+), γ > γ0, φ1(t)

∣∣
t=0

= Dtφ1(t)
∣∣
t=0

= D2
tφ1(t)

∣∣
t=0

= 0,

φ2(t) ∈ W 3
2,γ(R+), γ > γ0, φ2(t)

∣∣
t=0

= Dtφ2(t)
∣∣
t=0

= D2
tφ2(t)

∣∣
t=0

= 0.

Тогда краевая задача (2) однозначно разрешима в классе функций из соболевского про-
странства W 2,4

2,γ (R2
++) таких, что D2

tD
2
xu ∈ L2,γ(R2

++) и γ > γ0, для решения u(t, x) имеет
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место оценка

∥u(t, x),W 2,4
2,γ (R2

++)∥ ≤ c(γ0)
(
∥φ1(t),W

3
2,γ(R+)∥+ ∥φ2(t),W

3
2,γ(R+)∥

)
,

где константа c(γ0) не зависит от функций φ1(t) и φ2(t).

При доказательстве теоремы имеет большое значение обобщенная теорема Пэли–
Винера [6, 14]). Напомним ее формулировку.

Рассмотрим функции v(τ, x), τ = iη + σ, принадлежащие для почти всех x ∈ R+

пространству L̃2(C+
γ ), т. е.

а) для почти всех x ∈ R+ функция v(τ, x) – аналитическая в C+
γ ;

б) sup
σ>γ

∞∫
−∞

∞∫
0

|v(iη + σ, x)|2 dx dη <∞.

Введем норму

sup
σ>γ

 ∞∫
−∞

∞∫
0

|v(iη + σ, x)|2 dx dη

1/2

.

Полученное таким образом линейное нормированное пространство будем обозначать
L̃2(C+

γ × R+). Для описания образа интегрального оператора Лапласа L пространства

W l1,l2
2,γ (R2

++), l1 ≥ 0, l2 ≥ 0,

рассмотрим множество функций v(τ, x), принадлежащих L̃2(C+
γ × R+), таких, что при

l1, l2 > 0

sup
σ>γ

∞∫
−∞

∞∫
0

|τ |2α1|Dα2
x v(iη + σ, x)|2 dx dη <∞, 0 ≤ α1

l1
+
α2

l2
≤ 1,

при l1 = 0

sup
σ>γ

∞∫
−∞

∞∫
0

|Dα2
x v(iη + σ, x)|2 dx dη <∞, 0 ≤ α2 ≤ l2,

при l2 = 0

sup
σ>γ

∞∫
−∞

∞∫
0

|τ |2α1|v(iη + σ, x)|2 dx dη <∞, 0 ≤ α1 ≤ l1,

Введем на нем норму

∑
α

sup
σ>γ

( ∞∫
−∞

∞∫
0

|iη + σ|2α1|Dα2
x v(iη + σ, x)|2 dx dη

) 1
2

.

Полученное линейное нормированное пространство будем обозначать через W̃ l1,l2
2 (C+

γ ×R+).
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Теорема 5 (обобщенная теорема Пэли–Винера). Интегральный оператор Лапласа L отоб-
ражает пространство функций из W l1,l2

2,γ (R2
++) таких, что

Dk
t u
∣∣
t=0

= 0, k = 0, . . . , l1 − 1,

на пространство W̃ l1,l2
2 (C+

γ × R+) взаимно однозначно и взаимно непрерывно.

2. Доказательство разрешимости краевой задачи

Для доказательства теоремы 4 воспользуемся схемой, предложенной в [6].
Рассмотрим вспомогательную краевую задачу на полупрямой x > 0 с параметром

τ ∈ C+
γ , где τ = σ + iη и σ > γ > 0, для обыкновенного дифференциального уравнения,

которая получается после применения оператора Лапласа по t к задаче (2)

D4
xv − (τ 2 + a2)D2

xv + τ 2v = 0, x > 0,(
b11 + b12Dx

)
v|x=0 = φ̃1(τ),(

b21 + b22Dx

)
v|x=0 = φ̃2(τ),

sup
x>0

|v| <∞,

(5)

здесь φ̃1(τ) и φ̃2(τ) – преобразования Лапласа по переменной t функций φ1(t) и φ2(t)

соответственно. Дальнейшая проверка состоит в доказательстве того, что задача (5) имеет
единственное решение в соболевском пространстве W 4

2 (R+) при τ ∈ C+
γ .

Так как для задачи (2) справедливо условие Лопатинского, то краевая задача (5)
однозначно разрешима. Решение последней можно записать следующим образом

v(τ, x) =
b21
(
e−λ+

1 x − e−λ+
2 x
)
+ b22

(
e−λ+

2 xλ+1 − e−λ+
1 xλ+2

)
(λ+1 − λ+2 )(b11b22 − b21b12)

φ̃1(τ)

−
b11
(
e−λ+

1 x − e−λ+
2 x
)
+ b12

(
e−λ+

2 xλ+1 − e−λ+
1 xλ+2

)
(λ+1 − λ+2 )(b11b22 − b21b12)

φ̃2(τ) = v1(τ, x)− v2(τ, x), (6)

где λ+1 и λ+2 – корни характеристического уравнения (4), расположенные в правой полу-
плоскости. Сформулируем утверждения о корнях, которые понадобятся при получении
оценок (6). Подробные доказательства приведены в работе [11].

Лемма 6. Для корней характеристического уравнения (4) имеют место соотношения:

λ+j (τ) = −λ−j (τ), j = 1, 2,

λ+1 (τ)λ
+
2 (τ) = τ, (λ+1 (τ))

2 + (λ+2 (τ))
2 = τ 2 + a2,

|τ |
2

≤ |λ+1 (τ)| ≤ 2|τ |, 1

2
≤ |λ+2 (τ)| ≤ 2.
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Лемма 7. Существуют константы c1, c2 > 0, что при σ > γ > γ0 > 0, η ∈ R имеют
место оценки

Reλ+1 (τ)|λ+1 (τ)| ≥ c1σ|τ |, Reλ+2 (τ)|λ+2 (τ)| ≥ c2σ,

где λ+j (τ), j = 1, 2 – корни уравнения (4), Reλ+j (τ) > 0, j = 1, 2.

Лемма 8. Пусть функции φ1(t) и φ2(t) удовлетворяют условиям теоремы 4, тогда при
Re τ > γ > γ0 > 0 справедливы оценки:

∥v(τ, x), L2(R+)∥ ≤ c(γ0)
(
|φ̃1(τ)|+ |φ̃2(τ)|

)
,

∥Dk
xv(τ, x), L2(R+)∥ ≤ c(γ0)|τ |

(
|φ̃1(τ)|+ |φ̃2(τ)|

)
, k = 1, 2,

∥Dk
xv(τ, x), L2(R+)∥ ≤ c(γ0)|τ |k−1

(
|φ̃1(τ)|+ |φ̃2(τ)|

)
, k = 3, 4,

где константа c положительная и не зависит от φ1(t) и φ2(t).

Доказательство. Используя функцию Хевисайда θ(x), функцию v(τ, x) можно записать
в виде

v(τ, x)θ(x) = v1(τ, x)θ(x)− v2(τ, x)θ(x).

Рассмотрим функцию v1(τ, x)θ(x), с учетом формулы преобразования Фурье получаем

F [v1(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
b21 + b22λ

+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)
+

b22
(λ+2 + iξ)

]
· φ̃1(τ)

b11b22 − b21b12
.

Применяя равенство Парсеваля и неравенство Минковского, приходим к следующему

∥v1(τ, x), L2(R+)∥ = ∥F [v1(τ, x)θ(x)](ξ), L2(R)∥

≤
[∥∥∥∥ b21 + b22λ

+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)
, L2(R)

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ b22
(λ+2 + iξ)

, L2(R)
∥∥∥∥] · |φ̃1(τ)|

|b11b22 − b21b12|
.

Используя оценки на λ+2 и λ+1 из леммы 7, имеем∣∣∣∣ b21 + b22λ
+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣ ≤ C√
1 + ξ2

,

∣∣∣∣ b22
(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣ ≤ |b22|√
1 + ξ2

.

Подставляя полученные выражения в рассматриваемую норму и непосредственно вычис-
ляя интегралы, получаем

∥v1(τ, x), L2(R+)∥ ≤ c1|φ̃1(τ)|.

Далее перейдем к анализу Dk
xv1(τ, x), а именно выражения

b21
(
e−λ+

1 x(−λ+1 )k − e−λ+
2 x(−λ+2 )k

)
+ b22

(
e−λ+

2 x(−λ+2 )kλ+1 − e−λ+
1 x(−λ+1 )kλ+2

)
(λ+1 − λ+2 )(b11b22 − b21b12)

φ̃1(τ). (7)

Рассмотрим выражение (7) при k = 2. Умножив на функцию Хевисайда θ(x) и применив
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преобразование Фурье, получаем

F [D2
xv1(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
λ+1 λ

+
2

(
b22λ

+
2 − b21

)
(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

+
b21(λ

+
1 + λ+2 )

λ+2 + iξ
− b22λ

+
1 λ

+
2

λ+1 + iξ

]
· φ̃1(τ)

b11b22 − b21b12
.

Используя оценки из леммы 7, имеем∣∣∣∣∣λ+1 λ+2
(
b22λ

+
2 − b21

)
(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣∣ ≤ C1|τ |√
1 + ξ2

,

∣∣∣∣b21(λ+1 + λ+2 )

λ+2 + iξ

∣∣∣∣ ≤ C2|τ |√
1 + ξ2

.

Тогда для ∥D2
xv1(τ, x), L2(R+)∥ применяя неравенство Минковского, вычисляя соответ-

ствующие интегралы, приходим к неравенству∥∥D2
xv1(τ, x), L2(R+)

∥∥ ≤ c12(γ)|τ ||φ̃1(τ)|.

Рассмотрим выражение (7) при k = 4. Применяя преобразование Фурье, получаем

F [D4
xv1(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
b21λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )

2 + λ+1 λ
+
2 + (λ+2 )

2
)
− b22

(
(λ+1 )

2 + (λ+2 )
2
)(
λ+1 + λ+2

)
(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

+
b21
(
(λ+1 )

2 + (λ+2 )
2
)(
λ+1 + λ+2

)
− b22λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )

2 + λ+1 λ
+
2 + (λ+2 )

2
)

(λ+1 + iξ)

+
b22λ

+
1 (λ

+
2 )

2
(
(λ+1 )

2 + λ+1 λ
+
2 + (λ+2 )

2
)
− b21λ

+
2

(
(λ+1 )

2 + (λ+2 )
2
)(
λ+1 + λ+2

)
(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

]
· φ̃1(τ)

b11b22 − b21b12
.

С учетом леммы 7 имеют место оценки∣∣∣∣∣b21λ+1 λ+2
(
(λ+1 )

2 + λ+1 λ
+
2 + (λ+2 )

2
)
− b22

(
(λ+1 )

2 + (λ+2 )
2
)(
λ+1 + λ+2

)
(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣∣ ≤ C3|τ |3√
1 + ξ2

,∣∣∣∣∣b21
(
(λ+1 )

2 + (λ+2 )
2
)(
λ+1 + λ+2

)
− b22λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )

2 + λ+1 λ
+
2 + (λ+2 )

2
)

(λ+1 + iξ)

∣∣∣∣∣ ≤ C3|τ |3

|λ+1 + iξ|
,∣∣∣∣∣b22λ+1 (λ+2 )2

(
(λ+1 )

2 + λ+1 λ
+
2 + (λ+2 )

2
)
− b21λ

+
2

(
(λ+1 )

2 + (λ+2 )
2
)(
λ+1 + λ+2

)
(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣∣ ≤ C3|τ |3√
1 + ξ2

.

Рассмотрим норму∥∥D4
xv1(τ, x), L2(R+)

∥∥ =
∥∥F [D4

xv1(τ, x)θ(x)](ξ), L2(R)
∥∥ .

Применив неравенство Минковского и оценки, указанные выше, и вычисляя соответству-
ющие интегралы, приходим к неравенству∥∥D4

xv1(τ, x), L2(R+)
∥∥ ≤ c14(γ)|τ |3|φ̃1(τ)|.
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Повторим рассуждения для v2(τ, x). Преобразования Фурье от v2(τ, x)θ(x) имеет вид

F [v2(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
b11 + b12λ

+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)
+

b12
(λ+2 + iξ)

]
· φ̃2(τ)

b11b22 − b21b12
.

Применяя равенство Парсеваля и неравенство Минковского, приходим к следующему

∥v2(τ, x), L2(R+)∥ = ∥F [v2(τ, x)θ(x)](ξ), L2(R)∥

≤
[∥∥∥∥ b11 + b12λ

+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)
, L2(R)

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ b12
(λ+2 + iξ)

, L2(R)
∥∥∥∥] · |φ̃2(τ)|

|b11b22 − b21b12|
.

Используя оценки на корень λ+2 из леммы 7, получаем∣∣∣∣ b11 + b12λ
+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣ ≤ C√
1 + ξ2

,

∣∣∣∣ b12
(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣ ≤ |b22|√
1 + ξ2

.

Подставляя полученные выражения в рассматриваемую норму и считая интегралы, имеем

∥v2(τ, x), L2(R+)∥ ≤ c2|φ̃2(τ)|.

Далее перейдем к Dk
xv2(τ, x), а именно

b11
(
e−λ+

1 x(−λ+1 )k − e−λ+
2 x(−λ+2 )k

)
+ b12

(
e−λ+

2 x(−λ+2 )kλ+1 − e−λ+
1 x(−λ+1 )kλ+2

)
(λ+1 − λ+2 )(b11b22 − b21b12)

φ̃2(τ). (8)

Умножив на функцию Хевисайда θ(x) и применив преобразование Фурье к выражению
(8) при k = 2, получаем

F [D2
xv2(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
λ+1 λ

+
2

(
b12λ

+
2 − b11

)
(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

+
b11(λ

+
1 + λ+2 )

λ+2 + iξ
− b12λ

+
1 λ

+
2

λ+1 + iξ

]
· φ̃2(τ)

b11b22 − b21b12
,

используя оценки из леммы 7, имеем∣∣∣∣∣λ+1 λ+2
(
b12λ

+
2 − b11

)
(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣∣ ≤ C1|τ |√
1 + ξ2

,

∣∣∣∣b11(λ+1 + λ+2 )

λ+2 + iξ

∣∣∣∣ ≤ C2|τ |√
1 + ξ2

.

Тогда для ∥D2
xv2(τ, x), L2(R+)∥ справедливо∥∥D2

xv2(τ, x), L2(R+)
∥∥ ≤ c12(γ)|τ ||φ̃2(τ)|.
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Рассмотрим выражение (8) при k = 4. Применяя преобразование Фурье, получаем

F [D4
xv2(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
b11λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )

2 + λ+1 λ
+
2 + (λ+2 )

2
)
− b12

(
(λ+1 )

2 + (λ+2 )
2
)(
λ+1 + λ+2

)
(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

+
b11
(
(λ+1 )

2 + (λ+2 )
2
)(
λ+1 + λ+2

)
− b12λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )

2 + λ+1 λ
+
2 + (λ+2 )

2
)

(λ+1 + iξ)

+
b12λ

+
1 (λ

+
2 )

2
(
(λ+1 )

2 + λ+1 λ
+
2 + (λ+2 )

2
)
− b11λ

+
2

(
(λ+1 )

2 + (λ+2 )
2
)(
λ+1 + λ+2

)
(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

]
· φ̃2(τ)

b11b22 − b21b12
.

Отсюда с учетом леммы 7 имеем оценку∥∥D4
xv2(τ, x), L2(R+)

∥∥ ≤ c24(γ)|τ |3|φ̃2(τ)|.

Доказательство теоремы 4. Функция v(τ, x) вида (6) – решение краевой задачи (5), при-
надлежит пространству W 4

2 (R+), и для него выполняются оценки из леммы 8. Поскольку
константы c > 0 не зависят от τ , φ̃1(τ) и φ̃2(τ), то при γ > γ0 > 0 справедливо

∥v(τ, x), L2(C+
γ × R+)∥ ≤ c∥ |φ̃1(τ)|+ |φ̃2(τ)

∣∣, L2(C+
γ )∥,

∥τ 2v(τ, x), L2(C+
γ × R+)∥+ ∥τ 2D2

xv(τ, x), L2(C+
γ × R+)∥

+∥D4
xv(τ, x), L2(C+

γ × R+) ≤ c∥τ 3
(
|φ̃1(τ)|+ |φ̃2(τ)

∣∣), L2(C+
γ )∥.

Чтобы воспользоваться обобщенной теоремой Пэли–Винера, нужно проверить аналитич-
ность функции v(τ, x) из (6) в C+

γ при x > 0. Однако, это очевидно, поскольку функции
φ1(t) и φ2(t) из L2,γ(R+), γ > γ0, поэтому φ̃1(τ) и φ̃2(τ) аналитические в C+

γ . Принимая во
внимание явное выражение (6) и выполнение условия Лопатинского, видим, что функция
v(τ, x) является также аналитической в C+

γ при x > 0.
Применяя обобщенную теорему Пэли–Винера получаем, что функция

u(t, x) = L−1
τ→t(v(τ, x)),

принадлежит пространству W 2,4
2,γ (R2

++), γ > γ0, γ0 > 0, при этом D2
tD

2
xu(t, x) ∈ L2,γ(R2

++).
Она является решением задачи (2), и справедлива оценка

∥u(t, x),W 2,4
2,γ (R2

++)∥ ≤ c(γ)
(
∥φ1(t),W

3
2,γ(R+)∥+ ∥φ2(t),W

3
2,γ(R+)∥

)
.

Таким образом, краевая задача (2) имеет решение. Далее покажем, что оно единственно.
Для этого нужно убедиться, что изучаемое уравнение с нулевыми граничными условиями
имеет нулевое решение.

Предположим, что u(t, x) из W 2,4
2,γ (R2

++), γ > γ0 > 0, является решением задачи (2)
при φ1(t) ≡ 0 и φ2(t) ≡ 0. Следовательно, ее преобразование Лапласа по t представляет
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собой решение краевой задачи

D4
xv − (τ 2 + a2)D2

xv + τ 2v = 0, x > 0,

(b11 + b12Dx)v|x=0 = 0,

(b21 + b22Dx)v|x=0 = 0,

(9)

принадлежащее W 4
2 (R+). Тогда по теореме вложения sup

x≥0
|v| < ∞. Но поскольку краевая

задача (9) с условием ограниченности решения удовлетворяет условию Лопатинского, то
v(τ, x) = 0. Следовательно, u(t, x) = 0 почти всюду.

Пример 9. Рассмотрим смешанную задачу

(I −D2
x)D

2
t u+D4

xu = 0, x > 0, t > 0,

u|t=0 = 0, Dtu|t=0 = 0,

u|x=0 = φ1(t), Dxu|x=0 = 0,

будем искать решение в соболевском пространстве с экспоненциальным весом W 2,4
2,γ (R2

++).
Покажем, что если потребовать от φ1(t) меньше условий гладкости, чем указано в теореме,
то решение не будет принадлежать указанному классу.

Предположим, что для любой функции φ1(t) из пространства W 2
2,γ(R+), γ > γ0 > 0

и φ1(t)
∣∣
t=0

= Dtφ1(t)
∣∣
t=0

= 0 существует решение задачи. Пусть

φ1(t) =


−3t3 + 4t2, t ∈ [0, 1],

e−t+1, t > 1,

0, t < 0.

Преобразование Лапласа для нее имеет вид

φ̃1(τ) =
8 + 11e−τ

τ 3 + τ 2
+

e−τ (28τ + 18)− (10τ + 18)

τ 5 + τ 4
, τ = σ + iη.

По предположению

∥D2
tD

2
xu(t, x), L2,γ(R2

++)∥ ≤ ∥u(t, x),W 2,4
2,γ (R2

++)∥ ≤ c <∞.

Обозначим через v(τ, x), τ = σ+ iη – преобразование Лапласа функции u(t, x) по перемен-
ной t. Обратимся к τ 2D2

xv(x, τ) ∈ L2(C+
γ × R+)

τ 2D2
xv(x, τ) =

[
8 + 11e−τ

τ 3 + τ 2
+

e−τ (28τ + 18)− (10τ + 18)

τ 5 + τ 4

]
· F−1

[
τ 2λ1λ2iξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

]
(x)

= [k1(τ) + k2(τ)] [w(x, τ)] ,
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здесь F−1 – обратное преобразование Фурье. Таким образом

∥τ 2D2
xv(τ, x)− k2(τ)w(x, τ), L2(C+

γ × R+)∥ = ∥k1(τ)w(x, τ), L2(C+
γ × R+)∥ <∞.

Рассмотрим подробнее правую часть равенства. С учетом леммы 7 и леммы 6 имеем

sup
σ>γ

∫∫
R2

∣∣∣∣8 + 11e−τ

(τ + 1)
· λ1λ2iξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

∣∣∣∣2 dξdη
1/2

≥

sup
σ>γ

∫∫
R2

∣∣∣∣ c1
(τ + 1)

· τξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

∣∣∣∣2 dξdη
1/2

=

sup
σ>γ

∫∫
R2\B1(0)

∣∣∣∣ c1
(τ + 1)

· τξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

∣∣∣∣2 dξdη

+ sup
σ>γ

∫∫
B1(0)

∣∣∣∣ c1
(τ + 1)

· τξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

∣∣∣∣2 dξdη


1/2

,

здесь B1(0) – шар в R2 с радиусом 1. Тогда интеграл по компакту сходится, так как
подынтегральное выражение не имеет особенностей. Остается

sup
σ>γ

∫∫
R2\B1(0)

∣∣∣∣ c1
(τ + 1)

· τξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

∣∣∣∣2 dξdη


1/2

≥ C

sup
σ>γ

∫∫
R2\B1(0)

1

|λ1 + iξ|2
dξdη


1/2

.

Учитывая оценку |λ1 + iξ|2 ≤ σ2 + η2 + ξ2, применим полярную замену. Тогда

sup
σ>γ

2π∫
0

+∞∫
1

rdrdy

σ2 + r2
≥ π lim

l→∞
(ln(γ2 + l2))− ln(γ2 + 1) = +∞.

Следовательно

∞ ≤ ∥τ 2D2
xv(τ, x)− k2(τ)w(x, τ), L2(C+

γ × R)∥ = ∥k1(τ)w(x, τ), L2(C+
γ × R)∥ <∞,

противоречие. Отсюда φ1(t) ∈ W 3
2,γ(R+). Подобный пример можно построить и для функ-

ции φ2(t), который будет показывать, что если уменьшить требование на существование
производных, то решение не будет принадлежать пространству W 2,4

2,γ (R2
++).
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Сформулируем утверждение для краевой задачи

(I −D2
x)D

2
t u+D4

xu− a2D2
xu = f(t, x), x > 0, t > 0,

u|t=0 = 0, Dtu|t=0 = 0,(
b11 + b12Dx

)
u|x=0 = φ1(t),(

b21 + b22Dx

)
u|x=0 = φ2(t),

(10)

которое является следствием доказанной выше теоремы и результата, опубликованного в
работе [11].

Теорема 10. Пусть выполнено условие Лопатинского для краевой задачи (10) и суще-
ствует γ0 > 0 такое, что для любых

f(t, x) ∈ W 1,0
2,γ (R2

++), γ > γ0, f(t, x)
∣∣
t=0

= 0,

φ1(t) ∈ W 3
2,γ(R+), γ > γ0, φ1(t)

∣∣
t=0

= Dtφ1(t)
∣∣
t=0

= D2
tφ1(t)

∣∣
t=0

= 0,

φ2(t) ∈ W 3
2,γ(R+), γ > γ0, φ2(t)

∣∣
t=0

= Dtφ2(t)
∣∣
t=0

= D2
tφ2(t)

∣∣
t=0

= 0.

Тогда краевая задача (2) однозначно разрешима в классе функций из соболевского про-
странства W 2,4

2,γ (R2
++) таких, что D2

tD
2
xu ∈ L2,γ(R2

++) и γ > γ0, для решения u(t, x) имеет
место оценка

∥u(t, x),W 2,4
2,γ (R2

++)∥ ≤ c(γ0)
(
∥f(t, x),W 1,0

2,γ (R2
++)∥+ ∥φ1(t),W

3
2,γ(R+)∥+ ∥φ2(t),W

3
2,γ(R+)∥

)
,

где константа c(γ0) не зависит от функций f(t, x), φ1(t) и φ2(t).

Автор выражает глубокую благодарность д.ф.-м.н. Г.В. Демиденко и к.ф.-м.н.
Л.Н.Бондарь за внимание к работе и ценные советы.
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