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Аннотация. Исследованы мало квазипроективные модули и близкие к ним
классы модулей. Понятие мало квазипроективного модуля двойственно к по-
нятию существенно квазиинъективного модуля, которое в последнее время
было изучено в ряде работ. Показано, что над совершенными справа кольца-
ми класс мало квазипроективных правых модулей совпадает с рядом классов
правых модулей, близких к проективным, исследованных в статье. В каче-
стве следствия полученных результатов приведена хорошо известная теорема
А.А. Туганбаева о совпадении классов квазипроективных правых модулей и
эндоморфизм-поднимаемых правых модулей над совершенными справа коль-
цами. Также получены характеризации модулей M, для которых в категории
σ[M ] каждый (конечнопорожденный, циклический, полупростой, простой) мо-
дуль является малопроективным в σ[M ].

Ключевые слова: существенно инъективные модули, мало проективные мо-
дули, мало эндоморфизм поднимаемые модули, совершенные кольца.

DOI: 10.26907/2949-3919.2024.3.4-28

Введение

В последние десятилетия были систематически изучены модули инвариантные от-
носительно специальных эндоморфизмов своих инъективных оболочек и их двойственные
аналоги. Модули инвариантные относительно всех эндоморфизмов своих инъективных
оболочек под названием квазиинъективных модулей впервые были введены и исследованы
в работе [1]. С квазиинъективными модулями тесно связаны эндоморфизм-продолжаемые
модули. Модуль M называется эндоморфизм-продолжаемым, если для любого подмодуля
X модуля M каждый эндоморфизм модуля X продолжается до эндоморфизма моду-
ля M . В [2, предложение 10.22] было доказано, что каждый эндоморфизм продолжае-
мый полуартиновый модуль является квазиинъективным. Двойственным аналогом ква-
зиинъективных модулей являются квазипроективные модули, с которыми тесно связаны
эндоморфизм-поднимаемые модули. Mодуль M называется эндоморфизм-поднимаемым,
если эндоморфизм каждого фактор-модуля мoдуля M поднимается до эндоморфизма M .
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В 1979 году в работе А.А.Туганбаева [3] было показано, что над совершенным справа
кольцом R правый R-модуль M является квазипроективным в точности тогда, когда M –
эндоморфизм-поднимаемый модуль.

Важным обобщением квазиинъективных модулей являются автоморфизм-инвари-
антные модули, т. е. модули инвариантные относительно автоморфизмов своих инъектив-
ных оболочек. Автоморфизм-инвариантные модули были введены в [4] и в последнее время
были изучены во многих работах. Двойственным аналогом автоморфизм-инвариантных
модулей являются автоморфизм-коинвариантные модули, введенные и исследованные в
работе [5]. C автоморфизм-коинвариантными модулями тесно связаны автоморфизм-под-
нимаемые модули, которые впервые были изучены в работе [6] и являются естественным
расширением класса эндоморфизм-поднимаемых модулей.

Модуль M называется существенно квазиинъективным, если M инвариантен отно-
сительно всех эндоморфизмов своей инъективной оболочки, у которых ядра существенны.
Примерами существенно квазиинъективных модулей являются автоморфизм-инвариант-
ные модули. Существенно квазиинъективные модули были изучены в работах [7, 8]. В
работе [8] были введены существенно эндоморфизм-продолжаемые модули. Модуль M

называется существенно эндоморфизм-продолжаемым, если для любого подмодуля X мо-
дуля M каждый эндоморфизм X с существенным ядром продолжается до эндоморфизма
модуля M . В [8] было показано, что над такими классами колец, как нетеровы кольца
и полуартиновы кольца, классы существенно квазиинъективных модулей и существенно
эндоморфизм-продолжаемых модулей совпадают.

Двойственным аналогом к понятию существенно квазиинъективного модуля явля-
ется понятие мало квазипроективного модуля. В нашей работе исследуются мало ква-
зиинъективные модули и близкие к ним классы модулей. В первом параграфе изуча-
ются мало проективные модули и приводятся характеризации модулей M, для которых
в категории σ[M ] каждый (конечнопорожденный, циклический, полупростой, простой)
модуль является малопроективным в σ[M ]. Второй параграф посвящен мало квазипро-
ективным модулям и близким к ним классам модулей. В третьем параграфе вводится
и изучается понятие мало эндоморфизм поднимаемого модуля. Доказывается основной
результат статьи, согласно которому над совершенным справа кольцом совпадают следу-
ющие классы правых модулей: мало квазипроективные модули, мало квазипроективные
модули#, мало эндоморфизм-поднимаемые модули, мало эндоморфизм-поднимаемые# мо-
дули (теорема 42). В качестве следствия полученных в работе результатов приведен рас-
ширенный вариант упомянутого выше утверждения А.А. Туганбаева, согласно которому
над совершенным справа кольцом совпадают следующие классы правых модулей: ква-
зипроективные модули, эндоморфизм-поднимаемые модули, квазипроективные# модули,
эндоморфизм-поднимаемые# модули, сильно эндоморфизм-поднимаемые модули, сильно
эндоморфизм-поднимаемые# модули (теорема 43).

Пусть M – правый R-модуль и A – подмодуль модуля M . Через σA
M : M → M/A бу-

дем обозначать естественный гомоморфизм. Тот факт, что N является подмодулем (соот-
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ветственно, существенным подмодулем, малым подмодулем) модуля M будем обозначать
через N ≤ M (соответственно, через N ≤e M , N ≪ M). Инъективная оболочка моду-
ля M обозначается E(M). В работе используются стандартные понятия и факты теории
модулей и теории абелевых групп (см., например, [9–11]).

1. Мало проективные модули

Определение 1. Пусть M , N – правые R-модули. Модуль N называется мало M-проек-
тивным (соответственно, мало M-проективным#), если для любого подмодуля (соответ-
ственно, малого подмодуля) A модуля M каждый гомоморфизм f : N → M/A, у которого
Im f ≪ M/A, можно поднять до гомоморфизма f ′ : N → M . Если модуль M мало проек-
тивен (соответственно, мало проективен#) относительного каждого правого R-модуля, то
такой модуль M называется мало проективным (соответственно, мало проективным#).

Замечание 2. Понятие мало M -проективного (соответственно, мало M -проективного#)
модуля под названием Im-мало M -проективеного (соответственно, мало Im-мало M -проек-
тивного) модуля введены в [12, 4.33]. Отметим, что термин “мало проективный модуль“ в
литературе встречается в разных значениях. Например, в работе [3] под малым проектив-
ным модулем подразумевается эндоморфизм-поднимаемый модуль, а в монографии [12]
M -проективный# модуль называется мало M -проективным.

При доказательстве следующего утверждения используется способ рассуждения из
доказательства теоремы 3.10 работы [7].

Теорема 3. Пусть M и N – правые R-модули, а αM : PM → M и αN : PN → N – проек-
тивные накрытия. Следующие условия эквивалентны:

1) модуль N является мало M-проективным#;
2) для любого гомоморфизма f : PN → PM , у которого f(PN) ≪ PM , выполнено усло-

вие f(KerαN) ≤ KerαM .

Доказательство. 1) ⇒ 2) Предположим, что имеет место гомоморфизм f : PN → PM

правых R-модулей, для которого Im f ≪ PM . Пусть K = KerαM + f(KerαN). Ясно, что
K ≪ PM . Без ограничения общности можем предположить, что M = PM/KerαM . Пусть
σ : PM/KerαM → PM/K – естественная проекция, тогда Kerσ = K/KerαM ≪ M .

Поскольку σ ◦ αM ◦ f(KerαN) = 0, существует гомоморфизм g : N → PM/K такой,
что σ ◦ αM ◦ f = g ◦ αN . Так как модуль N мало M -проективен#, то существует гомомор-
физм g′ : N → M такой, что σ ◦ g′ = g. Поскольку PN – проективный модуль, существует
гомоморфизм f ′ : PN → PM такой, что αM ◦ f ′ = g′ ◦ αN . Таким образом,

σ ◦ αM ◦ f = g ◦ αN = σ ◦ g′ ◦ αN = σ ◦ αM ◦ f ′.

Тогда (f − f ′)(PN) ≤ K. Для любого p ∈ PN существуют p1 ∈ KerαM и p2 ∈ KerαN такие,
что (f − f ′)(p) = p1 + f(p2). Тогда (f − f ′)(p− p2) = f ′(p2) + p1 ∈ KerαM . Следовательно,
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αM ◦ (f − f ′)(p − p2) = 0 и Ker(αM ◦ (f − f ′)) + KerαN = PN . Так как KerαN ≪ PN , то
Ker(αM ◦ (f − f ′)) = PN . Тогда (f − f ′)(PN) ≤ KerαM . Поскольку f ′(KerαN) ≤ KerαM ,
имеем

f(KerαN) ≤ (f − f ′)(KerαN) + f ′(KerαN) ≤ KerαM .

2) ⇒ 1) Пусть A ≪ M и f : N → M/A – гомоморфизм, у которого Im f ≪ M/A.
Так как PN – проективный модуль, то найдется гомоморфизм g : PN → PM такой, что
f ◦ αN = σA

M ◦ αM ◦ g. Поскольку Im f ≪ M/A, то Im g ≪ PM . Согласно п. 2), получа-
ем g(KerαN) ≤ KerαM . Следовательно, найдется гомоморфизм f ′ : N → M такой, что
f ′ ◦ αN = αM ◦ g. Таким образом, σA

M ◦ f ′ ◦ αN = σA
M ◦ αM ◦ g = f ◦ αN и, следовательно,

σA
M ◦ f ′ = f .

Из предыдущей теоремы и [7, теорема 3.10] вытекает

Следствие 4. Если R – совершенное справа кольцо и M – правый R-модуль, то следую-
щие утверждения эквивалентны:

1) модуль N является мало M-проективным;
2) модуль N является мало M-проективным#;
3) для любого гомоморфизма f : PN → PM , у которого f(PN) ≪ PM , выполнено усло-

вие f(KerαN) ≤ KerαM .

Модуль M называется слабо дополняемым, если для каждого его подмодуля A су-
ществует такой подмодуль B модуля M , что A+B = M и A ∩B ≪ M .

Теорема 5 ([12, 17.14]). Пусть M и L – правые R-модули. Если M является слабо до-
полняемым модулем, то имеют место утверждения:

1) модуль L M-проективен в точности тогда, когда L – M-проективен#;
2) модуль L мало M-проективен в точности тогда, когда L – мало M-проективен#.

Следствие 6. Пусть R – совершенное справа кольцо. Тогда модуль M является мало
проективным в точности тогда, когда M является мало проективным# модулем.

Следующее утверждение доказывается с помощью стандартных рассуждений.

Лемма 7. Пусть M – правый R-модуль и {Li}i∈I – семейство правых R-модулей. Тогда
1) прямая сумма ⊕i∈ILi является мало M-проективной в точности тогда, когда

модуль Li мало M-проективен для любого i ∈ I;
2) прямая сумма ⊕i∈ILi является мало M-проективной# в точности тогда, когда

модуль Li мало M-проективен# для любого i ∈ I.

Следствие 8. Пусть {Li}i∈I – семейство правых R-модулей. Тогда
1) прямая сумма ⊕i∈ILi является мало проективной в точности тогда, когда Li

мало проективен для любого i ∈ I;
2) прямая сумма ⊕i∈ILi является мало проективной# в точности тогда, когда Li

мало проективен# для любого i ∈ I.
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Правый R-модуль M называется V -модулем, если каждый собственный подмодуль
модуля M является пересечением его максимальных подмодулей. Если RR (соответствен-
но, RR) – V -модуль, то кольцо R называется правым V -кольцом (соответственно, левым
V -кольцом).

Модуль, изоморфный подмодулю гомоморфного образа прямых сумм копий правого
R-модуля M , называется M -подпорожденным модулем. Полная подкатегория категории
всех правых R-модулей, состоящая из всех M -подпорожденных модулей, обозначается
через σ[M ].

Модуль из категории σ[M ], существенно инъективный относительно любого модуля
из σ[M ], называется существенно инъективным в σ[M ]. Модуль из категории σ[M ], мало
проективный относительно любого модуля из σ[M ], называется мало проективным в σ[M ].
Модуль N называется M-сингулярным, если N ∼= A/B для некоторого правого R-модуля
A в σ[M ] и B ≤e A.

Теорема 9. Следующие условия эквивалентны для правого R-модуля M :
1) M/ Soc(M) является V -модулем;
2) для каждого модуля N из категории σ[M ] фактор-модуль N/ Soc(N) является

V -модулем;
3) каждый M-сингулярный модуль является V -модулем;
4) каждый M-сингулярный модуль является полупримитивным;
5) J(M/A) = 0 для каждого существенного подмодуля A модуля M ;
6) каждый конечно-копорожденный M-сингулярный модуль является полупростым

модулем;
7) для каждого существенного подмодуля A модуля M , для которого M/A конечно-

копорожден, фактор-модуль M/A является полупростым;
8) каждый простой правый R-модуль из σ[M ] является существенно инъективным

в категории σ[M ];
9) каждый правый R-модуль из σ[M ] является мало проективным в σ[M ];

10) каждый циклический (конечно порожденный, конечно копорожденный, полупро-
стой) модуль из σ[M ] является мало проективным в σ[M ];

11) каждый простой модуль из σ[M ] является мало проективным в σ[M ].

Доказательство. Импликации 3) ⇒ 4), 4) ⇒ 5), 6) ⇒ 7), 9) ⇒ 10) и 10) ⇒ 11) очевидны.
1) ⇒ 2) Пусть N ∈ σ[M ]. Тогда для некоторого множества индексов I модуль ⊕i∈IMi,

где Mi
∼= M для каждого i ∈ I, обладает такими подмодулями A и B, что B ≤ A и

N ∼= A/B. Пусть f : A → A/B – естественный гомоморфизм. Этот гомоморфизм индуци-
рует эпиморфизм f ′ : A/ Soc(A) → (A/B)/(Soc(A/B)). Так как Soc(A) = Soc(⊕i∈IMi) ∩A,

то

A/ Soc(A) ∼= (A+Soc(⊕i∈IMi))/ Soc(⊕i∈IMi) ≤ (⊕i∈IMi)/ Soc(⊕i∈IMi) ∼= ⊕i∈I(Mi/ Soc(Mi)).
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Тогда согласно [10, 23.4] A/ Soc(A) является V -модулем и, следовательно, модуль N/ Soc(N)

также является V -модулем.
2) ⇒ 3) Предположим, что N ∼= A/B где B ≤e A ∈ σ[M ]. Тогда Soc(A) ≤ B. Посколь-

ку A/ Soc(A) является V -модулем, A/B – V -модуль.
4) ⇒ 6) Следует из того факта, что всякий конечно-копорожденный полупримитив-

ный модуль является полупростым.
5) ⇒ 7) Доказательство аналогично импликации 4) ⇒ 6).
7) ⇒ 8) Пусть A ≤e M , S – простой модуль и f : A → S – гомоморфизм, у которо-

го Ker f ≤e A. Рассмотрим инъективную оболочку EM(S) модуля S в σ[M ]. Тогда для
некоторого гомоморфизма g : M → EM(S) следующая диаграмма коммутативна

0 A M

0 S EM(S),

f

i

g

i′

где i, i′ – вложения. Поскольку Ker f ≤ Ker g, имеем Ker g ≤e M . Так как Im g ≤ EM(S), то
Im g – конечно-копорожденный модуль. Согласно пункту 7), Im g – полупростой модуль,
и, следовательно, Im g = S. Таким образом, модуль S существенно M -инъективен.

8) ⇒ 1) Пусть A/ Soc(M) ≤ M/ Soc(M), S – простой правый R-модуль и задан
гомоморфизм правых R-модулей f : A/ Soc(M) → S. Рассмотрим естественные гомомор-
физмы π : A → A/ Soc(M), π′ : M → M/ Soc(M) и естественные вложения ι1 : A → M,

ι2 : A/ Soc(M) → M/ Soc(M). Покажем, что Ker(f ◦ π) ≤e A. Если aR∩Ker(f ◦ π) = 0 для
некоторого ненулевого элемента a ∈ A, то f(aR) = S и, следовательно, aR ∼= S. Получили
противоречие с тем фактом, что Soc(M) ≤ Ker(f ◦ π). Таким образом, Ker(f ◦ π) ≤e A и
из существенной M -инъективности модуля S следует, что для некоторого гомоморфизма
g : M → S имеет место равенство f ◦ π = g ◦ ι1. Так как g(Soc(M)) = 0, то для некоторого
гомоморфизма f ′ : M/ Soc(M) → S имеем f ′ ◦ π′ = g. Тогда

f ◦ π = g ◦ ι1 = f ′ ◦ π′ ◦ ι1 = f ′ ◦ ι2 ◦ π.

Следовательно, f = f ′ ◦ ι2.
2) ⇒ 9) Пусть f : N → N1 – эпиморфизм и g : K → N1 – гомоморфизм правых

R-модулей такой, что Im g ≪ N1, где N – модуль из σ[M ]. Поскольку J(N1/ Soc(N1)) = 0,
имеем J(N1) ≤ Soc(N1). Следовательно, Im g является полупростым модулем. Гомомор-
физм f индуцирует эпиморфизм f ′ : N/ Soc(N) → N1/f(Soc(N)). Так как N/ Soc(N) –
V -модуль, то N1/f(Soc(N)) также является V -модулем. Поскольку Im g ≪ N1, то
Im g ≤ f(Soc(N)). Таким образом, существует гомоморфизм h : K → N такой, что f◦h = g.

11) ⇒ 1) Пусть модуль M удовлетворяет условию п. 11). Предположим, что
M/ Soc(M) не является V -модулем. Тогда существует подмодуль L ≤ M , содержащий
Soc(M) такой, что M/L – однородный не простой модуль, у которого цоколь является про-
стым модулем. Пусть S = Soc(M/L) и g : S → M/L – вложение. Так как Im g ≪ M/L, то
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существует гомоморфизм f : S → M такой, что σL
M ◦f = g. Поскольку Soc(M) ≤ L, имеем

σL
M ◦ f = 0. Получили противоречие. Таким образом, M/ Soc(M) является V -модулем.

Следствие 10 ([7, теорема 3.14]). Следующие условия эквивалентны для кольца R:
1) R/ Soc(RR) – правое V -кольцо;
2) каждый правый R-модуль мало проективен;
3) каждый конечно порожденный правый R-модуль является мало проективным;
4) каждый циклический правый R-модуль является мало проективным;
5) каждый полупростой правый R-модуль является мало проективным;
6) каждый простой правый R-модуль является мало проективным;
7) каждый простой правый R-модуль является существенно инъективным.

Теорема 11. Для правого R-модуля M следующие условия эквивалентны:
1) J(N) ≤ Soc(N) для любого модуля N из σ[M ];
2) каждый модуль из σ[M ] является мало проективным# в σ[M ];
3) каждый простой модуль из σ[M ] является мало проективным# в σ[M ].

Доказательство. 2) ⇒ 3) Очевидно.
1) ⇒ 2) Пусть N,K – модули из категории σ[M ], f : N → N1 – малый эпиморфизм

и g : K → N1 – гомоморфизм, у которого Im g ≪ N1. Так как J(N1) ≤ Soc(N1), то модуль
Im g полупрост. Согласно [11, следствие 9.1.5] f(J(N)) = J(N1). Поскольку J(N) ≤ Soc(N),
имеем J(N1) ≤ f(Soc(N)) и, следовательно, Im g ≤ f(Soc(N)). Таким образом, существует
такой гомоморфизм h : K → N , что f ◦ h = g.

3) ⇒ 1) Пусть N ∈ σ[M ]. Предположим, что J(N) ≰ Soc(N). Тогда существует
такой элемент x ∈ J(N), что x /∈ Soc(N). Отсюда xR ≪ N и xR не является полупростым.
Тогда xR содержит максимальный существенный подмодуль K. Ясно, что K ≪ N. Так
как xR ≪ N , то xR/K ≪ N/K. Поскольку xR/K – простой модуль, то согласно п. 3)
существует такой гомоморфизм f : xR/K → N, что σK

N ◦ f = ι, где ι : xR/K → N/K –
вложение. Тогда f(xR/K)⊕K = xR. Получили противоречие с тем, что K ≤e xR.

2. Мало квазипроективные модули

Определение 12. Пусть M – правый R-модуль. Если M является мало M -проективным
(соответственно, мало M -проективным#), то M называется мало квазипроективным (со-
ответственно, мало квазипроективным#) модулем. Ясно, что каждый мало проективный
модуль является мало квазипроективным и каждый мало проективный# модуль является
мало квазипроективным# модулем.

Очевидно, что каждый модуль с нулевым радикалом является малым квазипроектив-
ным# модулем.

Замечание 13. Двойственный аналог к понятию мало квазипроективного# модуля вви-
ду существования дополнения по пересечению для каждого подмодуля в произвольном
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модуле, очевидно, совпадает с понятием существенно квазиинъективного модуля. Анало-
гичная ситуация имеет место для других вводимых ниже понятий модулей, близких к
проективным.

Из теоремы 3 непосредственно следует

Теорема 14. Пусть M – правый R-модуль, и α : P → M – проективное накрытие. Сле-
дующие условия эквивалентны:

1) модуль M является мало квазипроективным#;
2) для любого эндоморфизма f модуля P с малым образом, выполняется условие

f(Kerα) ≤ Kerα.

Следствие 15. Пусть правый R-модуль M обладает проективным накрытием α : P → M.

Тогда если M – автоморфизм-инвариантный модуль, то M является мало квазипроектив-
ным# модулем.

Доказательство. Пусть f – эндоморфизм модуля P, у которого f(P ) ≪ P . Тогда
f ∈ J(End(P )). Так как модуль M – автоморфизм-инвариантный модуль, то имеет ме-
сто включение (1 + f)(Ker(α)) ≤ Ker(α) и, следовательно, f(Ker(α)) ≤ Ker(α). Таким
образом, согласно теореме 14 M – мало квазипроективный# модуль.

Следующее утверждение вытекает из следствия 4. Также это утверждение следует
из п. 2) теоремы 5.

Теорема 16. Пусть R – совершенное справа кольцо и M – правый R-модуль. Тогда мо-
дуль M является мало квазипроективным в точности тогда, когда M является мало
квазипроективным# модулем.

Следующее утверждение непосредственно вытекает из [13, лемма 3.3] и [12, 4.37].

Лемма 17. Модуль L мало M ⊕ H-проективен# в точности тогда, когда L мало
M-проективен# и L мало H-проективен#.

Лемма 18. Модуль M = M1⊕M2 является мало квазипроективным# в точности тогда,
когда M1 и M2 являются мало квазипроективными#, а M1 и M2 являются взаимно мало
проективными#.

Доказательство. Следует из леммы 7 и леммы 17.

Если для любого подмодуля (соответственно малого подмодуля) A модуля N , эпи-
морфизм f : M → N/A может быть поднят до гомоморфизма f ′ : M → N , то M называ-
ется псевдо N-проективным. Если M является псевдо M -проективным, то M называется
псевдопроективным модулем. Псевдопроективные модули были изучены в ряде работ,
в частности, в [14] был доказан важный результат, согласно которому над произволь-
ным совершенным справа кольцом R классы псевдопроективных и дуально автоморфизм-
инвариантных правых R-модулей совпадают.
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Предложение 19. Пусть M – правый R-модуль. Тогда если M – псевдопроективный
модуль, то M является мало квазипроективным модулем.

Доказательство. Пусть M – псевдопроективный модуль, а A – подмодуль модуля M .
Рассмотрим гомоморфизм f : M → M/A, у которого Im f ≪ M/A. Пусть g : M → M/A

– гомоморфизм, действующий согласно правилу x 7→ f(x) + σA
M(x) для любого x ∈ M .

Так как Im g + Im f = M/A, то Im g = M/A. Поскольку модуль M является псевдопроек-
тивным модулем, существует эндоморфизм g′ модуля M такой, что σA

M ◦ g′ = g. Положим
f ′ := g′ − 1M , тогда σA

M ◦ f ′ = σA
M ◦ g′ − σA

M = g − σA
M = f .

Следующее утверждение непосредственно следует из [12, 4.34(1)], а также из [13,
лемма 3.3] и [13, лемма 3.13].

Лемма 20. Пусть M – правый R-модуль и N – прямое слагаемое M . Тогда
1) если M является мало квазипроективным модулем, то N также является ма-

ло квазипроективным модулем;
2) если M является мало квазипроективным# модулем, то N также является

мало квазипроективным# модулем.

Лемма 21. Пусть M – правый R-модуль и A является вполне инвариантным подмоду-
лем модуля M . Тогда

1) если M является мало квазипроективным модулем, то M/A также является
мало квазипроективным модулем;

2) если M является мало квазипроективным# модулем и A ≪ M , то M/A также
является мало квазипроективным# модулем.

Доказательство. 1) Пусть M является мало квазипроективным модулем и L – подмодуль
модуля M , причем A ≤ L. Пусть f : M/A → M/L – гомоморфизм правых R-модулей, у ко-
торого Im f ≪ M/L. Поскольку M является мало квазипроективным модулем, существует
эндоморфизм g модуля M такой, что σL

M ◦ g = f ◦ σA
M . Так как g(A) ≤ A, то существует

эндоморфизм f ′ модуля M/A такой, что f ′ ◦ σA
M = σA

M ◦ g. Таким образом,

σ
L/A
M/A ◦ f ′ ◦ σA

M = σ
L/A
M/A ◦ σA

M ◦ g = σL
M ◦ g = f ◦ σA

M .

Так как σA
M – эпиморфизм, то σ

L/A
M/A ◦ f ′ = f .

2) Доказательство аналогично доказательству пункта 1).

Для подмодулей K ≤ L модуля M , включение K ≤ L называется комалым в M , если
L/K ≪ M/K. В этом случае L называется комалым расширением подмодуля K в M .

Определение 22. Модуль M называется сильно эндоморфизм-поднимаемым (соответ-
ственно, сильно эндоморфизм-поднимаемым# ), если для каждого A ≤ M (соответственно,
A ≪ M) каждый гомоморфизм f : M → M/A, для которого существует такой подмодуль
L модуля M , что L – комалое расширение A в M и f(L) ≤ L/A, может быть поднят до
некоторого эндоморфизма f ′ модуля M .
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Определение 23. Правый R-модуль M называется эндоморфизм-поднимаемым#, если
для каждого A ≪ M и каждый эндоморфизм f : M/A → M/A может быть поднят до
некоторого эндоморфизма f ′ модуля M .

Легко видеть, что любой квазипроективный (соответственно, квазипроективный#)
модуль является сильно эндоморфизм-поднимаемым (соответственно, сильно эндомор-
физм-поднимаемым#) модулем, а любой сильно эндоморфизм-поднимаемый (соответствен-
но, сильно эндоморфизм-поднимаемый#) модуль является эндоморфизм-поднимаемым
(соответственно, эндоморфизм-поднимаемым#) модулем.

Теорема 24. Пусть M – правый R-модуль. Следующие условия эквивалентны:
1) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) M является одновременно мало квазипроективным модулем и эндоморфизм-

поднимаемым модулем.

Доказательство. 1) ⇒ 2) Пусть M – сильно эндоморфизм-поднимаемый модуль, A ≤ M

и f : M → M/A – гомоморфизм правых R-модулей, у которого Im f ≪ M/A. Положим
L := (σA

M)−1(Im f). Тогда L/A = Im f ≪ M/A и f(L) ≤ Im f = L/A. Поскольку M – сильно
эндоморфизм-поднимаемый модуль, f может быть поднят до некоторого эндоморфизма
f ′ модуля M , т. е. M является мало квазипроективным.

2) ⇒ 1) Пусть M является мало квазипроективным и эндоморфизм-поднимаемым
модулем, A – подмодуль модуля M и f : M → M/A – гомоморфизм, для которого суще-
ствует подмодуль L модуля M такой, что L – комалое расширение A в M и f(L) ≤ L/A.
Существует естественный гомоморфизм σ : M/A → M/L. Поскольку f(L) ≤ L/A, имеем
σ◦f(L) = 0. Тогда найдется такой эндоморфизм g модуля M/L, что g◦σL

M = σ◦f . Так как
M является эндоморфизм-поднимаемым модулем, то существует эндоморфизм g′ модуля
M такой, что g ◦ σL

M = σL
M ◦ g′. Пусть f ′ = σA

M ◦ g′. Тогда

σ ◦ f ′ = σ ◦ σA
M ◦ g′ = σL

M ◦ g′ = g ◦ σL
M = σ ◦ f.

Отсюда (f − f ′)(M) ≤ Ker(σ) = L/A ≪ M/A. Поскольку M – мало квазипроективный,
существует эндоморфизм g′′ модуля M такой, что σA

M ◦ g′′ = f − f ′. Таким образом,

σA
M ◦ (g′ + g′′) = f ′ + (f − f ′) = f.

Следовательно, M является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем.

Теорема 25. Для правого R-модуль M следующие условия эквивалентны:
1) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем;
2) M является одновременно мало квазипроективным# и эндоморфизм-поднимае-

мым# модулем.

Доказательство. Проверка аналогична доказательству теоремы 24.
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Теорема 26. Пусть правый R-модуль M обладает проективным накрытием α : P → M .
Тогда следующие условия эквивалентны:

1) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем;
2) для любого эндоморфизма f модуля P , для которого существует такой малый

подмодуль C модуля P , что Kerα ≤ C и f(C) ≤ C, выполнено условие f(Kerα) ≤
Kerα.

Доказательство. 1) ⇒ 2) Пусть f – эндоморфизм модуля P , для которого существует
такой малый подмодуль C модуля P , что Kerα ≤ C и f(C) ≤ C. Положим N = f(Kerα)+

Kerα и A = α(N). Ясно, что N ≪ P и A ≪ M . Так как σA
M ◦ α ◦ f(Kerα) = 0, то

Kerα ≤ Ker(σA
M ◦ α ◦ f). Тогда существует гомоморфизм g : M → M/A такой, что g ◦ α =

σA
M ◦ α ◦ f . Имеем g ◦ α(C) = σA

M ◦ α ◦ f(C) ≤ σA
M ◦ α(C), где α(C) ≪ M . Поскольку M яв-

ляется сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем, существует эндоморфизм g′ модуля
M такой, что σA

M ◦ g′ = g. Так как P – проективный модуль, то существует эндоморфизм
f ′ модуля P такой, что α ◦ f ′ = g′ ◦ α. Таким образом, имеем

σA
M ◦ α ◦ (f − f ′) = σA

M ◦ α ◦ f − σA
M ◦ g′ ◦ α = σA

M ◦ α ◦ f − g ◦ α = 0.

Тогда (f−f ′)(P ) ≤ Ker(σA
M◦α) = N . Для любого p ∈ P существуют такие p1, p2 ∈ Kerα,

что (f − f ′)(p) = f(p1) + p2. Тогда (f − f ′)(p − p1) = f ′(p1) + p2 ∈ Kerα. Следовательно,
α ◦ (f − f ′)(p − p1) = α ◦ f ′(p1) + α(p2) = 0 и p − p1 ∈ Ker(α ◦ (f − f ′)). Поскольку
p ∈ Ker(α ◦ (f − f ′)) + Kerα, то Ker(α ◦ (f − f ′)) + Kerα = P . Так как Kerα ≪ P , имеем
Ker(α ◦ (f − f ′)) = P . Таким образом, (f − f ′)(P ) ≤ Kerα. Следовательно,

f(Kerα) ≤ (f − f ′)(Kerα) + f ′(Kerα) ≤ Kerα.

2) ⇒ 1) Пусть A – малый подмодуль модуля M и f – эндоморфизм модуля M/A.
Поскольку P – проективный модуль, существует эндоморфизм g модуля P такой, что
σA
M ◦ α ◦ g = f ◦ σA

M ◦ α. Пусть C = α−1(A), тогда g(C) ≤ C и C ≪ P . Согласно п. 2)
g(Kerα) ≤ Kerα. Тогда существует эндоморфизм f ′ модуля M такой, что f ′ ◦ α = α ◦ g.
Следовательно, σA

M ◦ f ′ ◦ α = f ◦ σA
M ◦ α. Так как α – эпиморфизм, то σA

M ◦ f ′ = f ◦ σA
M и,

следовательно, M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем.
Пусть A – малый подмодуль модуля M и f : M → M/A – гомоморфизм, у которого

Im f ≪ M/A. Так как P – проективный модуль, то существует эндоморфизм g модуля P

такой, что σA
M ◦α◦g = f ◦α. Пусть C = (σA

M ◦α)−1(Im f). Тогда C ≪ P и g(C) ≤ C. Соглас-
но условию п. 2) g(Kerα) ≤ Kerα. Таким образом, существует эндоморфизм f ′ модуля M

такой, что f ′ ◦α = α ◦ g. Тогда σA
M ◦ f ′ ◦α = σA

M ◦α ◦ g = f ◦α. Так как α – эпиморфизм, то
σA
M ◦f ′ = f . Таким образом, M является одновременно мало квазипроективным# модулем

и эндоморфизм-поднимаемым# модулем. Согласно теореме 25 M является сильно эндомор-
физм-поднимаемым# модулем.

Первый пункт следующего утверждения следует из п. 1) теоремы 5. Его доказатель-
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ство ниже приведено ради полноты изложения.

Предложение 27. Пусть правый R-модуль M является слабо дополняемым модулем.
Тогда имеют место следующие утверждения:

1) модуль M является квазипроективным в точности тогда, когда M является
квазипроективным# модулем;

2) модуль M является эндоморфизм-поднимаемым в точности тогда, когда M яв-
ляется эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) Пусть M – квазипроективный# модуль, A – немалый подмодуль M

и f ∈ HomR(M,M/A). Согласно условию существует такой подмодуль B модуля M, что
A+B = M и A∩B ≪ M . Рассмотрим естественные гомоморфизмы π : M → M/A, π′ : M →
M/(A∩B) и π′′ : M/(A∩B) → M/A. Так как M/(A∩B) = A/(A∩B)⊕B/(A∩B), то для
некоторого гомоморфизма ι ∈ HomR(M/A,M/(A∩B)) имеет место равенство π′′◦ι = idM/A.

Поскольку M – квазипроективный# модуль, то для некоторого g ∈ EndR(M) имеет место
равенство π′ ◦ g = ι ◦ f. Тогда f = π′′ ◦ ι ◦ f = π′′ ◦ π′ ◦ g = π ◦ g.

2) Пусть M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем и A ≤ M , причем A не
является малым подмодулем модуля M . Пусть f – эндоморфизм модуля M/A. Поскольку
M является слабо дополняемым модулем, существует B ≤ M такой, что A + B = M и
A ∩ B ≪ M . Имеет место изоморфизм φ : M/A → B/(A ∩ B), действующий по правилу
φ(b+ A) = b+ (A ∩B) для любого b ∈ B. Ясно, что

M/(A ∩B) = A/(A ∩B)⊕B/(A ∩B).

Через i : B/(A ∩ B) → M/(A ∩ B) обозначим естественное вложение. Тогда существует
эндоморфизм g модуля M/(A∩B), действующий по правилу g(a+b+A∩B) = i◦φ◦f(b+A)

для любого a ∈ A и b ∈ B. Тогда g ◦ i◦φ = i◦φ◦f . Через σ : M/(A∩B) → M/A обозначим
естественный гомоморфизм. Заметим, что σ ◦ i ◦ φ = 1M/A и g ◦ i ◦ φ ◦ σ = g. Тогда

σ ◦ g = σ ◦ g ◦ i ◦ φ ◦ σ = σ ◦ i ◦ φ ◦ f ◦ σ = f ◦ σ.

Так как M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем, существует эндоморфизм f ′

модуля M такой, что σA∩B
M ◦ f ′ = g ◦ σA∩B

M . Таким образом, имеет место коммутативная
диаграмма

M M

M/(A ∩B) M/(A ∩B)

M/A M/A.

σA∩B
M

f ′

σA∩B
M

g

σ σ

f

i◦φ i◦φ
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Следовательно,

σA
M ◦ f ′ = σ ◦ σA∩B

M ◦ f ′ = σ ◦ g ◦ σA∩B
M = f ◦ σ ◦ σA∩B

M = f ◦ σA
M .

Таким образом, M является эндоморфизм-поднимаемым модулем.

Следующее утверждение непосредственно вытекает из теоремы 16, теоремы 24, тео-
ремы 25 и предложения 27.

Следствие 28. Пусть R – совершенное справа кольцо и M – правый R-модуль. Тогда
M является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем в точности тогда, когда M

является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Лемма 29. Пусть правый R-модуль M , у которого J(M) ≪ M . Следующие условия эк-
вивалентны:

1) M является квазипроективным# модулем;
2) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) ⇒ 2) Очевидно.
2) ⇒ 1) Пусть A ≪ M и f : M → M/A – гомоморфизм. Тогда, согласно [11, пред-

ложение 9.1.5], J(M)/A = J(M/A). Поскольку J(M) ≪ M , имеем f(J(M)) ≪ M/A, сле-
довательно, f(J(M)) ≤ J(M/A) = J(M)/A. Так как M является сильно эндоморфизм-
поднимаемым# модулем, f может быть поднят до некоторого эндоморфизма f ′ модуля M .
Тогда M – квазипроективный# модуль.

В заключительной части этого параграфа приведем ряд несложных, но полезных
утверждений, показывающие, что рассмотренные ранее классы модулей замкнуты отно-
сительно взятия прямых слагаемых и вполне инвариантных подмодулей.

Лемма 30. Пусть N – прямое слагаемое модуля M . Тогда
1) если M является эндоморфизм-поднимаемым, то N также является эндомор-

физм-поднимаемым модулем;
2) если M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем, то N также является

эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) Предположим, что M является эндоморфизм-поднимаемым моду-
лем. Пусть M = N ⊕ T, где T ≤ M, A – подмодуль модуля N и f – эндоморфизм модуля
N/A. Рассмотрим эндоморфизм g модуля M/A, действующий по правилу g(t+ n) = f(n)

для любого t ∈ (T⊕A)/A и n ∈ N/A. Тогда g |N/A= f . Поскольку M является эндоморфизм-
поднимаемым, существует эндоморфизм g′ модуля M такой, что σA

M ◦ g′ = g ◦ σA
M . Так как

Im(g ◦ σA
M |N) ≤ N/A, то Im(g′ |N) ≤ N . Пусть f ′ = g′ |N . Тогда f ′ ∈ End(N) и

σA
N ◦ f ′ = σA

M ◦ g′ |N= g ◦ σA
M |N= f ◦ σA

N .

2) Доказательство аналогично доказательству п. 1).
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Следующее утверждение непосредственно вытекает из теорем 20, 24, 25 и 30.

Следствие 31. Пусть N – прямое слагаемое модуля M . Тогда
1) если M является сильно эндоморфизм-поднимаемым, то N также является

сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) если M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем, то N также

является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Лемма 32. Пусть A – вполне инвариантный подмодуль правого R-модуля M . Тогда
1) если M является эндоморфизм-поднимаемым модулем, то M/A также являет-

ся эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) если M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем и A ≪ M , то M/A так-

же является эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) Пусть M является эндоморфизм-поднимаемым модулем и L – под-
модуль модуля M , причем A ≤ L. Рассмотрим эндоморфизм f модуля M/L. Поскольку
M является эндоморфизм-поднимаемым модулем, существует эндоморфизм g модуля M

такой, что σL
M ◦ g = f ◦ σL

M . Поскольку g(A) ≤ A, то существует эндоморфизм f ′ модуля
M/A такой, что f ′ ◦ σA

M = σA
M ◦ g. Таким образом,

σ
L/A
M/A ◦ f ′ ◦ σA

M = σ
L/A
M/A ◦ σA

M ◦ g = σL
M ◦ g = f ◦ σL

M = f ◦ σL/A
M/A ◦ σA

M .

Так как σA
M – эпиморфизм, то σ

L/A
M/A ◦ f ′ = f ◦ σL/A

M/A.
2) Доказательство аналогично доказательству п. 1).

Следующее утверждение непосредственно вытекает из теорем 21, 24, 25 и леммы 32.

Следствие 33. Пусть A – вполне инвариантный подмодуль правого R-модуля M . Тогда
1) если M является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем, то M/A также

является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) если M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем и A ≪ M , то

M/A также является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

3. Мало эндоморфизм-поднимаемые модули

Определение 34. Правый R-модуль M называется мало эндоморфизм-поднимаемым (со-
ответственно, мало эндоморфизм-поднимаемым#), если для любого подмодуля (соответ-
ственно, малого подмодуля) A модуля M всякий эндоморфизм f модуля M/A, для кото-
рого Im f ≪ M/A, может быть поднят до некоторого эндоморфизма f ′ модуля M .

Легко видеть, что примерами мало эндоморфизм-поднимаемых модулей являются
эндоморфизм-поднимаемые модули и мало квазипроективные модули. Каждый модуль с
нулевым радикалом Джекобсона является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем.
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Лемма 35. Пусть N – прямое слагаемое правого R-модуля M . Тогда
1) если M – мало эндоморфизм-поднимаемый модуль, то N также является мало

эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) если M – мало эндоморфизм-поднимаемый# модуль, то N также является мало

эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) Пусть M = N ⊕ T – мало эндоморфизм-поднимаемый модуль,
A – подмодуль модуля N и f – эндоморфизм модуля N/A, у которого Im f ≪ N/A. Рас-
смотрим эндоморфизм g модуля M/A, действующий по правилу g(t + n) = f(n) для лю-
бого t ∈ (T ⊕ A)/A и n ∈ N/A. Тогда Im g ≪ M/A и g |N/A= f . Поскольку M являет-
ся мало эндоморфизм-поднимаемым, существует эндоморфизм g′ модуля M такой, что
σA
M ◦ g′ = g ◦ σA

M . Так как Im(g ◦ σA
M |N) ≤ N/A, то Im(g′ |N) ≤ N . Пусть f ′ = g′ |N . Тогда

f ′ ∈ End(N) и σA
N ◦ f ′ = σA

M ◦ g′ |N= g ◦ σA
M |N= f ◦ σA

N .
2) Доказательство аналогично доказательству п. 1).

Лемма 36. Пусть A – вполне инвариантный подмодуль правого R-модуля M . Тогда
1) если M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем, то M/A также

является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) если M является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем и A ≪ M , то M/A

также является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) Пусть M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем и
L – подмодуль модуля M , причем A ≤ L. Пусть f – эндоморфизм модуля M/L, у ко-
торого Im f ≪ M/L. Поскольку M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем,
существует эндоморфизм g модуля M такой, что σL

M ◦ g = f ◦ σL
M . Так как g(A) ≤ A, то

существует эндоморфизм f ′ модуля M/A такой, что f ′ ◦ σA
M = σA

M ◦ g. Таким образом,

σ
L/A
M/A ◦ f ′ ◦ σA

M = σ
L/A
M/A ◦ σA

M ◦ g = σL
M ◦ g = f ◦ σL

M = f ◦ σL/A
M/A ◦ σA

M .

Так как σA
M – эпиморфизм, то σ

L/A
M/A ◦ f ′ = f ◦ σL/A

M/A.
2) Доказательство аналогично доказательству п. 1).

Согласно [13], правый R-модуль M называется мало дуально ADS-модулем (соответ-
ственно, мало ADS#-модулем), если для каждого его разложения M = A ⊕ B, где A,B

– подмодули модуля M, A и B взаимно мало проективны (соответственно, взаимно мало
проективны#).

Теорема 37. Пусть M – правый R-модуль. Тогда
1) если M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем, то M является

мало дуально-ADS модулем;
2) если M является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем, то M является

мало ADS# модулем.
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Доказательство. Пусть M – мало эндоморфизм-поднимаемый модуль и M = N ⊕ T, где
N, T ≤ M . Покажем, что модуль T является мало N -проективным. Пусть A ≤ N. Рассмот-
рим гомоморфизм f0 : T → N/A, у которого Im f0 ≪ N/A. Ясно, что M = N/A⊕(T+A)/A

и (T + A)/A ∼= T. Через ε : T → (T + A)/A обозначим изоморфизм, действующий по пра-
вилу ε(t) = t + A. Для однозначно определенного гомоморфизма f : (T + A)/A → N/A

имеет место равенство f ◦ ε = f0. Пусть π1 : N ⊕ T → N , π2 : N/A ⊕ (T + A)/A → N/A,
π3 : N/A⊕ (T + A)/A → (T + A)/A – естественные проекции. Тогда π2 ◦ σA

M = σA
N ◦ π1.

Рассмотрим эндоморфизм g модуля M/A, действующий по правилу g(n + t + A) =

f(t + A) для любого n ∈ N и t ∈ T . Тогда Im g = Im f ≪ M/A и f ◦ π3 = π2 ◦ g. По-
скольку M – мало эндоморфизм-поднимаемый модуль, существует g′ : M → M такой, что
σA
M◦g′ = g◦σA

M . Найдется такой гомоморфизм f ′ : (T+A)/A → N, что π1◦g′ |T= f ′◦π3◦σA
M |T .

Таким образом, имеет место следующая коммутативная диаграмма

M/A (T + A)/A

M M/A N/A.

M N

π3

g f

f ′
σA
M

g′

π2

σA
M

π1

σA
N

Тогда

σA
N ◦ f ′ ◦ π3 ◦ σA

M |T= σA
N ◦ π1 ◦ g′ |T= π2 ◦ σA

M ◦ g′ |T= π2 ◦ g ◦ σA
M |T= f ◦ π3 ◦ σA

M |T .

Следовательно, σA
N ◦ f ′ = f и σA

N ◦ f ′ ◦ ε = f ◦ ε = f0.

2) Доказательство аналогично доказательству п. 1).

Замечание 38. Каждый мало квазипроективный модуль является мало квазипроектив-
ным# модулем. Каждый мало эндоморфизм-поднимаемым модуль является мало эндомор-
физм-поднимаемым# модулем. Обратное утверждение неверно, например, для Z-модуля
M = Z2⊕Z. Так как имеет место равенство J(M) = 0, то M является мало квазипроектив-
ным# модулем и мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем. Поскольку M не является
мало дуально-ADS модулем, то M не является мало квазипроективным модулем и также
не является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем.

Следующее утверждение непосредственно вытекает из следствия 10, теоремы 37 и
[13, следствие 2.16].

Следствие 39. Следующие утверждения эквивалентны для кольца R:
1) R/ Soc(RR) – правое V -кольцо;
2) каждый правый R-модуль является мало проективным модулем;
3) каждый правый R-модуль является мало квазипроективным модулем;
4) каждый правый R-модуль является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем;
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5) каждый правый R-модуль является мало дуально-ADS модулем.

Напомним, что правый R-модуль M называется полунетеровым, если для каждого
его ненулевого подмодуля U выполнено условие J(U) ̸= U [11]. Назовем правый R-модуль
M мало полунетеровым, если для каждого его ненулевого малого подмодуля U выполнено
условие J(U) ̸= U .

Теорема 40. Пусть M – мало полунетеров правый R-модуль. Если модуль M обладает
проективным накрытием α : P → M , то следующие условия эквивалентны:

1) M является мало квазипроективным# модулем;
2) M является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) ⇒ 2) Очевидно.
2) ⇒ 1) Без ограничения общности можно считать, что M = P/Ker(α). Пусть f –

эндоморфизм модуля P , для которого выполнено условие Im f ≪ P , и пусть C := Kerα+∑∞
i=1 f

i(Kerα). Предположим, что f(Kerα) ≰ Kerα. Тогда C ̸= Kerα и C является наи-
меньшим подмодулем модуля P таким, что выполнены условия f(C) ≤ C и Kerα ≤ C.
Так как Kerα ≪ P и f(C) ≤ Im f ≪ P , то C = Kerα + f(C) ≪ P . Обозначим через
σ : M → P/C естественный гомоморфизм. Поскольку f(C) ≤ C, то существует эндомор-
физм g′ модуля P/C такой, что g′ ◦ σ ◦α = σ ◦α ◦ f . Тогда Im g′ = σ ◦α(Im f) ≪ P/C. Так
как M является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем, существует эндоморфизм f ′

модуля M такой, что σ ◦ f ′ = g′ ◦ σ. Из проективности модуля P следует, что существует
эндоморфизм g модуля P такой, что α◦g = f ′ ◦α. Таким образом, имеет место диаграмма

P P

M M

P/C P/C.

α

f

g

α

f ′

σ σ

g′

Тогда σ ◦ α ◦ (f − g) = 0 и, следовательно, (f − g)(P ) ≤ C. Поскольку α(C) ≪ M ,
M является мало полунетеровым модулем и α(C) ̸= 0, то J(α(C)) ̸= α(C). Предполо-
жим, что J(C) + Kerα = C. Тогда α(J(C)) = α(C). Так как α(J(C)) ≤ J(α(C)), то
J(α(C)) = α(C). Получили противоречие. Таким образом, J(C) + Kerα < C. Поскольку
(f − g)(P ) ≤ C и Kerα ≤ J(P ), имеем (f − g)(Kerα) ≤ (f − g)(J(P )) ≤ J(C). Так как
g(Kerα) ≤ Kerα, то

f(Kerα) ≤ (f − g)(Kerα) + g(Kerα) ≤ J(C) + Kerα.

Поскольку f(C) ≤ C, то f(J(C)) ≤ J(C). Следовательно, f(Kerα+ J(C)) ≤ Kerα+ J(C).
Получили противоречие с тем, что C является наименьшим подмодулем модуля P , для
которого выполнены условия f(C) ≤ C и Kerα ≤ C. Таким образом, f(Kerα) ≤ Kerα.
Тогда согласно теореме 14 M является мало квазипроективным# модулем.
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Аналогично доказывается

Теорема 41. Пусть M – мало полунетеров правый R-модуль. Если модуль M обладает
проективным накрытием α : P → M , то следующие условия эквивалентны:

1) M является мало квазипроективным модулем;
2) M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем.

Следующее утверждение вытекает из предыдущих двух теорем и теоремы 16.

Теорема 42. Пусть M – правый модуль над совершенным справа кольцом. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

1) M является мало квазипроективным модулем;
2) M является мало квазипроективным# модулем;
3) M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем;
4) M является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Эквивалентность п. п. 1) и 5) из следующего утверждения доказано в работе [3] (см.
также [15, теорема 3.3.19]).

Теорема 43. Пусть M – правый модуль над совершенным справа кольцом. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

1) M является квазипроективным модулем;
2) M является квазипроективным# модулем;
3) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем;
4) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем;
5) M является эндоморфизм-поднимаемым модулем;
6) M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. Импликация 3) ⇒ 5) очевидна. Эквивалентности 1) ⇔ 2), 3) ⇔ 4) и
5) ⇔ 6) следуют соответственно из предложения 27 (1), следствия 28 и предложения 27
(2). Эквивалентность 2) ⇔ 4) вытекает из леммы 29. Импликация 5) ⇒ 3) следует из
теоремы 24 и теоремы 42.

Модуль M называется автоморфизм-поднимаемым [16], если для каждого подмоду-
ля N модуля M каждый автоморфизм f модуля M/N может быть поднят до эндомор-
физма f ′ модуля M . Если для каждого подмодуля N модуля M каждый автоморфизм
f модуля M/N может быть поднят до автоморфизм f ′ модуля M , модуль M называется
строго автоморфизм-поднимаемым. Автоморфизм-поднимаемые модули были изучены в
[6] и [17].

Теорема 44. Если правый R-модуля M обладает проективным накрытием α : P → M ,
то следующие условия эквивалентны:

1) M является автоморфизм-поднимаемым# и мало квазипроективным# моду-
лем;
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2) M является строго автоморфизм-поднимаемым# и мало квазипроективным#

модулем;
3) каждый автоморфизм f модуля P , для которого существует такой малый

подмодуль L модуля P , что Kerα ≤ L и f(L) = L, удовлетворяет условию
f(Kerα) ≤ Kerα;

4) каждый автоморфизм f модуля P , для которого существует такой малый
подмодуль L модуля P , что Kerα ≤ L и f(L) = L, удовлетворяет условию
f(Kerα) = Kerα.

Доказательство. 2) ⇒ 1) Очевидно.
1) ⇒ 3) Пусть M является автоморфизм-поднимаемым# и мало квазипроективным#

модулем с проективным накрытием α : P → M . Пусть L – малый подмодуль модуля P

и f – автоморфизм модуля P такой, что Kerα ≤ L и f(L) = L. Без ограничения общ-
ности можно предположить, что M = P/Kerα. Имеет место естественный гомоморфизм
σ : P/Kerα → P/L. Так как f(L) = L, то существует автоморфизм g модуля P/L такой,
что g ◦ σ ◦ α = σ ◦ α ◦ f . Поскольку модуль M является автоморфизм-поднимаемым#,
существует эндоморфизм g′ модуля M такой, что σ ◦ g′ = g ◦ σ. Так как P – проективный
модуль, существует гомоморфизм f ′ модуля P такой, что g′ ◦ α = α ◦ f ′. Тогда

σ ◦ α ◦ f = g ◦ σ ◦ α = σ ◦ g′ ◦ α = σ ◦ α ◦ f ′.

Отсюда σ ◦ α ◦ (f − f ′) = 0 и, следовательно, (f − f ′)(P ) ≤ L. Поскольку M явля-
ется мало квазипроективным#, согласно теореме 14, (f − f ′)(Kerα) ≤ Kerα. Так как
f ′(Kerα) ≤ Kerα, то f(Kerα) ≤ (f − f ′)(Kerα) + f ′(Kerα) ≤ Kerα.

3) ⇒ 4) Так как f−1 также является автоморфизмом модуля P и f−1(L) = L, то
f−1(Kerα) ≤ Kerα. Следовательно, Kerα ≤ f(Kerα). Поскольку f(Kerα) ≤ Kerα и
Kerα ≤ f(Kerα), имеем f(Kerα) = Kerα.

4) ⇒ 2) Предположим, что модуль M удовлетворяет условию п. 4). Покажем, что
M является строго автоморфизм-поднимаемым# модулем. Пусть A – малый подмодуль
модуля M , f – автоморфизм модуля M/A и σ : M → M/A – естественная проекция. Тогда
существует эндоморфизм g модуля P такой, что σ◦α◦g = f ◦σ◦α. Пусть L = α−1(A). Тогда
Im g + L = P . Поскольку L ≪ P , имеем Im g = P . Тогда P ∼= P/Ker g, где Ker g ≤ L ≪ P .
Так как P – проективный модуль, то Ker g = 0. Следовательно, g – автоморфизм модуля P .
Поскольку Ker(f ◦ σ ◦ α) = Ker(σ ◦ α) = L и Ker(σ ◦ α ◦ g) = g−1(L), то g−1(L) = L. Тогда
g(L) = L. Согласно п. 4), g(Kerα) = Kerα. Значит, существует автоморфизм f ′ модуля
M такой, что f ′ ◦ α = α ◦ g. Следовательно, f ◦ σ ◦ α = σ ◦ α ◦ g = σ ◦ f ′ ◦ α. Поскольку
α – эпиморфизм, то f ◦ σ = σ ◦ f ′. Таким образом, M является строго автоморфизм-
поднимаемым#.

Покажем, что M является мало квазипроективным# модулем. Пусть A – малый под-
модуль модуля M и v : M → M/A – гомоморфизм, удовлетворяющий условию Im v ≪ M/A.
Пусть σ : M → M/A – естественная проекция. Тогда существует эндоморфизм u мо-
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дуля P такой, что σ ◦ α ◦ u = v ◦ α. Поскольку Im v ≪ M/A, имеем Imu ≪ P . Так как
Im(1P + u) + Imu = P и Imu ≪ P , то Im(1P + u) = P . Для любого x ∈ Ker(1P + u) имеем
(1P + u)(x) = 0 и, следовательно, x = −u(x) ∈ Imu. Поскольку Imu ≪ P , то
Ker(1P + u) ≪ P . Тогда из проективности модуля P следует, что Ker(1P + u) = 0. Следо-
вательно, (1P + u) – автоморфизм. Так как (1P + u) ◦ u(P ) = u ◦ (1P + u)(P ) = u(P ), то
(1P + u)(Imu) = Imu. Пусть L := Imu+Kerα. Тогда

(1P + u)(L) ≤ (1P + u)(Imu) + (1P + u)(Kerα) ≤ Imu+Kerα = L.

Для любого a ∈ L имеет место равенство a = x + u(y), где x ∈ Kerα и y ∈ P . Тогда
a = x+u(x)+u(y−x) = (1P +u)(x)+u(y−x). Так как (1P +u)(Imu) = Imu, то существует
элемент z ∈ Imu такой, что u(y − x) = (1P + u)(z). Следовательно, a = (1P + u)(x + z).
Таким образом, (1P + u)(L) = L. Из условия п. 4) следует, что (1P + u)(Kerα) = Kerα.
Тогда существует эндоморфизм u′ модуля M такой, что u′ ◦ α = α ◦ (1P + u). Положим
v′ = u′ − 1M . Тогда

σ ◦ v′ ◦ α = σ ◦ u′ ◦ α− σ ◦ α = σ ◦ α ◦ (1P + u)− σ ◦ α = σ ◦ α ◦ u = v ◦ α.

Поскольку α – эпиморфизм, то σ ◦ v′ = v. Таким образом, M – мало квазипроективный#

модуль.

Следствие 45. Пусть M – правый модуль над совершенным справа кольцом. Следующие
условия эквивалентны:

1) M является автоморфизм-поднимаемым и мало квазипроективным модулем;
2) M является строго автоморфизм-поднимаемым и мало квазипроективным мо-

дулем.

Из результатов нашей статьи и работ [3,6] вытекает следующая схема зависимостей
понятий в случае модулей над совершенными справа кольцами:

Квазипроективные
модули

=
Эндоморфизм-
поднимаемые модули

⇓
Псевдопроективные
модули

=
Автоморфизм-
коинвариантные модули

⇒
Автоморфизм-
поднимаемые модули

⇓
Мало квазипроективные
модули

=
Мало эндоморфизм-
поднимаемые модули

Из результатов, полученных в нашей работе, вытекает следующая схема зависимо-
стей изученных понятий в общем случае:
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Псевдопроективные
модули

Квазипроективные
модули

Мало
квазипроективные
модули

Автоморфизм-
поднимаемые
модули

Эндоморфизм-
поднимаемые
модули

Мало
эндоморфизм-
поднимаемые
модули
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Small quasi-projective modules
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Abstract. We study small quasi-projective modules and closely related classes
of modules. The concept of a small quasi-projective module is dual to the concept
of an essentially quasi-injective module, which has recently been studied in several
works. It is shown that over right perfect rings, the class of small quasi-projective
right modules coincides with a number of classes of right modules close to projective
modules, which are studied in the article. As a consequence of the obtained results,
the well-known A.A. Tuganbaev’s theorem on the coincidence of the classes of
quasi-projective right modules and endomorphism-lifting right modules over right
perfect rings is presented. Also, characterizations are obtained for modules M , for
which in the category σ[M ] every (finitely generated, cyclic, semisimple, simple)
module is small projective in σ[M ].
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