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Введение

Теория полугрупповых алгебр берет начало с работы Л.А.Кобурна [1], в которой
было показано, что все C∗-алгебры, порожденные неунитарной изометрией, канонически
изоморфны. С этой работой возник интерес к исследованию полугрупповых C∗-алгебр.
Начальные статьи посвящались различным обобщениям теоремы Кобурна. В работах
Р.Г.Дугласа [2], Ж.Мерфи [3] теорема Кобурна обобщена на положительные конусы упо-
рядоченных абелевых групп.

Позже А.Ника [4] распространил теорему Кобурна на C∗-алгебры, порожденные ко-
вариантными изометрическими представлениями квази-решетчатых упорядоченных полу-
групп. Важным примером квази-решетчатых полугрупп является свободное произведение
абелевых упорядоченных полугрупп, в частности, полугруппа F+

n = Z+ ∗Z+ ∗ . . . ∗Z+, об-
разованная свободным произведением неотрицательных целых чисел. В дальнейшем были
изучены и другие задачи, возникающие в полугрупповых C∗-алгебрах (см. [5–10]).

В данной статье исследуются свойства C∗-алгебр, порожденных регулярными пред-
ставлениями свободных произведений абелевых полугрупп. Простейшими примерами та-
ких алгебр являются алгебра Теплица–Кунца T On, порожденная регулярным представ-
лением свободной полугруппы F+

n , а также C∗-алгебры, которые порождаются индуктив-
ными пределами последовательности полугрупп F+

n (см. [11,12]). В нашей работе основное
внимание уделяется описанию свойств инверсной полугруппы мономов порожденной изо-
метрическими регулярными представлениями свободной полугруппы. Вводится понятие
двух типов индексов монома, что позволяет получить расслоение Фелла как по локальной
группе, так и по абелевой группе. Приводится критерий простоты C∗-алгебр, порожден-
ных регулярным представлением свободного произведения абелевых полугрупп.
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1. Свободное произведение абелевых групп

В данном параграфе приведем ряд необходимых сведений из теории групп, на кото-
рые будем ссылаться в дальнейшем.

Пусть Γ1, . . . ,Γn (n > 1) – дискретные абелевы группы, не содержащие подгрупп
конечного порядка. Через T = Γ1 ∗ . . . ∗ Γn обозначим свободное произведение групп Γi,
1 ≤ i ≤ n. По определению, T состоит из набора a = ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim , aik ∈ Γik , ik ̸= ik+1.
Каждый элемент aik ∈ Γik называется буквой, а произведение букв

a = ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim , aik ∈ Γik , ik ̸= ik+1,

называется словом. Произведением слова a на слово b = bj1 ∗bj2 ∗ . . .∗bjr называется слово:

a ∗ b =

ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim ∗ bj1 ∗ bj2 ∗ . . . ∗ bjr , если im ̸= j1;

ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ (aim · bj1) ∗ bj2 ∗ . . . ∗ bjr , если im = j1.

Обратное к слову a = ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim есть слово a−1 = a−1
im

∗ a−1
im−1

∗ . . . ∗ a−1
i1

. Единица e

в группе T отождествляется с единицами ei, i = 1, . . . , n, групп Γi.
Группа T является универсальным объектом в категории групп.
Пусть l = (j1, j2, . . . , jr) – подмножество множества (1, 2, . . . , n).
Определим гомоморфизм ωl : T → T ′, где T ′ = Γj1 ∗Γj2 ∗ . . . ∗Γjr , полагая для буквы

aik ∈ Γik

ωl(aik) =

e, если ik /∈ (j1, j2, . . . , jr),

aik , если ik ∈ (j1, j2, . . . , jr).

Расширим отображение ωl на T :

ωl(a) = ωl(ai1) ∗ ωl(ai2) ∗ . . . ∗ ωl(aim),

для a = ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim . Очевидно, ωl : T → T ′ – гомоморфизм и T = T ′ ∗ T ′′, где
T ′′ = Γi1 ∗ Γi2 ∗ . . . ∗ Γin−r и ik /∈ (j1, j2, . . . , jr).

С помощью отображения ωl : T → T ′ определим отображение ω̃l : T → Γ′, где Γ′ есть
абелева группа – декартово произведение групп Γji , i = 1, 2, . . . , r. Для a ∈ T , полагаем:

ω̃l(a) = ωl(ai1) · ωl(ai2) · . . . · ωl(aim). (1)

Таким образом определяется гомоморфизм ν : T → Γ:

ν(ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim) = (b1, b2, . . . , bn),

где bi – произведение тех букв в слове a, которые принадлежат Γi.
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Наделим группу Γ = Γ1 × Γ2 × . . . × Γn дискретной топологией. Пусть G – группа
характеров группы Γ, т. е. гомоморфизмов Γ в единичную окружность T. По теореме
Понтрягина, G – компактная абелева группа, группа ее характеров изоморфна Γ.

Группа G есть декартово произведение групп характеров G = G1×G2× . . .×Gn, где
Gi есть группа характеров группы Γi. В дальнейшем через

χa(g) = χa1(g1) · χa2(g2) · . . . · χan(gn), (2)

g = (g1, g2, . . . , gn) ∈ G, a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Γ, будем обозначать характер группы G,
соответствующий элементу a.

Наделив группу T дискретной топологией, можно показать, что G также является
группой характеров группы T и, если a = ai1 ∗ . . . ∗ aim , m ∈ N, тогда

χa(g) = χai1 (gi1) · χai2 (gi2) · . . . · χaim (gim)

есть характер группы G, соответствующий элементу a = ai1 ∗ . . . ∗ aim ∈ T .
Применяя теорему Понтрягина, получим следующее

Предложение 1. Группа характеров дискретной группы T есть компактная группа G,
а группа характеров группы G изоморфна группе Γ.

Сравнивая (1) и (2), получим

χa(g) = χν(a)(g), a ∈ T .

Локальной группой называется набор g = (g, g2,m, i), где g – дискретное множество,
g2 – подмножество в декартовом произведении g×g, m : g2 → g и i : g → g два отображения
такие, что

1) если (a, b), (b, c) ∈ g2 и (m(a, b), c), (a,m(b, c)) ∈ g2, тогда m(m(a, b), c) = m(a,m(b, c));
2) если (a, b) ∈ g2, тогда (i(a), i(b)) ∈ g2 и m(i(a), i(b)) = i(m(b, a));
3) существует такой элемент e ∈ g, что (e, a), (a, e) ∈ g2 и m(a, e) = m(e, a) = a;
4) (a, i(a)), (i(a), a) ∈ g2 и m(a, i(a)) = m(i(a), a) = e.
Элемент e называется единицей g, отображение m : g2 → g – произведением, а

i : g → g – взятием обратного.
Локальная группа называется глобализуемой, если она вкладывается в группу. Каж-

дая симметричная окрестность группы является локальной группой.
Пусть P = S1 ∗ S2 ∗ . . . ∗ Sn – подполугруппа группы T , порожденная свободным про-

изведением подполугрупп Si группы Γi. Предположим, что каждая подполугруппа Si,
1 ≤ i ≤ n, не содержит нетривиальную группу и порождает группу Γi, т. е. Γi = Si · S−1

i ,
Si ∩ S−1

i = {ei}, где ei – единица в Γi, S−1
i = {a−1

i ∈ Γi : ai ∈ Si}. Полагая

P−1 = S−1
1 ∗ S−1

2 ∗ . . . ∗ S−1
n ,
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получим T = P ∗ P−1.
Гомоморфизм полугруппы P в единичный диск D называется полухарактером. По-

лухарактер называется характером, если образ гомоморфизма есть единичная окруж-
ность T. Группа характеров полугруппы P совпадает с G = G1 ×G2 × . . .×Gn.

Каждая полугруппа Si задает частичный порядок на Γi: ai ≺ bi, если найдется ci ∈ Si

такой, что ci · ai = bi. Этот порядок распространяется и на T : a ≺ b, если найдется c ∈ P

такой, что a ∗ c = b.
Полугруппа Si называется конусом в Γ, если Γi = Si ∪ S−1

i . В этом случает принято
писать Si = Γ+

i . Свободную полугруппу P порожденную конусами Γ+
i , i = 1, . . . , n, будем

обозначать P+ = Γ+
1 ∗ . . . ∗ Γ+

n .
Свободная группа Fn порожденная множеством мощности n изоморфна группе

Z ∗ . . . ∗ Z – свободному произведению n экземпляров Z. Группа характеров этой груп-
пы есть Tn – n-мерный тор. Полугруппа F+

n = Z+ ∗ . . .∗Z+ порождает группу Fn. Поэтому
ее группа характеров есть Tn, а полугруппа полухарактеров изоморфна произведению
дисков Dn.

2. Инверсные полугруппы

Пусть l2(P ) – гильбертово пространство квадратично суммируемых функций на P

со скалярным произведением

(f, g) =
∑
a∈P

f(a)g(a), f, g ∈ l2(P ).

Семейство функций {ea; a ∈ P}, ea(b) = σa,b – символ Кронекера, образуют ортонор-
мированный базис на l2(P ). Элемент базиса {ea; a ∈ P}, соответствующий единице e ∈ P ,
будем обозначать e0 и называть вакуумным, так как Tae0 = ea, для любого a ∈ P .

Регулярным представлением полугруппы P на l2(P ) называется отображение a → Ta,
a ∈ P , где Ta изометрически линейный оператор на l2(P ) такой, что Taeb = ea∗b. Если
a = ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim , тогда Ta = Tai1

· Tai2
· . . . · Taim

.
Конечное произведение операторов Ta и T ∗

b, a,b ∈ P , где T ∗
b – оператор сопряженный

к Tb, называется мономом. Заметим, что сопряженным к Ta = Tai1
· Tai2

· . . . · Taim
явля-

ется оператор T ∗
a = T ∗

aim
· . . . · T ∗

ai2
· T ∗

ai1
. Пусть M(P ) множество ненулевых мономов. Это

множество есть частичная инверсная полугруппа с единицей Te = E. Это означает, что
если W1,W2 ∈ M(P ) и W1 ·W2 ̸= 0, тогда W1 ·W2 ∈ M(P ).

Инверсность M(P ) означает, что

W ∗WW ∗ = W ∗ и WW ∗W = W.

Множество E(P ) = {W ∈ M(P ) : W = W ∗} есть коммутативная подполугруппа в
M(P ) (см. [9, с. 21]).
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Пусть M(Si) – полугруппа мономов из M(P ), которые порождаются операторами
Tai , T ∗

bi
, ai, bi ∈ Si, i = 1, 2, . . . , n. Мономы в M(P ) принадлежащие M(Si), 1 ≤ i ≤ n, будем

называть элементарными мономами.

Предложение 2. Каждый моном W ∈ M(P ) однозначно раскладывается в произведения
элементарных мономов:

W = Wi1 ·Wi2 · . . . ·Win , Wik ∈ M(Sik).

Число r будем называть длиной монома W = Wi1 ·Wi2 ·. . .·Wir и обозначать d(W ) = r.
Отметим, если Si = Γ+

i – конус в Γi, тогда каждый элементарный моном в M(Si)

представим в виде TaiT
∗
bi
, ai, bi ∈ Si. Если Si задает частичный порядок на Γi, тогда суще-

ствуют ai и bi ∈ Γi такие, что мономы T ∗
ai
Tbi и T ∗

bi
Tai не являются изометриями.

Предложение 3.
1) Предположим, для монома Wi ∈ M(Si) справедливо Wie0 = eai, ai ∈ Si, где e0 –

вакуумный элемент. Тогда Wi = Tai. В частности, если WiTai = E, Wi ∈ M(Si),
тогда Wi = T ∗

ai
.

2) Пусть в мономе W ∈ M(P ), W = Wi1 ·Wi2 · . . . ·Wim, ik-й элемент Wik равен Taik
,

aik ∈ Sik . Тогда Wik−1
= Taik−1

, aik−1
∈ Sik−1

.
3) Пусть элементарный моном Wik ∈ M(Sik) не принадлежит полугруппе {Taik

},
aik ∈ Sik . Тогда Wik+1

= T ∗
aik+1

, aik+1
∈ Sik+1

.
4) Пусть в представлении W = Wi1 ·Wi2 ·. . .·Wim элементарный моном Wik ∈ M(Sik)

не принадлежит полугруппам {Taik
} и {T ∗

aik
}, aik ∈ Sik , 1 ≤ k ≤ m. Тогда

W = TaWikT
∗
b, где a ∈ Si1 ∗ . . . Sik−1

, b ∈ Sik+1
∗ . . . ∗ Sim.

Верно и обратное: для любых a ∈ Si1 ∗ . . . Sik−1
, b ∈ Sik+1

∗ . . .∗Sim и Wik ∈ M(Sik)

моном W = TaWikT
∗
b принадлежит M(P ).

Доказательство. 1) Для простоты, предположим Wi = Ta1T
∗
b1
Ta2T

∗
b2

, a1, a2, b1, b2 ∈ Si.
Из равенства T ∗

b2
e0 = 0, когда b2 не равно единице полугруппы Si, следует e2 = b и

Wi = Ta1T
∗
b1
Ta2 . Поэтому, T ∗

b1
Ta2e0 ̸= 0, т. е. b1 ≺ a2. Следовательно, Wi = Ta1Tc, где cb1 = a2,

a1c = a0.
2) Пусть Wik−1

= V T ∗
bik−1

Taik−1
, bik−1

и aik−1
несравнимы, V ∈ M(Sik−1

). Покажем, что
Wik−1

Taik
= 0. Допустим противное, тогда найдется eb ∈ {ea}a∈P такое, что Wik−1

Taik
eb ̸= 0,

т. е. (b−1
ik−1

a−1
ik−1

) ∗ aik ∗ b ∈ P или, что то же, b−1
ik−1

a−1
ik−1

∈ Sik−1
. Следовательно, bik−1

≺ aik−1
.

Пришли к противоречию.
3) и 4) следуют из 2).

Отметим, что если Si = Γ+
i – конус в Γi, для всех i, то W = TaT

∗
b, a,b ∈ P , W ∈ M(P ).

Пусть Pk = S1 ∗ S2 ∗ . . . ∗ Sk подполугруппа полугруппы P . Обозначим через M(Pk)

частичную инверсную подполугруппу полугруппы M(P ) порожденную элементарными
мономами Wi, 1 ≤ i ≤ k.
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Предложение 4. Существует гомоморфизм γk : M(P ) → M(Pk).

Доказательство. Определим операцию сокращения элементарных мономов. Пусть задан
моном

W = TaWikT
∗
b = Tai1

Tai2
. . . Tail−1

WilT
∗
bil+1

. . . T ∗
br .

Операция сокращения заключается в следующем: в произведении элементарных мо-
номов заменим на E те, которые не принадлежат M(Pk). Получим ненулевой моном
W ′ = Ta′W ′

il
T ∗
b′ , где a′,b′ ∈ Pk, W ′

il
= Wil , если 1 ≤ il ≤ k.

Учитывая, что каждый моном W ∈ M(P ) имеет вид W = TaWilT
∗
b, можно показать,

что отображение W → W ′ из M(P ) в M(Pk) есть гомоморфизм.

В дальнейшем этот гомоморфизм будем называть операцией сокращения и обозна-
чать γk : M(P ) → M(Pk).

Определим отображение τi : M(Si) → Γi, полагая

τi(Ta1 · T ∗
b1
· Ta2 · T ∗

b2
· . . . · Tak · T ∗

bk
) = (a1 · a2 · . . . · ak)(b1 · b2 · . . . · bk)−1.

Это отображение есть гомоморфизм инверсной полугруппы на группу. Ядро этого
гомоморфизма состоит из идемпотентов полугруппы M(Si).

Предложение 5. Отображение τ : M(P ) → T :

τ(Wi1 · . . . ·Wim) = τi1(Wi1) ∗ . . . ∗ τim(Wim), Wik ∈ M(Sik)

есть гомоморфизм частичной инверсной полугруппы на локальную группу в T .

Доказательство. Достаточно заметить, что слова b−1 ∗ a, b ∈ Si, a ∈ Sj, i ̸= j, не принад-
лежат τ(M(P )).

Следствие 6. Ядро Ker τ гомоморфизма τ : M(P ) → T состоит из идемпотентов.

Отметим, что если Si = Γ+
i , тогда ядро состоит из операторов Ta · T ∗

a , a ∈ P . В
противном случае, из несравнимости a и b, a, b ∈ Si, следует, что T ∗

b TaT
∗
aTb – идемпотент

в M(Si).
Суперпозиция

ν ◦ τ : M(P ) → Γ,

где ν – гомоморфизм (1), определяет гомоморфизм из M(P ) на Γ.
Для монома W ∈ M(P ) можно определить два индекса. Слово τ(W ) будем называть

T -индексом монома W , а элемент ν ◦ τ(W ) – Γ-индексом.
Наделим M(P ) дискретной топологией. Характером полугруппы M(P ) назовем ча-

стичный гомоморфизм из M(P ) на единичную окружность T. Сужение характера на по-
лугруппу M(Si) является характером этой полугруппы. Группа характеров M(Si) есть
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Gi – группа характеров Γi и G = G1 × . . . × Gn – группа характеров полугруппы M(P ).
Полагая для характеров

χW (g) = χν◦τ(W )(g), W ∈ M(P ), g ∈ G, (3)

в дальнейшем будем писать

g(W ) = χW (g) = χτ(W )(g).

Пусть AutM(P ) – группа автоморфизмов полугруппы M(P ). Определим представ-
ление σ : G → AutM(P ), полагая σg(W ) = χW (g)W.

Предложение 7. Отображение σ : G → AutM(P ) есть представление группы G в груп-
пу автоморфизмов M(P ).

Доказательство. Пусть W1, W2 ∈ M(P ) такие, что W1 ·W2 ∈ M(P ). Тогда

σg(W1 ·W2) = χW1·W2(g)W1 ·W2 = χW1(g)W1 · χW2(g)W2 = σg(W1) · σg(W2).

Пространство M0(P ) неподвижных мономов для представления σg, g ∈ G, есть ча-
стичная инволютивная полугруппа, состоящая из тех мономов W , для которых χW ≡ 1.

Замечание. Частично инверсная полугруппа M(P ) называется инверсной оболочкой по-
лугруппы P ([9, с. 54]).

3. Алгебра C∗
r (P )

Пространство L(P ) всех конечных линейных комбинаций мономов из M(P ) образует
инволютивную подалгебру алгебры B(l2(P )) всех ограниченных линейных операторов на
l2(P ). Замыкание L(P ) в операторной норме есть приведенная полугрупповая C∗-алгебра
C∗

r (P ) порожденная регулярным представлением полугруппы P .

Теорема 8. Существует точное представление σ : G → AutC∗
r (P ) компактной абелевой

группы G = G1 × . . .×Gn в группу автоморфизмов AutC∗
r (P ).

Доказательство. Пусть U(P ) – группа унитарных операторов на l2(P ). Определим пред-
ставление U : G → U(P ), полагая, на базисе {ea}a∈P :

Ugea = χa(g)ea.

Покажем, что алгебра C∗
r (P ) инвариантна для внутреннего автоморфизма AdUg ал-

гебры B(l2(P )). Для этого достаточно показать, что операторы Ta, a ∈ P , собственные
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векторы автоморфизма AdUg. Пусть eb ∈ {ea}a∈P . Тогда

AdUg(Ta)(eb) = UgTaUg−1(eb) = χb(g−1)TUgTaeb = χb(g−1)χa∗b(g)ea∗b = χa(g)Taeb.

Таким образом,
UgTaUg−1 = χa(g)Ta.

Поэтому, см. (3),
UgWUg−1 = χW (g)W, W ∈ M(P )

и отображение g → AdUg есть представление группы G в группу AutC∗
r (P ).

Для доказательства непрерывности достаточно показать, что C∗
r (P )-значная функ-

ция A(g) = UgAU
∗
g , A ∈ C∗

r (P ), равномерно непрерывна на G. Функция

W (g) = UgWU∗
g = χW (g)W, W ∈ M(P ),

равномерно непрерывна на G. Поэтому и функции B(g) = UgBU∗
g , B ∈ L(P ), равномерно

непрерывны. Следовательно, A(g), A ∈ L(P ) = C∗
r (P ), равномерно непрерывна на G.

Пусть C(G;C∗
r (P )) – алгебра всех равномерно непрерывных функций на G со значе-

ниями в C∗
r (P ). Из теоремы 8 следует, что отображение A → A(g) = UgAU

∗
g есть изомор-

физм между алгеброй C∗
r (P ) и алгеброй A = {A(g) ∈ C(G;C∗

r (P )) : A ∈ C∗
r (P )}. Каждая

функция A(g) ∈ A раскладывается в ряд Фурье

A(g) ≃
∑
b∈Γ

Ab(g),

где Ab(g) = χb(g)Ab, Ab =

∫
G

A(g)χ̄b(g)dµ.

Пусть Bb – замкнутое подпространство в C∗
r (P ) порожденное линейными комбинаци-

ями элементов Ab, b ∈ Γ. Заметим, UgAbU
∗
g = χb(g)Ab. По аналогии с классической теорией

рядов Фурье:
1) Ba · Bb ⊂ Ba·b;
2) B∗

b = Bb−1 ;
3) C∗

r (P ) =
⊕

Bb;
4) для каждого b ∈ Γ существует сжимающее отображение

Fb : C
∗
r (P ) → Bb;

5) Fe : C
∗
r (P ) → Be – условное ожидание.

Семейство {Bb}b∈Γ называется расслоением Фелла над группой Γ, а представление
C∗

r (P ) =
⊕

Bb – градуировкой C∗
r (P ) по Γ. Из 1) следует, что Bb, b ∈ Γ, есть Be-бимодуль.

В работе [12] была построена градуировка алгебры C∗
r (P ) по локальной группе g = τ(M(P )).

Пусть Wa = {W ∈ M(P ) : τ(W ) = a}, a ∈ T . Множество тех a ∈ T , для которых
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Wa ̸= {∅}, образует локальную группу g = τ(M(P )). Пусть Ba – замкнутое линейное
подпространство в C∗

r (S) порожденное мономами из Wa.

Предложение 9 ([12]). Семейство {Ba}a∈g обладает следующими свойствами:
1) Ba ·Bb = 0, если a ∗ b /∈ g и Ba ·Bb ⊂ Ba∗b в противном случае;
2) B∗

a = Ba−1 ;
3) Be – коммутативная C∗-алгебра порожденная линейными комбинациями идем-

потентов;
4) C∗

r (P ) =
⊕

a∈g Ba;
5) для каждого a ∈ T существует сжимающее отображение Φa : C∗

r (P ) → Ba;
6) Φe : C

∗
r (P ) → Be, e ∈ T , является условным ожиданием.

Установим связь между градуировками по Γ и локальной группой g. Покажем, что
среди приведенных расслоений расслоение по локальной группе более “мелкое”.

Предложение 10. Пусть {Bb}b∈Γ и {Ba}a∈g два расслоения над коммутативной группой
Γ и свободной группой T порожденные алгеброй C∗

r (P ). Тогда
1) Bb =

⊕
a∈τb Ba, где τb = {a ∈ T : ν(τ(a)) = b};

2) Bb ·Bc =
⊕

a∈τb∗τcBa;
3) B∗

b =
⊕

a∈τbB
∗
a;

4) для каждого a ∈ τb существует сжимающее отображение Φb
a : Bb → Ba;

5) Φ : Be → Be – условное ожидание.

Доказательство. Для доказательства достаточно определить Φb
a = Fb ◦ Φa.

Пусть Cb(P ) – алгебра всех ограниченных функций на полугруппе P . Так как Be

– коммутативная алгебра диагональная относительно базиса {eb}b∈R, алгебра Be есть по-
далгебра Cb(P ).

Приведенные градуировки алгебры C∗
r (P ) порождают коммутативную диаграмму:

C∗
r (P ) Be

Be

Fe

Φe

Φ

с отображениями – условными ожиданиями.
Определим два индекса монома W ∈ M(P ): indT (W ) = τ(W ) и indΓW = ν(W ) ∈ Γ.
Из предложения 10 следует, что градуировка по локальной группе g алгебры C∗

r (P )

более “мелкая”, чем по группе Γ. Отметим, если Web ̸= 0, тогда Web = ea∗b, где a = indT W .
Пусть C∗

r (Pk) – полугрупповая алгебра порожденная регулярным представлением
полугруппы Pk = Si1 ∗ Si2 ∗ . . . ∗ Sik , k < n, на l2(Pk).

Теорема 11. Существует вложение hk : C
∗
r (Pk) → C∗

r (P ) и условное ожидание
jk : C

∗
r (P ) → C∗

r (Pk) такие, что jk ◦ hk = id – тождественное отображение.
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Доказательство. Пусть Q – унитальная подполугруппа полугруппы P , состоящая из тех
слов a = ai1 ∗ . . . ∗ aim , m ∈ N, первая буква которых ai1 не принадлежит Pk \ {e}, e –
единица полугруппы P . Очевидно, P = Pk ∗ Q. Полагая Qb = {a ∗ b : a ∈ Pk}, b ∈ Qk,
представим l2(P ) в виде прямой суммы гильбертовых пространств

l2(P ) =
⊕
b∈Q

l2(Qb).

Заметим, что l2(Qe) = l2(Pk). Унитарный оператор Ub
r : l2(Qb) → l2(Qr), b, r ∈ Q,

Ub
r (ea∗b) = ea∗r коммутирует с оператором Td, d ∈ Pk, т. е. TdU

b
r = Ub

r Td. Поэтому оператор
Td, d ∈ Pk, есть сумма копий операторов Td,b = Td|l2(Qb), Td =

⊕
b∈Q Td,b. Аналогично,

T ∗
d =

⊕
b∈Q T ∗

d,b. Следовательно, каждый моном W ∈ M(Pk) можно представить в виде
мономов

W =
⊕
b∈Q

Wb, Wb = W |l2(Qb).

Таким образом, C∗-подалгебра алгебры C∗
r (P ) порожденная операторами Td, d ∈ Pk,

распадается на копии C∗-алгебр изоморфных алгебре C∗
r (Pk) и отображение

hk : C
∗
r (Pk) → C∗

r (P ), hk(A) =
⊕

b∈Q Ab, есть вложение, где Ab = A|l2(Qb). Построим теперь
условное ожидание. Для этого достаточно показать, что если моном W не принадлежит
M(Pk), тогда jk(W ) = 0. Действительно, из п. 4) предложения 3 следует, W = TaWi0T

∗
b.

Поэтому
indT W = a ∗ τi0(Wi0) ∗ b−1

и, если r,d ∈ Pk такие, что Wer = ed, то

d = a ∗ τi0(Wi0) ∗ b−1 ∗ r.

Отсюда a ∗ τi0(Wi0) ∗ b−1 ∈ Pk и W ∈ M(Pk).
Таким образом, замкнутое подпространство в C∗

r (P ) порожденное мономами
W /∈ M(Pk) образует Ker jk – ядро отображения jk : C

∗
r (P ) → C∗

r (Pk) и C∗
r (P ) = C∗

r (Pk)
⊕

Ker jk. Если W1 ∈ M(Pk), W2 /∈ M(Pk), тогда W1 ·W2 /∈ M(Pk). Поэтому Ker jk есть C∗
r (Pk)-

бимодуль и jk есть условное ожидание. Для завершения доказательства достаточно заме-
тить, что jk ◦ hk = id.

Пусть TX – C∗-подалгебра C∗
r (P ) порожденная конечным множеством X = {a1, a2, . . . ,

an}, ai ∈ Si \ {e}. Из равенства T ∗
ai
Taj = 0, если i ̸= j, следует

∑
TaiT

∗
aj

< I. Поэтому
алгебра TX изоморфна алгебре Теплица–Кунца T On (см. [5]). Фактор алгебра T On по
коммутаторному идеалу K ⊂ T On изоморфна алгебре Кунца On.

Теорема 12.
1) Существует вложение λ : TX → C∗

r (P ) и условное ожидание β : C∗
r (P ) → TX

такие, что β ◦ λ = id.
2) Существует вполне положительное отображение ϕ : C∗

r (P ) → On.
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Доказательство. 1) проверяется также как и теорема 11. Для проверки 2) достаточно
задать ϕ как композицию отображения β с фактор отображением TX ≃ T On по K.

4. Идеалы алгебры C∗
r (P )

В работе [13, с. 436] было показано, что если среди абелевых полугрупп Si, i = 1, . . . , n,
есть плотная в R+ полугруппа, то алгебра C∗

r (P ), P = S1 ∗ . . . ∗ Sn, есть простая
C∗-алгебра. Аналогичное утверждение верно и для индуктивного предела алгебры Теплица–
Кунца T On, хотя алгебра T On не проста [10]. В связи с этим возникает вопрос: описать
те полугруппы P = S1 ∗ . . . ∗ Sn, регулярные представления которых порождают простые
C∗-алгебры. В данном разделе дается ответ на этот вопрос.

Семейство правых главных идеалов J = {Ia}a∈P , где Ia = {a ∗ b : b ∈ P}, можно
превратить в унитальную полугруппу, полагая Ia · Ib = Ia∗b, с единицей Ie = P . Если
a ≺ b, т. е. b = a ∗ c, тогда Ib ⊂ Ia. Элемент a ∈ P 0 = P \ {e} называется минимальным
слева, если из условия b ≺ a, b ∈ P 0, следует b = a. Множество минимальных элементов
L полугруппы P называется базисом, если для любого b ∈ P найдется a ∈ L такое, что
a ≺ b. Будем говорить, что P имеет конечный базис, если L – конечное множество.

Предложение 13. Пусть L – базис в P . Тогда L =
n⋃

i=1

Li, где Li = L ∩ Si – базис в Si, и

обратно, если Li – базис в Si, тогда L =
n⋃

i=1

Li – базис в P .

Доказательство. Пусть a ∈ P минимальный элемент. Тогда a – буква и, следовательно,

принадлежит некоторому Si, и является минимальным в Si. Поэтому L =
n⋃

i=1

Li. Верно и

обратное: объединение минимальных элементов полугруппы Si, i = 1, . . . , n, есть множе-
ство минимальных элементов в P .

Не каждая полугруппа имеет базис. Если Si = Z+ × Z+, i = 1, . . . , n, то полугруппа
P имеет конечный базис. В случае Si = (N×N)∪{(0, 0)}, i = 1, . . . , n, полугруппа P имеет
счетный базис, а в случае Si = R+ у полугруппы P нет базиса.

Лемма 14. Пусть a и b такие элементы в S1, что либо a и b несравнимы, либо b ≺ a.
Тогда, для любого d ∈ Sj \ {e}, j ̸= 1, справедливо T ∗

dT
∗
b Ta = 0.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда b ≺ a. Пусть c ∈ P такое слово,
c = ci1 ∗ ci2 ∗ . . . ∗ cim , что T ∗

b Taec ̸= 0. Это равносильно условию: (b−1 · a) ∗ c ∈ P . Так как
b−1 · a ∈ S1, получим, что первая буква ci1 в слове (b−1 · a) ∗ c принадлежит S1. Буква d не
принадлежит S1, поэтому d−1 ∗ b−1 · a ∗ c /∈ P , т. е. T ∗

dT
∗
b Ta = 0.

Отметим, что T ∗
aTbTd = (T ∗

dT
∗
b Ta)

∗ = 0.
Обозначим через IW , W ∈ M(P ), множество тех букв ai, bj, cl, которые участвуют в

представлении монома W = Ta1Ta2 . . . Tan(Tc1T
∗
c2
. . . TclT

∗
c2l
)T ∗

b1
T ∗
b2
. . . T ∗

br
.
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Лемма 15. Пусть {Wi}n1 такое семейство мономов, что для некоторого d ∈ S1 \ {e}
каждая буква из IWi

, i = 1, . . . ,m, либо несравнима с d, либо больше d. Тогда, для любого
r ∈ Sj, j ̸= 1, справедливо T ∗

r T
∗
dWiTdTr = 0, i = 1, . . . , n.

Доказательство. Действительно, полагая Wi = W , имеем

T ∗
r T

∗
d

(
Ta1Ta2 . . . Tan

(
Tc1T

∗
c2
. . . TclT

∗
c2l

)
T ∗
b1
T ∗
b2
. . . T ∗

bn

)
TdTr

= T ∗
r T

∗
dTa1

(
Ta2 . . . Tan

(
Tc1T

∗
c2
. . . TclT

∗
c2l

)
T ∗
b1
T ∗
b2
. . . T ∗

bn−1

)
(T ∗

bnTdTr) = 0,

так как T ∗
r T

∗
dTa1 = T ∗

bn
TdTr = 0.

Пусть K – алгебра компактных операторов на l2(S).

Теорема 16. Следующие условия эквивалентны:
1) полугруппа P имеет конечный базис;
2) K – подалгебра в C∗

r (P ).

Доказательство. 1) ⇒ 2) Пусть L – конечный базис полугруппы P , L = (a1, a2, . . . , am).
Тогда оператор J = Ta1T

∗
a1

+ Ta2T
∗
a2

+ . . . + TamT
∗
am является диагональным относительно

базиса {ea}a∈P и обладает следующим свойством: Je0 = 0, Jea = kaea, где 1 ≤ ka ≤ m.
По теореме о функциональном исчислении, C∗-подалгебра алгебры C∗

r (P ), порож-
денная единицей и оператором J , содержит проектор на e0.

Так как алгебра C∗
r (P ) неприводима на l2(P ) и содержит проектор на e0, то K ⊂ C∗

r (P ),
см. [14, теорема 2.4.5].

2) ⇒ 1) Пусть K ⊂ C∗
r (P ). Тогда проектор Q0e0 = e0, Q0ea = 0, a ̸= e, так как

принадлежит C∗
r (P ). Поэтому существует конечная комбинация мономов

m∑
i=1

αiWi ∈ L(P )

такая, что
∥∥∥∥Q0 −

m∑
i=1

αiWi

∥∥∥∥ <
1

2
.

Тогда
∥∥∥∥(Q0 −

m∑
i=1

αiWi

)
(e0)

∥∥∥∥ <
1

2
. Следовательно, найдется моном Wi0 , 1 ≤ i0 ≤ m,

такой, что Wi0(e0) = e0. Поэтому Wi0 = E, где E – единица алгебры C∗
r (P ) и

|I − αi0| =

∣∣∣∣∣
((

Q−
m∑
i=1

αiWi

)
e0, e0

)∣∣∣∣∣ < 1

2
.

Допустим, у P нет конечного базиса. Тогда найдутся a, b ∈ P такие, что T ∗
aT

∗
b WiTaTb = 0,

i ̸= i0, и ∥∥∥∥∥T ∗
aT

∗
b QTaTb −

m∑
i=1

T ∗
aT

∗
b WiTaTb

∥∥∥∥∥ = |αi0| <
1

2
.

Пришли к противоречию.

Покажем, что других идеалов в C∗
r (P ) нет.
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Теорема 17. Следующие условия эквивалентны:
1) P не имеет конечного базиса;
2) C∗

r (P ) – простая алгебра.

Доказательство. 1) ⇒ 2) Пусть D ̸= 0, принадлежит идеалу J ⊂ C∗
r (P ) и (Dec, ed) ̸= 0,

для некоторых c,d ∈ P . Полагая

A =
1

(D′e0, e0)
D′,

где D′ = T ∗
dDTc, получим (Ae0, e0) = 1. Пусть {Wi}m1 такое семейство мономов, что∥∥∥∥∥A−

m∑
i=1

αiWi

∥∥∥∥∥ < ϵ < 1, αi ∈ C.

Из условия (Ae0, e0) = 1 следует, что Wi0e0 = e0, для некоторого i0, т. е. Wi0 = E. Поэтому

|1− αi0 | =

∣∣∣∣∣
((

A−
m∑
i=1

αiWi

)
e0, e0

)∣∣∣∣∣ < ϵ.

Пусть a,b ∈ P такие буквы, что

T ∗
aT

∗
bWiTaTb = 0, i ̸= i0.

Тогда ∥∥∥∥∥T ∗
aT

∗
b

(
A−

m∑
i=1

αiWi

)
TaTb

∥∥∥∥∥ = ∥T ∗
aT

∗
bATaTb − αi0E∥ < ϵ.

Отсюда ∥∥∥∥ 1

αi0

(T ∗
aT

∗
bATaTb − E)

∥∥∥∥ <
ϵ

|αi0|
<

ϵ

1− ϵ
,

и dist(E, J) <
ϵ

1− ϵ
, для произвольного ϵ > 0, т. е. E ∈ J . Следовательно, C∗

r (P ) простая
C∗-алгебра.

2) ⇒ 1) Тривиально.

Воспользовавшись теоремами 16 и 17, получим, что если у полугруппы P есть ко-
нечный базис, то существует короткая точная последовательность

0 K C∗
r (P ) A 0,id π

где id – вложение, а π – фактор-отображение.
Авторы благодарят рецензента за внимательное отношение к работе и ценные заме-

чания.
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