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Введение

Данная работа является расширенной версией доклада автора на церемонии вруче-
ния премии Лобачевского (Казанский (Приволжский) федеральный университет, декабрь
2023 года). Здесь обсуждается ряд понятий и результатов, связанных с вопросом существо-
вания и единственности продолжений непрерывных отображений топологических про-
странств. Все приведенные здесь понятия и результаты (вместе с их доказательствами)
можно найти в монографии автора “Топология для дискретной математики” [1], изданной
Сибирским отделением Российской академии наук в 2020 году.

Монографии [2–4], посвященные близким вопросам, были изданы на английском язы-
ке. Стоит отметить выпуск журнала Annals of Pure and Applied Logic [5], который также со-
держит близкие по тематике результаты. На русском языке общая теория T0-пространств
систематическим образом изложена впервые в указанной выше монографии [1].

Топологией на множестве X называется семейство множеств T ⊆ 2X такое, что
1) ∅, X ∈ T ;
2) если U0, U1 ∈ T , то U0 ∩ U1 ∈ T ;
3) если Vi ∈ T для любого i ∈ I, то

⋃
i∈I Vi ∈ T .

В этом случае X = ⟨X, T ⟩ называется топологическим пространством. Полагаем при
этом T (X) = T .

Очевидно, что топология T (X) образует полную решетку относительно теоретико-
множественного включения ⊆, где для произвольного семейства открытых множеств
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Vi ∈ T (X), i ∈ I, справедливо:∧
i∈I

Vi = int
⋂
i∈I

Vi,
∨
i∈I

Vi =
⋃
i∈I

Vi.

Топологическое пространство X называется T0-отделимым или просто T0-пространством,
если оно удовлетворяет следующей аксиоме T0-отделимости:

для любых различных x0, x1 ∈ X существует U ∈ T
такое, что xi ∈ U и x1−i /∈ U для некоторого i < 2.

Далее мы будем рассматривать только T0-пространства.

1. Проблема существования и единственности продолжений

Вопрос 1. Рассмотрим произвольные топологические пространства X,Y,Z. Пусть X ≤ Y,
а отображение f : X → Z непрерывно. Существует ли непрерывное отображение f ′ : Y → Z
такое, что f ′|X = f? Когда такое отображение f ′ единственно?

X -id Y
@

@
@Rf

�
�

�	 f ′

Z

Топологическое пространство Z такое, что для любого расширения X ≤ Y и лю-
бого непрерывного отображения f : X → Z существует его непрерывное продолжение
f ′ : Y → Z, называется инъективным. Если потребовать существование продолжений
только для таких расширений X ≤ Y, для которых пространство X плотно в Y (т. е.
Y = clY X), то мы получим отпределение ограниченно инъективного пространства.

Описание таких пространств представлено в теоремах 11–12 ниже. Кроме того, тео-
рема 4 ниже связана с вопросом единственности продолжений, а теорема 7 ниже – с
существованием продолжений для расширений специального вида (так называемых u-
расширений).

Для произвольного непрерывного отображения f : X → Y рассмотрим отображение

f : T (Y) → T (X), f ∗ : U 7→ f−1(U).

Непосредственно можно проверить, что f ∗ является гомоморфизмом (0, 1)-решеток, кото-
рый сохраняет произвольные объединения.

Вопрос 2. Когда для гомоморфизма (0, 1)-решеток g : T (Y) → T (X), сохраняющего про-
извольные объединения, имеет место равенство g = f ∗ для подходящего непрерывного
отображения f : X → Y?
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Частичный ответ на этот вопрос дает теорема 5 ниже.

2. α-пространства

Для топологического пространства X рассмотрим следующие понятия.
• Отношение специализации ≤. Для произвольных x, y ∈ X полагаем x ≤ y, если

для любого открытого множества U ∈ T (X) включение x ∈ U влечет включение
y ∈ U .

• Для произвольного x ∈ X полагаем

↓x = {y ∈ X | y ≤ x}, ↑x = {y ∈ X | x ≤ y}.

• Отношение аппроксимации ≺. Для произвольных x, y ∈ X полагаем x ≺ y, если
y ∈ int ↑x.

Нетрудно проверить, что X является T0-пространством тогда и только тогда, когда
отношение специализации ≤ является частичным порядком на X.

Топологическое пространство X называется α-пространством, если для любых x ∈ X

и U ∈ T (X) включение x ∈ U влечет существование такого y ∈ U , что y ≺ x.
Следующая теорема характеризует α-пространства в терминах их решеток откры-

тых множеств.

Теорема 3 (о характеризации α-пространств). Топологическое пространство X является
α-пространством тогда и только тогда, когда полная решетка T (X) является вполне
дистрибутивной, т. е. для произвольных семейств открытых множеств Wi ⊆ T (X),
i ∈ I, имеет место равенство

int
(⋂
i∈I

⋃
Wi

)
=

⋃
f∈F

int
(⋂
i∈I

f(i)
)
,

где F =
∏

i∈I Wi.

3. Сопредельные точки и u-расширения

Рассмотрим расширение топологических пространств X ≤ Y. Точка y ∈ Y называ-
ется сопредельной для X в Y, если для любого U ∈ T (Y) из включения y ∈ U следует, что
↓y ∩ U ∩X ̸= ∅.

Пусть sobY X обозначает множество всех сопредельных точек для X в Y. Следующее
понятие связано с вопросом единственности продолжений, см. вопрос 1.

Расширение X ≤ Y называется u-расширением, если для любых непрерывных отоб-
ражений f, g : X → Y равенство f |X = g|X влечет равенство f = g.

Теорема 4 (о характеризации u-расширений). Для расширения X ≤ Y следующие условия
равносильны.
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(i) Расширение X ≤ Y является u-расширением.
(ii) Для любого U ∈ T (X) существует единственное V ∈ T (Y) такое, что U = V ∩X.
(iii) Справедливо равенство Y = sobY X.

4. Собранные пространства и собрификации

Подмножество A пространства X называется неприводимым, если для произвольных
замкнутых подмножеств F0, F1 в X включение A ⊆ F0 ∪ F1 влечет включение A ⊆ Fi для
некоторого i < 2.

Очевидно, что множество ↓x замкнуто и неприводимо в X для любого x ∈ X.
Топологическое пространство X называется собранным, если семейство {↓x | x ∈ X}

исчерпывает семейство всех непустых замкнутых неприводимых подмножеств в X.
Следующая теорема дает частичный ответ на вопрос 2.

Теорема 5. Если пространство Y является собранным, то для любого гомоморфизма
(0, 1)-решеток g : T (Y) → T (X), сохраняющего произвольные объединения, существует
непрерывное отображение f : X → Y такое, что g = f ∗.

В качестве следствия теоремы 5 получаем такой результат.

Теорема 6. Если пространства X и Y являются собранными, а их решетки топологий
T (X) и T (Y) изоморфны, то пространства X и Y гомеоморфны.

Следующая теорема связана с вопросом существования и единственности продолже-
ний, см. вопрос 1.

Теорема 7 (о характеризации собранных пространств). Для топологического простран-
ства X следующие условия равносильны.

(i) Пространство X является собранным.
(ii) Для любого расширения X ≤ Y справедливо X = sobY X.
(iii) Пространство X не имеет собственных u-расширений.
(iv) Для любого u-расширения Y0 ≤ Y и любого непрерывного отображения f0 : Y0 → X

существует [единственное] непрерывное отображение f : Y → X такое, что
f |Y0 = f0.

Собранное пространство Y называется собрификацией пространства X, если суще-
ствует гомеоморфное вложение λ : X → Y такое, что Y = sobY λ(X).

Теорема 8. Собрификация любого T0-пространства единственна с точностью до гомео-
морфизма.

Следующая теорема характеризует собрификации T0-пространств.

Теорема 9 (о характеризации собрификаций). Для расширения X ≤ Y следующие условия
равносильны.
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(i) Y является собрификацией пространства X.
(ii) Y является наибольшим u-расширением X.
(iii) Y является наименьшим собранным расширением X.

Теорема 10. Если X ≤ Y является u-расширением, то собрификации пространств X и
Y гомеоморфны.

5. Инъективные пространства

Напомним, что топологическое пространство Z называется (ограниченно) инъектив-
ным, если для любого расширения пространств X ≤ Y (такого что X плотно в Y) и любого
непрерывного отображения f : X → Z существует непрерывное отображение f ′ : Y → Z та-
кое, что f ′|X = f .

Следующие две теоремы характеризуют (ограниченно) инъективные пространства,
см. вопрос 1.

Теорема 11 (о характеризации инъективных пространств). Топологическе пространство
X является инъективным, если и только если выполнены следующие условия:

(i) ч. у. множество ⟨X;≤⟩ является полной решеткой;
(ii) X является α-пространством (равносильно, полная решетка T (X) вполне дис-

трибутивна);
(iii) X является собранным пространством.

Теорема 12 (о характеризации ограниченно инъективных пространств). Топологическое
пространство X является ограниченно инъективным, если и только если выполнены сле-
дующие условия:

(i) ч. у. множество ⟨X;≤⟩ является bc-полным (т. е. любое ограниченное подмно-
жество в ⟨X;≤⟩ имеет точную верхнюю грань);

(ii) X является α-пространством (равносильно, полная решетка T (X) вполне дис-
трибутивна);

(iii) X является собранным пространством.
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