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Аннотация. Мы показываем, что квазимногообразие (0, 1)-решеток, порож-
денное диамантом M3, является многообразием и находим базис тождеств это-
го многообразия.
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Введение

Настоящая статья является первой в серии работ, посвященных квазимногообра-
зию SP(M3) (0, 1)-решеток, порожденному диамантом M3. Здесь мы показываем, что это
квазимногообразие является многообразием и находим его базис квазитождеств, см. след-
ствие 9. Отметим, что базис тождеств для многообразия V(M3), порожденного M3, был
найден ранее М.Шютценбергером [1], см. также работу С.Д.Комера и Д.С. Хонга [2]. Наш
базис тождеств отличается от базиса тождеств, найденного в [2]. С использованием най-
денного нами базиса тождеств для V(M3) = SP(M3) мы доказываем в последующих ра-
ботах теоремы дуальности для решеток, принадлежащих SP(M3). Отметим, что теоремы
дуальности были установлены недавно для многообразия, порожденного пентагоном N5,
в работах [3,4], для многообразия, порожденного решеткой L6, в работе [5,6], а также для
многообразий, порожденных решетками подпорядков частичных порядков высоты не бо-
лее 2, в работах [7,8]. Все эти дуальности являются расширениями дуальности Биркгофа
для дистрибутивных решеток.

За всеми понятиями и обозначениями, не определенными здесь, мы отсылаем чита-
теля к [3,9, 10].

1. Определения и обозначения

Для элемента a решетки L пусть M(a) обозначает множество всех конечных мини-
мальных нетривиальных покрытий a. Мы также полагаем ↓a = {x ∈ L | x ≤ a}.

Пусть J(L) обозначает множество всех ∨-неразложимых элементов решетки L. Го-
ворим, что L является J-решеткой для некоторого множества J ⊆ J(L), если выполнены
следующие два условия:
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(i) для каждого элемента a ∈ L найдется множество Ja ⊆ J такое, что a =
∨
Ja;

(ii) для каждого элемента a ∈ J и любого нетривиального покрытия a ≤
∨
F , где

множество F конечно, существует G ∈ M(a), такое что G ≪ F .
Пусть L является J-решеткой для некоторого множества J ⊆ J(L) и пусть S ⊆ J .

Полагаем:

⟨S⟩0 = S;

⟨S⟩n+1 =
⋃

a∈⟨S⟩n

{
X ⊆ J | X ∈ M(a)

}
∪ ⟨S⟩n для всех n < ω;

⟨S⟩ =
⋃
n<w

⟨S⟩n.

Множество S ⊆ J называется замкнутым, если S = ⟨S⟩.
Для множества S ⊆ J(L) пусть ΓS обозначает бинарное отношение на L, определен-

ное следующим образом:

(u, v) ∈ ΓS, если и только если ↓ u ∩ S = ↓v ∩ S.

Следующее утверждение было установлено М.Е. Адамсом и В. Джебяком; его также
множно найти в [3, 4].

Предложение 1. Пусть L является J-решеткой для некоторого множества J ⊆ J(L)

и пусть S ⊆ J является замкнутым множеством. Тогда отношение ΓS является кон-
груэнцией на L.

2. Три тождества

Рассмотрим следующие три тождества. Первое тождество — это тождество 2-дистрибу-
тивности, введенное А. Хуном [11], которое мы обозначаем через (D2):

x ∧ (y0 ∨ y1 ∨ y2) =
[
x ∧ (y0 ∨ y1)

]
∨
[
x ∧ (y0 ∨ y2)

]
∨
[
x ∧ (y1 ∨ y2)

]
.

Второе тождество мы обозначаем через (C1); оно было введено в работе [3]. Это тождество
является частным случаем тождества (Cn), 0 < n < ω, введенного в работе [7]:

x ∧ (y0 ∨ y1) ∧ (z0 ∨ z1) =
∨
i<2

(
x ∧ yi ∧ (z0 ∨ z1)

)
∨
∨
i<2

(
x ∧ zi ∧ (y0 ∨ y1)

)
∨
∨
i<2

[
x ∧

(
(y0 ∧ zi) ∨ (y1 ∧ z1−i)

)]
.

Третье тождество — это тождество модулярности (M):

x ∧ (y ∨ z) = x ∧
((

y ∧ (x ∨ z)
)
∨ z

)
.
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Мы полагаем Σ =
{
(C1), (D2), (M)

}
. Следующее хорошо известное утверждение мо-

жет быть найдено, например, в работах [3, 10]. В настоящем виде оно сформулировано в
работе [5].

Лемма 2 ([5, следствие 2]). Пусть L является J-решеткой для некоторого множества
J ⊆ J(L). Следующие условия равносильны.

(i) Тождество (D2) истинно на L.
(ii) Если a ≤ b0 ∨ . . . ∨ bm является минимальным нетривиальным покрытием для

некоторых элементов a, b0, . . . , bm ∈ J , то m = 1.

Лемма 3 ([5, следствие 2]). Пусть L является 2-дистрибутивной J-решеткой для неко-
торого множества J ⊆ J(L). Следующие условия равносильны.

(i) Тождество (C1) истинно на L.
(ii) Каждый элемент a ∈ J имеет не более одного минимального нетривиального

покрытия.

Предложение 4. Пусть L — решетка и пусть множество J ⊆ J(L) таково, что каж-
дый элемент решетки L является объединением некоторого множества элементов из J .
Следующие условия равносильны.

(i) Если a ≤ b ∨ c для некоторых a ∈ J , то a ≤
(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c.

(ii) Тождество (M) истинно на L.

Доказательство. Покажем, что (i) влечет (ii). Ясно, что a∧
[(
b∧ (a∨ c)

)
∨ c

]
≤ a∧ (b∨ c)

для всех a, b, c ∈ L. Для проверки обратного неравенства достаточно установить, что
u ≤ a ∧

[(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c

]
, как только u ∈ J и u ≤ a ∧ (b ∨ c). Действительно, если

элемент u ∈ J таков, что u ≤ a ∧ (b ∨ c), то u ≤ a и u ≤ b ∨ c. Применяя утверждение
(i) к последнему неравенству и принимая во внимание, что u ≤ a, мы получаем, что
u ≤

(
b ∧ (u ∨ c)

)
∨ c ≤

(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c. Следовательно, u ≤ a ∧

[(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c

]
, поэтому

условие (ii) выполнено.
Обратно, если выполнено условие (ii) и a ≤ b ∨ c для некоторых a, b, c ∈ L, то

a = a ∧ (b ∨ c) = a ∧
[(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c

]
≤

(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c в силу тождества модуляр-

ности. Таким образом, (ii) влечет (i).

Предложение 5. Пусть L является 2-дистрибутивной J-решеткой для некоторого
множества J ⊆ J(L). Следующие условия равносильны.

(i) Если a ≤ b∨ c является минимальным нетривиальным покрытием для некото-
рых элементов a, b, c ∈ J , то b ≤ a ∨ c.

(ii) (M) истинно на L.

Доказательство. Предположим, что условие (i) выполнено, и покажем, что утверждение
(i) предложения 4 также выполняется. Действительно, пусть a ≤ b∨ c для некоторого эле-
мента a ∈ J и некоторых элементов b, c ∈ L. Если a ≤ b, то a ≤ b∧ (a∨ c) ≤

(
b∧ (a∨ c)

)
∨ c.

Если a ≤ c, то a ≤
(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c. Если же покрытие a ≤ b нетривиально, то существует
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конечное множество F ⊆ J , такое что F ≪ {b, c} и F ∈ M(a). По лемме 2 F = {d, e} для
некоторых d, e ∈ J . Без ограничения общности можем полагать, что d ≤ b и e ≤ c. Приме-
няя (i), получаем, что d ≤ a∨e ≤ a∨c, поэтому a ≤ d∨e =

(
d∧(a∨c)

)
∨e ≤

(
b∧(a∨c)

)
∨c.

Таким образом, утверждение (i) предложения 4 выполнено. Следовательно, тождество
(M) истинно на L по предложению 4, и (i) влечет (ii).

Докажем, что (ii) влечет (i). Действительно, если тождество (M) истинно на L, а
a ≤ b ∨ c является минимальным нетривиальным покрытием для некоторых элементов
a, b, c ∈ J , то a ≤

(
b∧(a∨c)

)
∨c по утверждению (i) предложения 4. Так как b′ = b∧(a∨c) ≤ b,

делаем вывод, что {b′, c} ≪ {b, c}. В силу минимальности покрытия {b, c} получаем, что
b ∈ {b, c} ⊆ {b′, c}, поэтому b = b′ ≤ a ∨ c.

Предложение 6. Пусть L является J-решеткой для некоторого множества J ⊆ J(L)

и пусть L |= Σ. Если {b, c} ∈ M(a) для некоторых a, b, c ∈ J , то
{
{a, c}

}
= M(b).

Доказательство. Так как L |= (M), получаем по предложению 5 (i), что b ≤ a∨c. Покажем
сначала, что это покрытие нетривиально. Действительно, если b ≤ c, то a ≤ b ∨ c = c, что
противоречит нашему предположению о том, что {b, c} ∈ M(a). Далее, по предложению 5
(i) имеем неравенство c ≤ a ∨ b. Таким образом, если b ≤ a, то c ≤ a ∨ b = a, и поэтому
b∨ c ≤ a ≤ b∨ c и a = b∨ c. Поскольку элемент a ∨-неразложим, заключаем, что a ∈ {b, c},
что также противоречит нашему предположению о том, что {b, c} ∈ M(a). Следовательно,
мы установили, что покрытие b ≤ a ∨ c нетривиально.

Так как L является 2-дистрибутивной J-решеткой, b ≤ a′ ∨ c′ является минималь-
ным нетривиальным покрытием для некоторых элементов a′ ≤ a и c′ ≤ c по лемме 2.
Покажем, что a′ = a и c′ = c. Действительно, имеем b ≤ a′ ∨ c′ ≤ a′ ∨ c. Следовательно,
a ≤ b ∨ c ≤ a′ ∨ c ∨ c = a′ ∨ c. Если a ≤ a′ ∨ c является нетривиальным покрытием, то
{b, c} ≪ {a′, c}, поскольку покрытие {b, c} является единственным минимальным нетри-
виальным покрытием элемента a по лемме 3, а L является J-решеткой. Таким образом,
b ≤ a′, что невозможно, так как покрытие b ≤ a′∨ c′ минимально. Это противоречие озна-
чает, что покрытие a ≤ a′ ∨ c тривиально. Неравенство a ≤ c противоречило бы нашему
предположению о том, что {b, c} ∈ M(a). Следовательно, a ≤ a′, поэтому a = a′.

Таким образом, покрытие b ≤ a ∨ c′ минимально. По предложению 5 (i) имеем
a ≤ b ∨ c′. Так как c′ ≤ c, получаем, что {b, c′} ≪ {b, c}. Поскольку {b, c} ∈ M(a), это
дает включение c ∈ {b, c} ⊆ {b, c′}, т. е. c = c′. Поэтому покрытие b ≤ a ∨ c является
минимальным; к тому же оно единственно по лемме 3.

Следствие 7. Решетка M3 удовлетворяет всем тождествам из Σ.

Доказательство. Минимальными нетривиальными покрытиями в решетке M3 являются
в точности следующие покрытия (см. рис. 1):

a ≤ b ∨ c, b ≤ a ∨ c, c ≤ a ∨ b.
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Рис. 1. Решетка M3

Следовательно, решетка M3 удовлетворяет условию (ii) леммы 2. По лемме 2 решетка M3

2-дистрибутивна. Более того, M3 удовлетворяет также условию (ii) леммы 3 и условию
(ii) предложения 5. Таким образом, M3 удовлетворяет тождествам (C1) и (M) по лемме 3
и предложению 5 соответственно.

3. Основной результат

Предложение 8. Пусть L является J-решеткой для некоторого множества J ⊆ J(L)

и пусть L |= Σ. Тогда L ∈ SP(M3).

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент a ∈ J . Если a является простым
элементом, то множество S = {a}, очевидно, замкнуто. Если элемент a не прост, то по
определению J-решетки и лемме 2 существуют b, c ∈ J такие, что покрытие a ≤ b ∨ c

минимально. В этом случае, принимая во внимание лемму 3 и предложение 6, а также тот
факт, что L является J-решеткой, получаем, что множество S = {a, b, c} замкнуто. Таким
образом, множество J является раздельным объединением замкнутых множеств Si, i ∈ I

таких, что для каждого i ∈ I множество Si либо одноэлементно, либо Si = {a, b, c}, причем
a ≤ b ∨ c, b ≤ a ∨ c, c ≤ a ∨ b являются минимальными нетривиальными покрытиями.

Для каждого замкнутого множества S ⊆ J пусть LS обозначает для краткости
фактор-решетку L/ΓS и пусть

τS : L → LS; τS : x 7→ x/ΓS

является каноническим гомоморфизмом.

Утверждение 1. Если множество S = ⟨S⟩ ⊆ J одноэлементно, то LS является двух-
элементной решеткой.

Доказательство утверждения. Пусть S = {a} для некоторого a ∈ J . Так как элемент a

∨-неразложим, то a не является наименьшим элементом в L. Поэтому существует a′ ∈ L

такой, что a′ < a. Для элемента u ∈ L возможны следующие два случая.

Случай 1 : ↓u ∩ S = ∅. В этом случае ↓u ∩ S = ↓a′ ∩ S, поскольку a ≰ a′. Следовательно,
τS(u) = u/ΓS = a′/ΓS = τS(a

′).

Случай 2 : ↓u ∩ S = {a}. В этом случае ↓u ∩ S = ↓a ∩ S. Таким образом, τS(u) = u/ΓS =

a/ΓS = τS(a).
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Следовательно, LS =
{
τS(a

′), τS(a)
}

действительно является двухэлементной решет-
кой.

Утверждение 2. Если S = {a, b, c} = ⟨S⟩ ⊆ J , то LS
∼= M3.

Доказательство утверждения. Так как множество S = {a, b, c} замкнуто, неравенства
a ≤ b ∨ c, b ≤ a ∨ c и c ≤ a ∨ b являются минимальными нетривиальными покрытиями. В
частности, множество S является антицепью. Полагаем o = a ∧ b ∧ c и i = a ∨ b ∨ c; тогда
o < a, b, c < i в L. Принимая во внимания три минимальных нетривиальных покрытия,
приведенных выше, следующие случаи возможны для элемента u ∈ L.
Случай 1 : ↓u ∩ S = ∅. В этом случае ↓u ∩ S = ↓o ∩ S, так как o < a, b, c. Следовательно,
τS(u) = u/ΓS = o/ΓS = τS(o).
Случай 2 : ↓u∩S являюется одноэлементным множеством. Тогда ↓u∩S = {d} для некото-
рого элемента d ∈ {a, b, c}. В этом случае ↓u ∩ S = ↓d ∩ S и τS(u) = u/ΓS = d/ΓS = τS(d).
Случай 3 : ↓u ∩ S = {a, b, c}. В этом случае ↓u ∩ S = ↓i ∩ S, поскольку a, b, c < i и
τS(u) = u/ΓS = i/ΓS = τS(i).

Таким образом, заключаем, что LS =
{
τS(o), τS(a), τS(b), τS(c), τS(i)

} ∼= M3, посколь-
ку множество

{
τS(a), τS(b), τS(c)

}
образует антицепь.

Утверждение 3. Отображение

τ : L →
∏

S=⟨S⟩⊆J

LS; τ : x 7→
(
τS(x) | S = ⟨S⟩ ⊆ J

)
является изоморфным вложением.

Доказательство утверждения. Ясно, что отображение τ является гомоморфизмом. По-
кажем, что τ взаимно однозначно. Действительно, пусть a ≰ b в L. Так как a является
точной верхней гранью некоторого множества элементов из J , существует x ∈ J такой,
что x ≤ a и x ≰ b. Таким образом, x ∈ ↓a∩⟨x⟩\ ↓ b∩⟨x⟩ и τ⟨x⟩(a) = a/Γ⟨x⟩ ⊈ b/Γ⟨x⟩ = τ⟨x⟩(b),
поэтому τ(a) ≰ τ(b).

Требуемое утверждение вытекает из утверждений 1–3. Доказательство предложе-
ния 8 завершено.

Следствие 9. Квазимногообразие (0, 1)-решеток SP(M3) является многообразием, а Σ

образует базис тождеств этого многообразия.

Доказательство. Так как M3 |= Σ по следствию 7, получаем, что SP(M3) |= Σ. Об-
ратно, пусть L |= Σ; покажем, что L ∈ SP(M3). Действительно, если M обозначает ре-
шетку, двойственную решетке фильтров решетки L, то M |= Σ. В частности, решетка
M 2-дистрибутивна. В силу [10, теоремы 3.1–3.2] M является J(M)-решеткой. По пред-
ложению 8 имеем M ∈ SP(M3). Поскольку L изоморфна (0, 1)-подрешетке решетки M ,
заключаем, что L ∈ SP(M3).
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