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Аннотация. Гиперграфическими автоматами называются автоматы, у ко-
торых множества состояний и выходных сигналов наделены структурами ги-
перграфов, сохраняющимися функциями переходов и выходными функциями.
Универсальные притягивающие объекты в категории таких автоматов называ-
ются универсальными гиперграфическими автоматами. Для таких автоматов
полугруппы входных сигналов являются производными алгебрами отображе-
ний, свойства которых взаимосвязаны со свойствами алгебраической структу-
ры исходного автомата. В работе описывается строение мономорфизмов таких
автоматов и их полугрупп входных сигналов.
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Введение

Как известно [1], в алгебраической теории автоматов главный объект исследования
– автомат – рассматривается как многосортная алгебраическая система A = (X,S, Y, δ, λ)

с тремя базисными множествами: множеством состояний автомата X, множеством вход-
ных символов S, множеством выходных символов Y , с двумя сигнатурными операциями:
функцией переходов δ : X × S → X и выходной функцией λ : X × S → Y . При этом в за-
висимости от рассматриваемых задач автоматы могут структуризироваться в подходящих
алгебраических категориях, т. е. компоненты автоматов могут быть объектами некоторых
специальных категорий. Так, множества состояний автомата и его выходных символов мо-
гут наделяться некоторой алгебраической структурой и являться объектами категории K

соответствующих алгебраических систем. Важными примерами таких алгебраических си-
стем являются графы, упорядоченные множества, линейные пространства, вероятностные
пространства, топологические пространства и другие. Исследованию структуризованных
в таких категориях автоматов посвящены многочисленные работы известных алгебраи-
стов (см., например, обзор в [1]). Как следует из [1], универсальные притягивающие объ-
екты в категории автоматов, структуризованных в любой категории K, представляются
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универсальными автоматами Atm(A,B) с алгебраической системой состояний A ∈ K,

алгебраической системой выходных символов B ∈ K и полугруппой входных символов
S = EndA×Hom(A,B). В нашей работе рассматриваются гиперграфические автоматы, а
именно, автоматы, структуризованные в категории гиперграфов особого вида – эффектив-
ных гиперграфов с p-определимыми ребрами Hgr. Универсальные притягивающие объ-
екты в категории таких автоматов представляются универсальными гиперграфическими
автоматами Atm(HX , HY ) с гиперграфом состояний HX , гиперграфом выходных символов
HY и полугруппой входных символов S = EndHX ×Hom(HX , HY ), HX , HY ∈ Hgr. Это до-
статочно широкий и весьма важный класс автоматов, так как он содержит, в частности, не
только автоматы, у которых гиперграфы состояний и выходных символов являются плос-
костями, но и автоматы, у которых гиперграфы состояний и выходных символов являются
разбиениями на классы эквивалентностей, содержащие более p элементов, и многие дру-
гие.

Для таких автоматов в работе [2] доказано, что они (с точностью до изоморфизма)
определяются своими полугруппами входных сигналов, в работах [3–5] получены кон-
кретная характеризация, абстрактная характеризация таких автоматов и полугрупп их
входных сигналов. В нашей работе продолжаются исследования таких автоматов: здесь
изучается структура мономорфизмов рассматриваемых автоматов.

Результаты работы докладывались на Международной конференции “Алгебра и ма-
тематическая логика: теория и приложения”, посвященной 130-летию со дня рождения
основателя кафедры алгебры Казанского университета, члена-корреспондента АН СССР
Николая Григорьевича Чеботарева (1894–1947) и 80-летию со дня рождения заведующего
кафедрой, академика АН РТ Марата Мирзаевича Арсланова (Казань, 2024) [6].

1. Предварительные сведения

В работе используется общепринятая терминология и основные понятия теории ав-
томатов [1], теории полугрупп [7,8], алгебры отношений [9] и теории гиперграфов [10].

Пусть X, Y – непустые множества. Всюду определенное однозначное бинарное отно-
шение φ ⊂ X × Y называется отображением множества X в множество Y и обозначается
символом φ : X → Y . Постоянное отображение множестваX в элемент a ∈ Y обозначается
символом Ca. Тождественное отображение множестваX в себя обозначается символом ∆X .

Согласно [10] гиперграфом называется система вида H = (X,L), где X – это непу-
стое множество вершин гиперграфа и L – семейство некоторых подмножеств множестваX,
называемых ребрами гиперграфа. Множество вершин гиперграфа называется ограничен-
ным, если оно содержится в некотором его ребре, и неограниченным в противном случае.
Вершины гиперграфа, принадлежащие некоторому его ребру, называются смежными.

Гиперграф H = (X,L) называется эффективным, если любая его вершина принад-
лежит некоторому ребру этого гиперграфа.

Пусть p – некоторое натуральное число. Гиперграф H будем называть гиперграфом
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с p-определимыми ребрами, если в каждом ребре этого гиперграфа найдется по крайней
мере p + 1 вершина и, с другой стороны, любые p вершин этого гиперграфа содержатся
не более, чем в одном ребре.

Например, всякое разбиение множества вершин без одноэлементных классов являет-
ся эффективным гиперграфом с 1-определимыми ребрами. Кроме того, существует множе-
ство других эффективных гиперграфов с p-определимыми ребрами. На рис. 1 представлен
эффективный гиперграф с 2-определимыми ребрами H1 = (X,LX), где X = {1, 2, . . . , 9},
LX = {{1, 2, 3, 4}, {4, 5, 6, 7}, {1, 6, 9}, {7, 8, 9}}.

Рис. 1. Эффективный гиперграф с 2-определимыми ребрами

Частным случаем эффективных гиперграфов с p-определимыми ребрами являются
p-гиперграфы.

Для фиксированного натурального числа p гиперграф H = (X,L) называется
p-гиперграфом, если выполняются следующие аксиомы:

(A1) любые p вершин содержатся в одном и только одном ребре;
(A2) каждое ребро содержит по крайней мере p+ 1 вершину;
(A3) в множестве X есть (p+1)-элементное множество, не принадлежащее ни одному

ребру.
Если рассматривать плоскости [11] как гиперграфы, вершинами которых являются

точки, а ребрами – прямые этих плоскостей, то любая проективная плоскость и любая
аффинная плоскость с числом точек более четырех являются 2-гиперграфами. Помимо
этих известных примеров, существуют и другие p-гиперграфы.

Например, 3-гиперграфом является гиперграф H = (X,L) с множеством вершин
X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} и множеством ребер L = {l1, l2, . . . , l14}, где

l1 = {1, 2, 3, 4}, l2 = {1, 2, 5, 6}, l3 = {1, 2, 7, 8}, l4 = {1, 3, 5, 7},
l5 = {1, 3, 6, 8}, l6 = {1, 4, 5, 8}, l7 = {1, 4, 6, 7}, l8 = {2, 3, 5, 8},
l9 = {2, 3, 6, 7}, l10 = {2, 4, 5, 7}, l11 = {2, 4, 6, 8}, l12 = {3, 4, 5, 6},
l13 = {3, 4, 7, 8}, l14 = {5, 6, 7, 8}.

Для гиперграфов HX = (X,LX), HY = (Y, LY ) отображение φ : X → Y называется
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гомоморфизмом гиперграфа HX в гиперграф HY , если оно ограниченные множества вер-
шин гиперграфа HX отображает в ограниченные множества вершин гиперграфа HY , т. е.
выполняется свойство:

∀ l ∈ LX ∃ l′ ∈ LY (φ(l) ⊂ l′).

Множество всех гомоморфизмов HX в HY обозначается Hom(HX , HY ).

При этом гомоморфизм φ : HX → HY называется:
– мономорфизмом, если отображение f взаимно однозначное, т. е. для любых x, y ∈ X

из условия φ(x) = φ(y) следует x = y;
– изоморфизмом гиперграфа HX на гиперграф HY , если φ – взаимно однозначное

отображение множества X на множество Y , сохраняющее ребра этих гиперграфов,
т. е. выполняется

∀ l ⊂ X (l ∈ LX ⇐⇒ φ(l) ∈ LY );

– эндоморфизмом гиперграфа HX , если HX = HY .
Множество всех эндоморфизмов гиперграфа HX с операцией композиции образует

полугруппу End(HX). Как известно [1], множество S(HX , HY ) = End(HX)×Hom(HX , HY )

образует полугруппу с ассоциативной бинарной операцией “·”, определяемой по правилу:
(φ, ψ) · (φ1, ψ1) = (φφ1, φψ1) для пар (φ, ψ), (φ1, ψ1) ∈ End(HX)× Hom(HX , HY ).

Следуя [1], под автоматом будем понимать алгебраическую систему A = (X,S, Y, δ, λ),

состоящую из множества состоянийX, множества выходных сигналов Y, полугруппы вход-
ных сигналов S, функции переходов δ : X × S → X и выходной функции λ : X × S → Y

таких, что для любых x ∈ X и a, b, c ∈ S выполняются равенства:

(ab)c = a(bc), δ(x, ab) = δ(δ(x, a), b), λ(x, ab) = λ(δ(x, a), b).

Для каждого s ∈ S определим отображения δs : X → X и λs : X → Y по формулам:
δs(x) = δ(x, s), λs(x) = λ(x, s), где x ∈ X.

Автомат A = (X,S, Y, δ, λ) будем называть гиперграфическим автоматом, если мно-
жество состояний X и множество выходных символов Y наделены такими структурами
гиперграфов HX = (X,LX) и HY = (Y, LY ), что при каждом фиксированном входном
сигнале s ∈ S преобразование δs : X → X является эндоморфизмом гиперграфа HX

и отображение λs : X → Y – гомоморфизмом гиперграфа HX в гиперграф HY . Такие
автоматы будем также обозначать A = (HX , S,HY , δ, λ).

Гомоморфизмом гиперграфического автомата A = (HX , S,HY , δ, λ) в гиперграфи-
ческий автомат A′ = (H ′

X , S
′, H ′

Y , δ
′, λ′) называется упорядоченная тройка γ = (f, π, g)

гомоморфизмов f : HX → H ′
X , π : S → S ′ и g : HY → H ′

Y , сохраняющих алгебраические
операции таких автоматов, т. е. для любой вершины x гиперграфа HX и любого входного
сигнала s ∈ S выполняются условия: f(δ(x, s)) = δ′(f(x), π(s)), g(λ(x, s)) = λ′(f(x), π(s)).

Гомоморфизм γ = (f, π, g) называется изоморфизмом (мономорфизмом) автомата A

на (в) автомат A′, если все гомоморфизмы f, π, g являются изоморфизмами (мономорфиз-
мами) соответствующих алгебраических систем.
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Важный пример гиперграфического автомата дает алгебраическая система
Atm(HX , HY ) = (HX , S(HX , HY ), HY , δ

′, λ′), где HX = (X,LX), HY = (Y, LY ) – некоторые
гиперграфы, и для любых x ∈ X, (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ) определены значения:

δ′(x, (φ, ψ)) = φ(x), λ′(x, (φ, ψ)) = ψ(x).

Легко проверить, что автомат Atm(HX , HY ) удовлетворяет следующему универсаль-
ному свойству: для любого гиперграфического автомата A = (HX , S,HY , δ, λ) существу-
ет такой гомоморфизм π : S → S(HX , HY ), что упорядоченная тройка γ = (∆X , π,∆Y )

является гомоморфизмом A в Atm(HX , HY ). По этой причине такой гиперграфический
автомат Atm(HX , HY ) называется [1] универсальным гиперграфическим автоматом над
гиперграфами HX , HY .

2. Основные результаты

Обозначим через Z(HX , HY ) множество правых нулей полугруппы S(HX , HY ), а че-
рез U(HX , HY ) – множество всех левых единиц полугруппы S(HX , HY ). Эти множества
в полугруппе S(HX , HY ) соответственно определяются по следующим формулам теории
полугрупп: Φ(x) = ∀y (yx = x) и Ψ(x) = ∀y (xy = y).

В работе [2] был получен следующий результат.

Лемма 1. Пусть HX = (X,LX), HY = (Y, LY ) – эффективные гиперграфы с p-определимыми
ребрами. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) элемент z ∈ S(HX , HY ) является правым нулем полугруппы S(HX , HY ) тогда и
только тогда, когда найдутся a ∈ X, b ∈ Y такие, что z = (Ca, Cb), где Ca и Cb

– постоянные отображения множества X соответственно в a и b;
2) элемент i ∈ S(HX , HY ) является левой единицей полугруппы S(HX , HY ) тогда

и только тогда, когда i = (∆X , ψ) для некоторого ψ ∈ Hom(HX , HY ).

Лемма 2. Пусть HX = (X,LX), HY = (Y, LY ) и HX1 = (X1, LX1), HY1 = (Y1, LY1) –
эффективные гиперграфы с p-определимыми ребрами, f : HX → HX1 – изоморфизм, отоб-
ражение g : HY → HY1 – мономорфизм. Пусть π : S(HX , HY ) → S(HX1 , HY1) – отоб-
ражение, определяемое по формуле: π(φ, ψ) = (f 2(φ), f × g(ψ)) для произвольной пары
(φ, ψ) ∈ S(HX , HY ). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) π – мономорфизм полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1);
2) упорядоченная тройка γ = (f, π, g) является мономорфизмом автомата

Atm(HX , HY ) в автомат Atm(HX1 , HY1).

Доказательство. Пусть отображение π : S(HX , HY ) → S(HX1 , HY1) определяется по фор-
муле π = (f 2, f × g), где f : HX → HX1 – изоморфизм, g : HY → HY1 – мономорфизм. Для
произвольной пары (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ) отображение φ – эндоморфизм гиперграфа HX ,
отображение ψ – гомоморфизм гиперграфа HX в гиперграф HY . Убедимся, что
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π(φ, ψ) ∈ S(HX1 , HY1). Очевидно, что образ f 2(φ) = f−1φf – эндоморфизм гипергра-
фаHX1 . Рассмотрим π2(ψ) = f×g(ψ) = f−1ψg. Ясно, что π2(ψ) : HX1 → HY1 . Пусть e – про-
извольное ребро гиперграфа HX1 . По определению гиперграфа c p-определимыми ребрами
найдутся различные вершины x1, . . . , xp+1, принадлежащие e. По определению изоморфиз-
ма в гиперграфе HX найдутся такие различные вершины t1 = f−1(x1), ..., tp+1 = f−1(xp+1),

что множество {t1, . . . , tp+1} ограниченно в HX . Тогда

π2(ψ)(xi) = f−1ψg(xi) = g(ψ(f−1(xi))) = g(ψ(ti)), i = 1, p+ 1.

Поскольку ψ и g являются гомоморфизмами, то множества {ψ(t1), . . . , ψ(tp+1)} и
{g(ψ(t1)), . . . , g(ψ(tp+1))} – ограниченные множества в гиперграфах HY и HY1 , соответ-
ственно. Аналогичным образом, для любого подмножества e′ ⊆ e можно показать, что
f × g(ψ)(e′) – ограниченное множество в HY1 . Это означает, что найдется ребро r ∈ LY1

такое, что в силу p-определимости гиперграфов выполняется f × g(ψ)(e) = f−1ψg(e) ⊆ r.
Следовательно, π2(ψ) = f × g(ψ) – гомоморфизм гиперграфа HX1 в гиперграф HY1 . Это
означает, что π(φ, ψ) ∈ S(HX1 , HY1).

Ясно, что π является инъекцией. Действительно, пусть π(φ, ψ) = π(φ1, ψ1) для некото-
рых пар (φ, ψ), (φ1, ψ1) ∈ S(HX , HY ). Это означает, что (f 2(φ), f×g(ψ)) = (f 2(φ1), f×g(ψ1)),
f 2(φ) = f 2(φ1), f × g(ψ) = f × g(ψ1). В силу инъективности отображений f и g получаем,
что φ = φ1, ψ = ψ1, значит, (φ, ψ) = (φ1, ψ1). Следовательно, π – инъекция.

Возьмем произвольные элементы s = (φ, ψ), s1 = (φ1, ψ1) полугруппы S(HX , HY ).
Так как ss1 = (φφ1, φψ1), то выполняются равенства

π(s) · π(s1) = π(φ, ψ) · π(φ1, ψ1) = (f 2(φ), (f × g)(ψ)) · (f 2(φ1), (f × g)(ψ1))

= (f 2(φ)f 2(φ1), f
2(φ)(f × g)(ψ1)) = (f−1φff−1φ1f, f

−1φff−1ψ1g)

= (f−1φφ1f, f
−1φψ1g) = (f 2(φφ1), (f × g)(φψ1)) = π(ss1).

Таким образом, π – мономорфизм полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1),
т. е справедливо утверждение 1).

Более того, для произвольных x ∈ X, s = (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ) имеют место равенства:

f(δ(x, s)) = f(φ(x)) = f(φ(f−1(f(x)))) = f−1φf(f(x)) = f 2(φ)(f(x))

= δ1(f(x), (f
2(φ), (f × g)(ψ))) = δ1(f(x), π(s)),

g(λ(x, s)) = g(ψ(x)) = g(ψ(f−1(f(x)))) = f−1ψg(f(x)) = (f × g)(f(x))

= λ1(f(x), (f
2(φ), (f × g)(ψ))) = λ1(f(x), π(s)).

Это означает, что γ = (f, π, g) является мономорфизмом автомата Atm(HX , HY ) в
автомат Atm(HX1 , HY1), т. е справедливо утверждение п. 2).

В работе [2] доказано, что универсальные гиперграфические автоматы (с точностью
до изоморфизма) определяются своими полугруппами входных сигналов, и описано стро-
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ение изоморфизмов таких автоматов. Основной результат нашей работы – теорема 3, в
которой описывается строение мономорфизмов универсальных гиперграфических авто-
матов и их полугрупп входных сигналов.

Теорема 3. Пусть Atm(HX , HY ), Atm(HX1 , HY1) – универсальные гиперграфические ав-
томаты над эффективными гиперграфами с p-определимыми ребрами HX = (X,LX),
HY = (Y, LY ) и HX1 = (X1, LX1), HY1 = (Y1, LY1), cоответственно. Пусть f – такая сюръ-
екция X на X1, что в гиперграфе HX существует множество V = {v1, v2, . . . , vp+1}, в ко-
тором все p-элементные подмножества ограниченны в HX , образ f(V ) = {f(v1), f(v2), . . .,
f(vp+1)} – неограниченное множество в HX1, имеется отображение g : Y → Y1. Тогда
следующие условия эквивалентны:

1) π = (f 2, f × g) – мономорфизм полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1);
2) f – изоморфизм гиперграфа HX на гиперграф HX1, g – мономорфизм гиперграфа

HY в гиперграф HY1 ;
3) γ = (f, (f 2, f × g), g) : Atm(HX , HY ) → Atm(HX1 , HY1) – мономорфизм автомата

Atm(HX , HY ) в автомат Atm(HX1 , HY1) .

Доказательство. Очевидно, из условия 3) следует условие 1). А согласно лемме 2 из
условия 2) следуют условия 1) и 3).

Остается показать, что из 1) следует 2). Пусть выполняется условие 1).
Докажем, что f – гомоморфизм. Рассмотрим прозвольное ребро l ∈ LX . Тогда лю-

бое отображение φ на l является эндоморфизмом гиперграфа HX , и для произвольного
ψ ∈ Hom(HX , HY ) пара (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ). Значит, π(φ, ψ) ∈ S(HX1 , HY1). Согласно усло-
вию, π(φ, ψ) = (f 2(φ), f × g(ψ)). Это означает, что χ = f 2(φ) является эндоморфизмом
гиперграфа HX1 . При этом для любого x ∈ X1 выполняется χ(x) = f(φ(f−1(x))) ∈ f(l).
В силу произвольности выбора x получаем, что f(l) является ограниченным множеством
гиперграфа HX1 , т. е. найдется ребро r ∈ LX1 такое, что f(l) ⊆ r. Следовательно, f –
гомоморфизм гиперграфа HX в гиперграф HX1 . Поскольку f – сюръекция, то f(X) = X1,
f – гомоморфизм гиперграфа HX на гиперграф HX1 .

Аналогичным образом можно показать, что g является гомоморфизмом гиперграфа
HY в гиперграф HY1 .

Покажем, что f и g являются инъекциями. Пусть f(a) = f(b) для некоторых a, b ∈ X.

Обозначим Ca : X → a, Cb : X → b. В силу эффективности гиперграфа HX константы
Ca, Cb являются эндоморфизмами гиперграфа HX . Согласно лемме 1, для некоторой кон-
станты Cd : X → d (d ∈ Y ) пары (Ca, Cd), (Cb, Cd) являются правыми нулями полугруппы
S(HX , HY ), т. е. (Ca, Cd) ∈ Z(HX , HY ), (Cb, Cd) ∈ Z(HX , HY ).

Рассмотрим

π(Ca, Cd) = (f 2(Ca), f × g(Cd)) = (Cf(a), f × g(Cd)), π(Cb, Cd) = (Cf(b), f × g(Cd)).
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Поскольку f(a) = f(b), то

Cf(a) = Cf(b) =⇒ π(Ca, Cd) = π(Cb, Cd) =⇒ Ca = Cb =⇒ a = b.

Следовательно, отображение f : X → X1 взаимно однозначное, т. е. f является биекцией
X на X1.

Аналогичным образом можно показать, что отображение g : Y → Y1 взаимно одно-
значное и, значит, является мономорфизмом гиперграфа HY в гиперграф HY1 .

Покажем, что f – изоморфизм. Достаточно доказать, что f−1 : HX1 → HX – это
гомоморфизм, т. е. остается показать, что

∀ l ∈ LX1 ∃ r ∈ LX (f−1(l) ⊆ r).

Предположим противное: пусть среди ребер гиперграфа HX1 найдется ребро l такое,
что не существует ребра r ∈ LX , для которого f−1(l) ⊆ r. Согласно определению гипергра-
фа с p-определимыми ребрами ребро l имеет по меньшей мере p+ 1 различную вершину:
x1, x2, . . . , xp+1, где xi ̸= xj при i ̸= j для всех i, j = 1, p+ 1. Поскольку f – биекция, то в
гиперграфе HX найдутся различные вершины yi = f−1(xi) ∈ f−1(l), i = 1, p+ 1.

Возможны два случая.
Случай 1. Все p-элементные подмножества множества f−1(l) неограниченны в HX .
Рассмотрим отображение

φ(x) =



v1, если x = y1;
v2, если x = y2;
. . .

vp, если x = yp;
vp+1, в остальных случаях,

где x ∈ X.
Согласно нашему предположению все p-элементные подмножества множества f−1(l)

неограниченны в HX . Следовательно, для любого ребра r гиперграфа HX вершины
y1, y2, . . . , yp не могут одновременно лежать в этом ребре. Тогда по определению отображе-
ния φ образ всякого такого ребра r включается в p-элементное подмножество множества
V = {v1, v2, . . . , vp+1}. Из условия теоремы имеем, что все p-элементные подмножества
множества V ограниченны в HX . Это означает, что образ φ(r) – ограниченное множество
в HX . Следовательно, отображение φ является эндоморфизмом гиперграфа HX , т. е. для
произвольного ψ ∈ Hom(HX , HY ) имеем (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ).

Тогда выполняется, что π(φ, ψ) = (f 2(φ), f × g(ψ)) ∈ S(HX1 , HY1). Но для ребра l

множество f 2(φ)(l) = {f(v1), f(v2), . . . , f(vp+1)} является неограниченным в HX1 . Сле-
довательно, отображение f 2(φ) не является эндоморфизмом гиперграфа HX1 , т. е. π не
является мономорфизмом полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1). Пришли к
противоречию.
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Случай 2. Хотя бы одно p-элементное подмножество множества f−1(l) ограниченно
в HX . Это означает, что найдется ребро r ∈ LX , включающее это подмножество.

Не нарушая общности, будем считать, что {y1, y2, . . . , yp} ⊆ r, yp+1 ̸∈ r. Поскольку f
– гомоморфизм гиперграфа HX на HX1 , то по определению гиперграфа с p-определимыми
ребрами получаем, что все вершины множества f(r) содержатся в l: f(r) ⊂ l.

Рассмотрим отображение

φ(x) =



v1, если x = y1;
v2, если x = y2;
...

vp, если x ∈ r и x ̸= yi, i = 1, p− 1;
vp+1, в остальных случаях,

где x ∈ X.
Тогда φ(r) = {v1, . . . , vp} – ограниченное множество в гиперграфе HX . С другой

стороны, по определению гиперграфа с p-определимыми ребрами любое ребро r′ ̸= r ги-
перграфа HX может содержать не больше p− 1 вершин ребра r. Значит, по определению
отображения φ образ такого ребра r′ гиперграфа HX включается в p-элементное подмно-
жество множества V . Из условия теоремы имеем, что все p-элементные подмножества
множества V ограниченны в HX . Это означает, что образ φ(r′) – ограниченное множество
в HX . Следовательно, отображение φ является эндоморфизмом гиперграфа HX , т. е. для
произвольного ψ ∈ Hom(HX , HY ) пара (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ).

Тогда выполняется π(φ, ψ) = (f 2(φ), f × g(ψ)) ∈ S(HX1 , HY1). Но для ребра l множе-
ство f 2(φ)(l) = {f(v1), f(v2), . . . , f(vp+1)} является неограниченным в HX1 . Следовательно,
отображение f 2(φ) не является эндоморфизмом гиперграфа HX1 , а π не является моно-
морфизмом полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1). Пришли к противоречию.

Таким образом, получаем, что f – изоморфизм. Следовательно, выполняется усло-
вие 2).

Следствие 4. Пусть Atm(HX , HY ), Atm(HX1 , HY1) – универсальные гиперграфические
автоматы над p-гиперграфами HX = (X,LX), HX1 = (X1, LX1) и над эффективными ги-
перграфами с p-определимыми ребрами HY = (Y, LY ), HY1 = (Y1, LY1), cоответственно.
Пусть имеются сюръекция f : X → X1 и отображение g : Y → Y1. Тогда следующие
условия эквивалентны:

1) π = (f 2, f × g) – мономорфизм полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1);
2) f – изоморфизм гиперграфа HX на гиперграф HX1, g – мономорфизм гиперграфа

HY в гиперграф HY1 ;
3) γ = (f, (f 2, f × g), g) : Atm(HX , HY ) → Atm(HX1 , HY1) – мономорфизм автомата

Atm(HX , HY ) в автомат Atm(HX1 , HY1) .

Доказательство. Согласно аксиоме (A3) в гиперграфе HX1 существует неограниченное
множество {z1, z2, . . . , zp+1}, состоящее из p + 1 различной вершины гиперграфа HX1 .
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В силу того, что f – сюръекция, в гиперграфе HX найдется (p + 1)-элементное множе-
ство V = {v1, v2, . . . , vp+1} такое, что f(V ) = {f(v1), f(v2), . . . , f(vp+1)} = {z1, z2, . . . , zp+1}.
При этом согласно аксиоме (А1) все p-элементные подмножества множества V ограничен-
ны в HX . Таким образом, выполняются все условия теоремы 3, а значит, условия 1)–3)
равносильны.

Заключение

Полученный результат описывает строение мономорфизмов универсальных гипер-
графических автоматов над гиперграфами исследуемого класса и их полугрупп входных
сигналов. Этот результат можно использовать для дальнейшего изучения морфизмов дан-
ных алгебраических систем и взаимосвязи свойств рассматриваемых атоматов и их полу-
групп входных сигналов.
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Abstract. Hypergraphic automata are automata, state sets and output symbol
sets of which are hypergraphs, being invariant under actions of transition and
output functions. Universally attracting objects in the category of hypergraphic
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