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Плотность вниз в n-вычислимо перечислимых
тьюринговых степенях и равномерные конструкции
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Аннотация. В 1993 Р. Доуни и М. Стоб показали, что плотность вниз вычис-
лимо перечислимых (далее, в. п.) тьюринговых степеней в частичном порядке
2-в. п. тьюринговых степеней не может быть доказана при помощи равномер-
ной конструкции. Мы обобщаем этот результат на случай произвольного на-
турального n > 2 и доказываем, что не существует равномерной конструкции
для плотности вниз (n − 1)-в. п. степеней в структуре n-в. п. степеней. Более
того, нами показано, что не существует равномерной конструкции для плот-
ности вниз в структуре n-в. п. степеней.
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Введение

Краткое сообщение данной статьи с изложением результатов и основных идей дока-
зательств было опубликовано в [1].

В локальной теории степеней неразрешимости при доказательстве структурных
свойств зачастую удается провести равномерную конструкцию, другими словами по за-
данным индексам вычислимо перечислимых (далее, в. п.) множеств удается эффективно
найти индексы искомых в. п. множеств (см. также [2], с. 58). Однако, бывает и так, что
некоторое структурное свойство верно, но соответствующую равномерную конструкцию
провести не удается. В этом случае доказательство требует разбора случаев и как правило
усложняется с комбинаторной точки зрения, в конструкции это проявляется тем, что эф-
фективно строится несколько кандидатов, один из которых будет удовлетворять соответ-
ствующему структурному свойству. В данной работе исследуется вопрос равномерности
конструкций для плотности вниз в структуре n-вычислимо перечислимых (далее, n-в. п.)
тьюринговых степеней. Все рассматриваемые нами степени являются тьюринговыми.
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Напомним, что множество A называется n-в. п., если A = lims As и для любого x

выполняется: A0(x) = 0 и |{s|As(x) ̸= As+1(x)}| ≤ n, где последовательность конечных
множеств {As}s∈ω является вычислимым приближением к A. Соответственно, степень на-
зывается n-в. п., если она содержит n-в. п. множество. Известно, что n-в. п. степени образу-
ют частичный порядок, и наименьшим элементом будет степень вычислимых множеств 0.
Под плотностью вниз понимаем следующее: для любого a > 0 существует b, что 0 < b < a.
Равномерность конструкции в данном случае означает, что по индексу некоторого n-в. п.
множества из степени a эффективно получаем индекс некоторого множества из степени b.

Хорошо известно, что согласно теореме Сакса о плотности структура в. п. степеней
является плотной, и, в частности, плотной вниз. Также плотность вниз можно получить
из теоремы Сакса о разложении, и в обоих случаях конструкция является равномерной.
Плотность вниз в 2-в. п. степенях легко получается при помощи ассоциированных в. п.
множеств, и зачастую это наблюдение приписывают А. Лахлану, в честь которого эти ас-
социированные в. п. множества называют лахлановскими. Приведем следующее их опре-
деление. Пусть A является 2-в. п. множеством, причем на каждом шаге происходит из-
менение A(x) не более, чем для одного x. Тогда лахлановское множество определяем как
L(A) = {s | ∃x x ∈ As −A}. Нетрудно видеть, что это множество в. п. и сводится по Тью-
рингу к A. Более того, если A имеет собственную 2-в. п. степень (т. е. не содержащую в. п.
множеств), то L(A) невычислимо и строго ниже A, и, напротив, если A имеет в. п. степень,
то L(A) может иметь как вычислимую степень, так и степень множества A.

Таким образом, упомянутая выше плотность вниз 2-в. п. степеней использует разбор
случаев: для невычислимого 2-в. п. множества A собственной 2-в. п. степени искомым будет
L(A), для невычислимого 2-в. п. множества A в. п. степени искомым будет в. п. множество,
построенное согласно теореме Сакса о плотности. Для n-в. п. множества A определение
L(A) будет аналогичным, более того, будут сохраняться соответствующие свойства. Тогда
для плотности вниз при n > 1 достаточно рассмотреть следующие n альтернатив: L(A),
L(L(A)), L(. . . L(L(A))) и случай в. п. степени множества A. В каждом из этих случаев
устанавливается более сильное свойство плотности вниз, а именно: плотность вниз (n−1)-
в. п. степеней в n-в. п. степенях. Таким образом, возникают два естественных вопроса:
можно ли обойтись без разбора случаев для более сильного варианта плотности вниз, а
если это не удается, то можно ли провести равномерную конструкцию для плотности вниз?
Вопрос равномерности плотности первыми начали изучать в 1993 году Р.Доуни и М.Стоб
[3] и дали отрицательный ответ на первый вопрос. Их решение было дано для случая n = 2,
и оно обобщается без принципиальных трудностей. В данной работе приводится полное
доказательство этого результата для произвольного n ≥ 2 и дается отрицательный ответ
на второй вопрос.

Для доказательства основных теорем понадобится следующее утверждение, которое
является обобщением теоремы парной рекурсии Смальяна (см. [2], стр. 67) и доказатель-
ство которого предлагается в качестве упражнения. Здесь и далее, {φe}e∈ω – эффективная
нумерация всех частично вычислимых функций.
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Предложение 1. Для любых вычислимых функций f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn) су-
ществуют такие x0

1, . . . , x
0
n, что

φx0
1
= φf1(x0

1,...,x
0
n)
,

. . .

φx0
n
= φfn(x0

1,...,x
0
n)
.

Для удобства через x обозначим кортеж индексов (x1, . . . , xn), а через f – кортеж
функций (f1, . . . , fn). Таким образом, для любого вычислимого набора функций f суще-
ствует набор x0 такой, что φx0 = φf(x0)

, где под записью f(x0) понимаем кортеж значений
(f1(x0), . . . , fn(x0)). Далее, количество элементов в кортежах и количество аргументов не
будем указывать явно, если они однозначно восстанавливаются из контекста.

Пусть {We}e∈ω – эффективная нумерация всех в. п. множеств. Напомним, что про-
извольное n-в. п. множество можно представить в виде D = U − V , где U является в. п.,
а V является (n − 1)-в. п. Рассуждая по индукции, сопоставим множеству D следующий
кортеж индексов. Пусть U = We, а V соответствует набору индексов i = (i1, . . . , in−1), то-
гда D соответствует j = (e, i1, . . . , in−1). Также будем обозначать D = Wj, и под индексом
n-в. п. множества D будет подразумевать кортеж индексов j.

1. Обобщение результата Р.Доуни и М. Стоба

В этом и следующем разделах будем придерживаться стандартных понятий и обо-
значений для приоритетных конструкций в теории вычислимости, большую часть из кото-
рых можно найти в [2]. В частности, дальнейшие рассуждения проводим с использованием
дерева стратегий, а некоторые индексы можем опустить, когда они ясны из контекста.

Для плотности вниз, кроме эффективности поиска индексов в. п. множеств, можно
также задаться вопросом эффективности поиска сводящего функционала. В частности,
Р. Доуни и М.Стоб [3] рассматривали следующий вопрос: существуют ли вычислимые
функции f(e, i) и g(e, i) такие, что для любого невычислимого 2-в. п. множества We −Wi

множество Wg(e,i) является невычислимым и выполняется Wg(e,i) = ΦWe−Wi

f(e,i) ? Оказалось,
что вопрос можно решить и для случая, когда не требуется равномерность для индекса
сводящего функционала.

Пусть n > 1. При n = 2 теорема 2 следует из теоремы 3: действительно, если бы
существовала равномерная процедура из теоремы 2, то мы могли бы применить ее и тео-
рему Сакса о плотности, что привело бы к существованию соответствующей равномерной
процедуры для теоремы 3. В общем случае, подобное следствие получить не удается, хотя
доказательства имеют ряд схожих черт.

Теорема 2. Не существует равномерной процедуры поиска индекса невычислимого (n−1)-
в. п. множества W по индексу невычислимого n-в. п. множества A, при которой W ≤T A.
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Доказательство. Этот результат был получен в нашей совместной работе с А.И.Талиповой
[1] и с полным доказательством был приведен в ее магистерской диссертации. Здесь мы
ограничимся основными идеями доказательства и описанием взаимодействия требований.

Сперва рассмотрим вспомогательное утверждение, доказательство которого начина-
ется с подраздела 1.1. Пусть дано (n−1)-в. п. множество W , тогда существует равномерная
конструкция для построения n-в. п. множества D такого, что D невычислимо и выполня-
ется одно из условий: W ̸≤T D или W ≤T ∅. Равномерность конструкции выполняется при
помощи функций g1, . . . , gn, для краткости обозначим g. Обозначим W = Wi, где набор i

является индексом соответствующего (n− 1)-в. п. множества. Таким образом, по W = Wi

эффективно строим D = Wg(i).
Для доказательства основного факта теоремы рассуждаем от противного. Пусть рав-

номерная конструкция для плотности вниз (n − 1)-в. п. степеней в n-в. п. степенях суще-
ствует. Тогда существует кортеж из n−1 функций от n аргументов f такой, что W = Wf(e),
где A = We, и если выполняется ∅ <T A, то ∅ <T W ≤T A. Далее, пусть A произвольное
n-в. п. множество, тогда по A эффективно находим W , а по W эффективно находим D.
Также отметим, что либо W ̸≤T D, либо W ≤T ∅, и, более того, D не вычислимо вне
зависимости от W .

Рассмотрим кортеж вычислимых функции от n аргументов h = g(f). По предложе-
нию 1 существует кортеж e0 такой, что Wh(e0)

= We0 . Значит, для некоторого e0 выпол-
няется D = A. Однако, D невычислимо по построению, следовательно, и A невычислимо.
Тогда W = Wf(e0)

, и ∅ <T W ≤T A. Это дает противоречие, так как W ̸≤T D.

1.1. Требования. Для доказательства упомянутого выше вспомогательного утвержде-
ния по данному (n− 1)-в. п. множеству W строим n-в. п. множество D, удовлетворяя для
всех e следующим требованиям:

Re : W = ΦD
e ⇒ W ≤T ∅,

Pe : D ̸= Θe.
Здесь, {Θe}e∈ω – эффективная нумерация всех частично вычислимых функций,

{Φe}e∈ω – эффективная нумерация всех частично вычислимых функционалов с оракулом.
Требование Pe удовлетворяем при помощи стандартной стратегии диагонализации

против всех вычислимых функций. Другими словами, назначаем большого свидетеля x (в
частности, к моменту выбора x ни разу не перечислялся в D), ожидаем шаг s такой, что
Θe(x)[s] ↓= 0, и перечисляем x в D. Также инициализируем все стратегии с меньшими
приоритетами. Таким образом, для младших стратегий элемент x окажется под запретом.

Требование Re удовлетворяем при помощи следующей стратегии. При виде равен-
ства W (y)[s] = ΦD

e (y)[s] на шаге s запрещаем D в ограничении на φe(y)[s] (use-функции
вычисления ΦD

e (y)[s]) и доопределяем вычислимую функцию ∆e в точке y так, чтобы
∆e(y) = W (y)[s]. Таким образом, если W = ΦD

e , то W = ∆e окажется вычислимым.
Рассмотрим наиболее принципиальный случай взаимодействия требований, когда

стратегия Pi имеет приоритет меньше, чем стратегия Re. Итак, для каждого y ожидаем
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шаг s такой, что W (y)[s] = ΦD
e (y)[s] и определяем ∆e(y) = W (y)[s]. Если для некоторого

y уже определено значение ∆e(y), но на шаге t > s выполняется W (y)[t] ̸= ΦD
e (y)[t], то

это может произойти из-за того, что стратегия Pi перечислила некоторый элемент x в D.
Фиксируем этот элемент x на шаге t, и дальнейшая стратегия Re будет заключаться в
диагонализации посредством x, при этом функция ∆e аннулируется. Начиная с этого ша-
га элемент x будет свидетелем диагонализации стратегии Re, и чтобы подчеркнуть это
различие, элемент x будем называть ∆-свидетелем. Далее, x перечисляется в D и изыма-
ется из D в случае равенства в точке y. Поскольку аппроксимация D(x) будет меняться
не более, чем количество изменений в аппроксимации W (y), то после (n − 1)-изменения
W (y) у стратегии Re всегда будет возможность поменять минимум еще один раз D(x)

(что позволит построить D как n-в. п. множество). Требование Re в этом случае удовле-
творится через конечное число шагов. Если же подобный элемент y никогда не найдется,
то ∆e будет всюду определена, и тогда нетрудно видеть, что ∆e корректно вычисляет W

(достаточно дождаться первого шага с равенством W (y) = ΦD
e (y)).

Далее, опишем лишь дерево стратегий. Для удовлетворения каждого требования
будет работать несколько ассоциированных с ней стратегий. Стратегии расположим на
некотором поддереве дерева 2<ω, и будет достаточно, чтобы для каждого требования хотя
бы одна стратегия оказалась удовлетворенной. Сперва зададим множество выходов как
L = {∆, fin}. Соответственно, некоторая P-стратегия имеют один выход fin, а некоторая R-
стратегия имеет выходы ∆ <L fin (в зависимости от успешности построения своей функции
∆). Упорядочим требования линейно следующим образом:

ListReq = {R0 > P0 > R1 > P1 > · · · },

начиная с требования с наибольшим приоритетом. Дерево стратегий T строим по ин-
дукции как поддерево бинарного дерева. Определяем ListReqλ = ListReq и ассоциируем
с корнем дерева λ первое требование из списка ListReqλ. Пусть ListReqξ – это список
требований, для которых нужно задать стратегии на вершинах ⊇ ξ. Далее, пусть пер-
вым требованием в ListReqξ является Pe, тогда ассоциируем с вершиной ξ стратегию для
требования Pe и полагаем ListReqξ⌢fin = ListReqξ − {Pe}, если же первым требовани-
ем является Re, то ассоциируем с вершиной ξ стратегию для требования Re и полагаем
ListReqξ⌢∆ = ListReqξ − {Ri|i ∈ ω} и ListReqξ⌢fin = ListReqξ − {Re}. Таким образом, в
этом дереве стратегий отсутствуют R-стратегии под ∆-выходами. Приоритет на дереве
стратегий задаем согласно лексикографическому упорядочению вершин, и для удобства
будем отождествлять понятия “вершина” и “стратегия”.

Полная конструкция и верификация могут быть восстановлены из конструкции и
верификации теоремы 5 (в частности, R-стратегии будут иметь лишь выходы ∆ и fin).
Приводить их не будем, чтобы избежать ряда повторений. Более того, доказательство
может быть проведено при помощи несложного приоритетного рассуждения и без исполь-
зования деревьев.
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2. Неравномерность плотности вниз в n-в. п. степенях

Данный раздел посвящен следующей теореме, которая показывает что равномер-
ности конструкции не удается добиться и в случае некоторого ослабления условия на
множество W . Далее предполагаем, что n > 1.

Теорема 3. Не существует равномерной процедуры поиска индекса невычислимого n-в. п.
множества W по индексу невычислимого n-в. п. множества A, при которой W <T A.

Отметим, что изменение последнего условия по сравнению с теоремой 2 необходимо.
Нетрудно видеть, что теоремы 3 достаточно, чтобы не было равномерной разложимости в
n-в. п. степенях, в частности, следующий результат Б.Купера и А. Ли может быть получен
в качестве следствия теоремы 3.

Теорема 4 (Б.Купер и А. Ли [4]). Не существует вычислимых функций f1(e, i), f2(e, i),
g1(e, i), g2(e, i) таких, что

1) (Wf1(e,i) −Wf2(e,i)) ≤T (We −Wi);
2) (Wg1(e,i) −Wg2(e,i)) ≤T (We −Wi);
3) (We −Wi) ≤T (Wf1(e,i) −Wf2(e,i))⊕ (Wg1(e,i) −Wg2(e,i));
4) (We −Wi) ̸≤T (Wf1(e,i) −Wf2(e,i)) или (We −Wi) ≤T ∅;
5) (We −Wi) ̸≤T (Wg1(e,i) −Wg2(e,i)) или (We −Wi) ≤T ∅.

Доказательство теоремы 3 проведем в более сильном виде, в котором свидетелем
неравномерности является 2-в. п. множество. Некоторые из идей доказательства наследу-
ются из теоремы 4.

Теорема 5. Не существует равномерной процедуры поиска индекса невычислимого n-в. п.
множества W по индексу невычислимого 2-в. п. множества A, при которой W <T A.

Доказательство. Начальные рассуждения проводятся аналогично рассуждениям дока-
зательства теоремы 2. Пусть такая равномерная процедура существует, тогда существует
кортеж вычислимых функций f такой, что W = Wf(e), где A = We. При этом, если выпол-
няется ∅ <T A, то ∅ <T W <T A. Далее, по W = Wi эффективно строим 2-в. п. множество
D = Wg(i), удовлетворяя следующим условиям:

(1) D невычислимо;
(2) либо W ̸≤T D, либо W вычислимо, либо D ≤T W .

Каждая из функций кортежа h = g(f) является вычислимой и от двух аргумен-
тов. По предложению 1 существует кортеж e0 такой, что Wh(e0)

= We0 . Как и ранее, для
некоторого e0 верно A = D. Однако, D невычислимо по построению, следовательно, A
невычислимо. Тогда W = Wf(e0)

и ∅ <T W <T A. Это дает противоречие, так как обяза-
тельно W ̸≤T D.
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2.1. Требования. Перейдем к доказательству вспомогательного утверждения. Мно-
жество D строим как 2-в. п., удовлетворяя для всех e следующим требованиям:

Re : W = ΦD
e ⇒ W ≤T ∅ ∨D ≤T W ,

Pe : D ̸= Θe.
Здесь, {Θe}e∈ω – эффективная нумерация всех частично вычислимых функций,

{Φe}e∈ω– эффективная нумерация всех частично вычислимых функционалов с оракулом.
Так как базовые стратегии для P- и R-требований остаются как в теореме 2, то пе-

рейдем к рассмотрению трудностей, которые приводят к модификации соответствующих
стратегий. Достаточно рассмотреть случай, когда несколько P-стратегий находятся под
бесконечным выходом R-стратегии. Остальные случаи не вызывают трудностей благода-
ря приоритетному упорядочению на дереве стратегий. Ниже предполагаем, что каждый
рассматриваемый шаг является расширяющим для R-стратегии.

Стратегия Pi под бесконечным выходом стратегии Re.
Стратегия Pi по прежнему удовлетворяется посредством диагонализации, однако,

теперь требуется большее взаимодействие с соответствующей R-стратегией с бесконеч-
ным выходом. Стратегия Re, имея бесконечный выход, строит бесконечно много версий
вычислимой функции ∆e = W , а также резервный функционал ΓW

e = D. Итак, для диа-
гонализации стратегия Pi выбирает большого свидетеля x и ожидает шага s такого, что
Θi(x)[s] ↓= 0. Далее, Pi перечисляет x в D, при этом могут возникнуть два следующих
случая.

(1) Перечисление x в D не изменяет ΦD
e (y) = W (y) для всех y таких, что φe(y) > x.

Тогда стратегия Pi удовлетворена, а вычислимая функция ∆e продолжает верно
вычислять W (y).

(2) Существует y, что W (y) меняется из-за перечисления x < φe(y) в D. Тогда по-
является возможность изъять x из D и тем самым вынудить W (y) стать равным
W (y)[s] (в противном случае R-стратегия будет бесконечно ожидать на выходе fin).
Таким образом, при изменении W (y) вычислимая функция ∆e начинает неверно
вычислять W в точке y, в этом случае текущую версию ∆e отменяем и позднее нач-
нем строить ее новую версию. Также на этом шаге достраиваем функционал ΓW

e

в точке x, соответственно, use-функцию определяем как γe(x) = s > y. Позднее,
стратегия Pi выбирает нового большого свидетеля x′, определяет ΓW

e (x′) = D(x′)

с γe(x
′) = γe(x), более того, x′ > φe(y)[s]. Таким образом, стратегия дожидает-

ся Θi(x
′)[t] ↓= 0, изымает x из D и перечисляет x′ в D. Очевидно, что стра-

тегия Pi при этом удовлетворяется. Так как x′ > φe(y)[s], изъятие x из D воз-
вращает use-функцию вычисления ΦD

e (y) к шагу s, другими словами x ̸∈ Dt+1 и
ΦD

e (y)[t + 1] = ΦD
e (y)[s] = W (y)[s], что вынуждает измениться W (y) к значению

W (y)[s], но тогда функционал ΓW
e может быть поправлен и будет верно вычислять

D(x) и D(x′).
Однако, при таком подходе появляется следующая трудность, связанная с несколь-

кими P-стратегиями. Предположим, что есть еще одна стратегия Pk под бесконечным
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выходом Re, и Pk имеет приоритет выше, чем Pi. Тогда возникает очевидный конфликт
между этими тремя стратегиями. В частности, если u является свидетелем стратегии Pk,
то ΓW

e (u) необходимо определять не позднее определения ΓW
e (x) и ΓW

e (x′), где u < x < x′.
При этом изменение D(u) может навсегда испортить функционал ΓW

e , так как перечисле-
ние u в D не гарантирует изменения W на нужном интервале. Более того, функционал
ΓW
e должен был быть определен во всех рассматриваемых точках ввиду выбора второго

свидетеля для x′.
Наиболее простым решением в этой ситуации будет добавление дополнительного

бесконечного выхода стратегии Re, который будет означать строительство функционала
ΓW
e и под которым будем удовлетворять новые версии P-стратегий. Таким образом, выход

∆ соответствует построению ∆e = W и аналогичен выходу ∆ из предыдущей теоремы,
а выход Γ соответствует построению ΓW

e = D, является резервным, и отменяет текущие
версии ∆e.

Заметим, что стратегия Pi могла рассматривать в качестве второго свидетеля не
x′, а по прежнему x. Более того, x может быть использован в качестве свидетеля и дру-
гой P-стратегией, что позволит удовлетворить эту P-стратегию, не испортив функционал
ΓW
e . Исходя из изложенного, для P-стратегий удобно будет рассматривать разные версии

под Γ- и ∆-выходами. Под каждым Γ- и ∆-выходом будет список лишь из P-стратегий,
поэтому стратегии под ∆-выходами будут работать как и ранее, дополнительно предостав-
ляя свидетелей P-стратегиям под соответствующим Γ-выходом (метод известен как “по-
ток”, который в полной мере проявил себя в работе М.М. Арсланова, И.Ш.Калимуллина
и С. Лемппа [5]). Стратегии под Γ-выходами будут выбирать только из предоставленных
свидетелей и вместо перечисления в D будут их при необходимости изымать, таких свиде-
телей будем называть ∆-свидетелями. Проиллюстрируем работу на следующем примере,
из которого будет видно и преодоление оставшихся трудностей.

Стратегия Pk под Γ-выходом стратегии Re, стратегия Pi под ∆-выходом стра-
тегии Re.

(1) Стратегия Pi выбирает большого свидетеля x и начинает ожидание. Во время
этого ожидания стратегия Re в порядке возрастания определяет ∆e.

(2) На шаге шаге s0 выполнено Θi(x)[s0] ↓= 0, и стратегия Pi перечисляет x в D.
(3) На шаге s1 > s0 стратегия Re имеет ∆e(y) ̸= W (y)[s1], но ΦD

e (y)[s1] = W (y)[s1].
Тогда инициализируем функцию ∆e и посещаем выход Γ. При этом определяем
ΓW
e (x)[s1] = 1 с γe(x) = s1. Элемент x в качестве ∆-свидетеля передаем на выход Γ.

(4) Стратегия Pk, начав работать, назначает ∆-свидетеля z = x.
(5) Во время ожидания стратегии Pk стратегия Re строит новую функцию ∆e, а Pi

начинает работу с новым большим свидетелем.
(6) На шаге s2 > s1 стратегия Re вновь имеет выход Γ, а у стратегии Pk выполнено

Θk(z)[s2] ↓= 1. Тогда Pk изымает z из D, завершив свою работу.
(7) На шаге s3 > s2 стратегия Re определяет ∆e(y) (в частности, выполнено

ΦD
e (y)[s3] = W (y)[s3]).
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(8) На шаге s4 > s3 стратегия Re имеет выход Γ и переопределяет ΓW
e (z) = 0. Это

переопределение возможно, так как обязательно будет

ΦD
e (y)[s4] = ΦD

e (y)[s3] = W (y)[s3] = W (y)[s4],

а значит W (y)[s4] = W (y)[s0]. Более того ΓW
e (z)[s1] = 1 уже было определено с

γe(x) = s1 > y на шаге s1.
Осталось заметить, что наличие двух P-стратегий под Γ-выходом R-стратегии не

влияет существенным образом на работу этих стратегий. Действительно, пусть стратегии
Pk и Pi находятся под Γ-выходом стратегии Re, и стратегия Pk имеет приоритет выше, чем
приоритет у Pi. Предположим, они имеют ∆-свидетелей zk < zi, соответственно. Тогда,
если стратегия Pk первой изымает zk из D, то zi отменяется, а значит ΓW

e (zi) не требу-
ет поправки. Если же стратегия Pi первой изымает zi, то это никак не сказывается на
вычислении ΓW

e (zk), так как φe(y(zk)) < zi (другими словами интервал в D для работы
стратегии Pi находится вне интервала работы стратегии Pk). Если после этого стратегия
Pk также изымает zk из k, то, очевидно, ΓW

e (zk) может быть поправлено как и ранее, а
вычисление ΓW

e (zi) будет иметь свежий use ввиду элемента y(zk).

2.2. Дерево стратегий. Дерево стратегий будем строить по аналогии с деревом стра-
тегий в теореме 2. Множество выходов определяем как L = {Γ,∆, fin}. При этом
P-стратегии имеют один выход fin, R-стратегии имеют выходы Γ <L ∆ <L fin, где выход
∆ соответствует вычислимости W , а выход Γ соответствует сводимости D ≤T W . Упоря-
дочим требования линейно следующим образом: ListReq = {R0 > P0 > R1 > P1 > · · · },
где R0 имеет наивысший приоритет. Дерево стратегий T строим по индукции как подде-
рево тернарного дерева. Определяем ListReqλ = ListReq и ассоциируем с вершиной λ пер-
вое требование из списка ListReqλ. Пусть ListReqξ – это список требований, для которых
нужно задать стратегии на вершинах ⊇ ξ. Далее, пусть первым требованием в ListReqξ

является Pe, тогда ассоциируем с вершиной ξ стратегию для требования Pe и полагаем
ListReqξ⌢fin = ListReqξ−{Pe}, если же первым требованием является Re, то ассоциируем с
вершиной ξ стратегию для требования Re и полагаем ListReqξ⌢Γ = ListReqξ − {Ri|i ∈ ω},
ListReqξ⌢∆ = ListReqξ − {Ri|i ∈ ω} и ListReqξ⌢fin = ListReqξ − {Re}. Таким образом, в
дереве стратегий под Γ- и ∆-выходами отсутствуют R-стратегии. Приоритет на дереве
стратегий задаем согласно лексикографическому упорядочению вершин. Запись ΦD

ρ будет
обозначать ΦD

e , где стратегия ρ соответствует требованию Re. Аналогично для других по-
добных записей, в частности, каждая вершина ρ, соответствующая требованию Re, будет
строить свою версию вычислимой функции ∆e, обозначаемую как ∆ρ.

Для каждой R-стратегии ρ, определим длину соглашения на шаге s следующим
образом:

l(ρ)[s] = max{x′ | ∀x ≤ x′ W (x)[s] = ΦD
ρ (x)[s]}.

Шаг s назовем ρ-расширяющим, если l(ρ)[s] > l(ρ)[s−], где s− < s – это предыдущий
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ρ-расширяющий шаг, на котором ρ была посещена. Для удобства полагаем, что шаг 0

ткаже является ρ-расширяющим.
Напомним, что каждая P-стратегия под Γ-выходом имеет в качестве ∆-свидетеля

число x, которое являлось одним из прежних свидетелей P-стратегии под ∆-выходом;
изъятие x из D вынуждает измениться W (y) в некоторой точке y, связанной с x. Для
обозначения ∆-свидетелей будем использовать z, обозначение y(z), как и прежде, будем
использовать для y, соответствующего z. Под назначением (отменой) свидетеля на шаге
s подразумеваем, что соответствующий параметр становится на шаге s определенным
(неопределенным). Ввиду того, что на каждом бесконечном пути может быть только один
выход Γ, то для удобства будем отличать P-стратегии под Γ-выходом от стратегий под ∆-
и fin-выходами.

2.3. Конструкция. На каждом шаге определяем вычислимую аппроксимацию TPs

истинного пути TP . Также определяем аппроксимации всех множеств и функционалов на
этих шагах (значения сохраняются, если явно не переопределяются). При инициализации
стратегии отменяем все ее параметры.

Шаг s = 0. Определяем D[s] = ∅ и инициализируем все стратегии ξ ∈ T .
Шаг s+1. Вычислимую аппроксимацию TPs+1 определяем по индукции, работая на

подшагах t ≤ s + 1. Сперва полагаем TPs+1,0 = λ, где λ – это корень дерева. На подшаге
t + 1, имея TPs+1,t, определяем TPs+1,t+1. Далее, если t < s, то переходим к подшагу
t+ 2. Если t = s, то определяем TPs+1 = TPs+1,t+1, переходим к следующему шагу s+ 2 и
инициализируем все вершины ξ ̸≤ TPs+1. На подшаге t+1 построение зависит от стратегии
TPs+1,t.

Если TPs+1,t = π является P-стратегией, которая не находится под каким-нибудь
Γ-выходом, то выполняем инструкции первого случая, который имеет место.

(π1) Если свидетель не определен, то назначаем большого свидетеля xπ[s+ 1]. Иници-
ализируем все вершины ξ ̸≤ π и определяем выход TPs+1,t+1 = π⌢fin.

(π2) Если cвидетель x = xπ[s] определен и 0 = D(x)[s] = Θπ(x)[s + 1], то определяем
D[s+ 1] = D[s] ∪ {x}. Инициализируем все вершины ξ ̸≤ π и определяем выход
TPs+1,t+1 = π⌢fin.

(π3) Иначе (тогда обязательно выполнено D(x)[s] ̸= Θπ(x)[s+ 1]), определяем выход
TPs+1,t+1 = π⌢fin.

Если TPs+1,t = π является P-стратегией под Γ-выходом (предположим ρ⌢Γ ⊆ π), то
выполняем инструкции первого случая, который имеет место.
(πΓ1) Если ∆-свидетель не определен, то назначаем ∆-свидетеля zπ[s+ 1] = zρ[s+ 1].

Инициализируем все вершины ξ ̸≤ π и определяем выход TPs+1,t+1 = π⌢fin.
(πΓ2) Если ∆-свидетель z = zπ[s] определен и 1 = D(z)[s] = Θπ(z)[s + 1], то определяем

D[s+ 1] = D[s]− {z}. Инициализируем все вершины ξ ̸≤ π и определяем выход
TPs+1,t+1 = π⌢fin.

(πΓ3) Иначе (тогда обязательно выполнено D(z)[s] ̸= Θπ(z)[s+ 1]), определяем выход
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TPs+1,t+1 = π⌢fin.
Если TPs+1,t = ρ является R-стратегией, то выполняем инструкции первого случая,

который имеет место.
(ρ1) Если s + 1 является ρ-расширяющим шагом и существует наименьший y такой,

что W (y)[s+1] ̸= ∆ρ(y) ↓, но не определен ∆-свидетель zρ[s], то предположим, что
∆ρ(y) было определено на шаге s0 < s+1. Тогда ΦD

ρ (y)[s0] = W (y)[s0] ̸= W (y)[s+1],
и между шагами s0 и s + 1 изменение вычисления произошло из-за перечисле-
ния свидетеля P-стратегии. Пусть этим свидетелем является x, тогда назначаем
zρ[s+1] = x в качестве ∆-свидетеля (для краткости через y(x) будем обозначать y).
Инициализируем функцию ∆ρ и определяем ΓW

ρ (x)[s + 1] = 1 c γρ(x)[s + 1] = s.
Для всех x′ < x таких, что ΓW

ρ (x′) ни разу не было определено, полагаем тожде-
ственно ΓW

ρ (x′) = 0 c γρ(x
′)[s+ 1] = s. Для всех x′′ таких, что ΓW

ρ (x′′), что требует
переопределения, полагаем ΓW

ρ (x′′)[s+ 1] = D(x′′)[s+ 1] c γρ(x
′′)[s+ 1] = γρ(x

′′)[s′],
где s′ < s является последним шагом, где было определено γρ(x

′′)[s′]. Определяем
выход TPs+1,t+1 = ρ⌢Γ.

(ρ2) Если s+1 является ρ-расширяющим шагом и существует наименьший y, для кото-
рого ∆ρ(y) не определено и W (y)[s+1] = ΦD

ρ (y)[s], то определяем ∆ρ(y) = W (y)[s+1].
Отменяем ∆-свидетеля zρ[s+ 1] и определяем выход TPs+1,t+1 = ρ⌢∆.

(ρ3) Иначе (шаг s+ 1 не является ρ-расширяющим), отменяем ∆-свидетеля zρ[s+ 1] и
определяем выход TPs+1,t+1 = π⌢fin.

2.4. Верификация. Покажем, что истинный путь TP = lim infsTPs существует и что
каждое требование удовлетворяется соответствующей вершиной этого пути. Существова-
ние следует из того, что дерево конечно ветвящееся и |TPs| = s для любого s. Множество
D является 2-в. п., так как перечисление элементов происходит из-за случая (π2), а изы-
мание элементов из D происходит из-за случая (πΓ2), более того, ни один ∆-свидетель не
становится обычным свидетелем.

Сперва докажем, что каждая вершина на истинном пути инициализируется конеч-
ное число раз и инициализирует конечное число раз другие вершины на истинном пути.
Рассуждаем по индукции. Для базы индукции (корневая вершина) доказательство анало-
гично индукционному шагу.

Рассмотрим π ⊂ TP , где π – P-стратегия. По индукционному предположению зафик-
сируем шаг s0, после которого π не инициализируется. Докажем, что π инициализирует
другие стратегии конечное число раз. Сперва рассмотрим случай, когда π не находит-
ся под Γ-выходом. Пусть x – окончательный свидетель после шага s0. Инициализация
из-за π может происходить в двух случаях. Так как свидетель x назначен, то инициа-
лизация из-за случая (π1) происходить не может. Если инициализация происходит из-зя
случая (π2) на шаге s > s0, тогда D(x)[s − 1] = 0 и Θπ(x)[s] = 0. Получаем D[s](x) = 1,
следовательно D(x) = 1 (если D(x) изменит значение с 1 на 0, то π инициализирует-
ся, что противоречит предположению). Таким образом, Θπ(x) = Θπ(x)[s] = 0, и получаем,
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что D(x) = 1 ̸= 0 = Θπ(x). После этого шага из-за случая (π2) инициализация больше
происходить не может, что и требовалось доказать.

Теперь рассмотрим случай, когда π находится под Γ-выходом некоторой R-страте-
гии ρ. Пусть z – это окончательный ∆-свидетель после шага s0. Инициализация из-за π

может происходить в двух случаях. Так как ∆-свидетель z назначен, то инициализация из-
за случая (πΓ1) происходить не может. Если инициализация происходит из-зя случая (πΓ2)

на шаге s > s0, тогда D(z)[s− 1] = 1 и Θπ(z)[s] = 1. Получаем D(z)[s] = 0, следовательно
D(z) = 0. Таким образом, Θπ(z) = Θπ(z)[s] = 1, и получаем D(z) = 1 ̸= 0 = Θπ(z). После
этого шага из-за случая (πΓ2) инициализация больше происходить не может, что и требо-
валось доказать. Более того, выше доказано, что вершина π после шага s0 удовлетворяет
соответствующую стратегию Pe.

Теперь рассмотрим ρ ⊂ TP , где ρ является R-стратегией. По индукционному пред-
положению зафиксируем шаг s0, после которого ρ не инициализируется. Сперва рассмот-
рим случай W ̸= ΦD

ρ . Очевидно, что соответствующее требование удовлетворено. Также
стратегия ρ не производит действий по инициализации (другими словами, любая иници-
ализация из-за ρ исходит от TPs ⊃ ρ), а значит инициализирует вершины на TP только
конечное число раз.

Наконец, пусть W = ΦD
ρ . Рассмотрим случай, когда (ρ1) повторяется бесконечно

часто. Тогда выход Γ будет истинным и ни одна стратегия из-за ρ на истинном пути
не инициализируется после шага s0. Дополнительно покажем, что D = ΓW

ρ . Рассмотрим
∆-свидетеля z и y = y(z) и предположим, что все шаги будут ρ-расширяющими. Пусть
на шаге s1 > s0 было определено ∆ρ(y). Далее, пусть на шаге s2 > s1 было определено
ΓW
ρ (z)[s2] = D(z)[s2], значит, W (y)[s2] ̸= W (y)[s1] = ∆ρ(y). Так как выходы Γ и ∆ могут

быть в точности на расширяющих шагах, то заметим, что φρ(y)[s1] < x для всех после-
дующих свидетелей x под ∆-выходом и z > φρ(y(z

′)) для всех ∆-свидетелей z′ < z. Если
на шаге s3 > s2 с выходом Γ элемент z будет изъят из D (а значит к этому моменту z

не отменен и ни один ∆-свидетель z′ < z не был изъят из D после шага s2), то на следу-
ющем шаге s4 > s3 с выходом Γ имеем ΦD

ρ (y)[s4] = ΦD
ρ (y)[s1] = W (y)[s1]. Следовательно,

ΓW
ρ (z)[s4] = D(z)[s4] = D(z). Осталось убедиться, что если W (y) = W (y)[s2], то суще-

ствует y′ < y, что W (y′) ̸= W (y′)[s2]. Действительно, таким элементом будет y′ = y(z′)

для наименьшего z′ < z (свидетеля P-стратегии под выходом Γ), который изъят на шаге
s5 ≥ s4.

Перейдем к случаю, когда (ρ1) выполняется конечное число раз, и зафиксируем шаг
s1 > s0, после которого он не выполняется. Тогда выход ∆ будет истинным и ни одна
стратегия из-за ρ на истинном пути не инициализируется после шага s1. Продолжая рас-
суждения и не ограничивая общности, будем считать, что последняя версия ∆ρ начинает
строиться также с шага s1. Тогда для любого y существует шаг s > s1, что определяем
∆ρ(y) = W (y)[s]. Каждый раз, определяя ∆ρ(y), инициализируем все P-стратегии с мень-
шими приоритетами под выходом fin. Значит, никакая из этих стратегий после шага s не
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изменяет D ↾ φρ(y)[s]. Получаем, что если выполняются равенства

W (y) = ΦD
ρ (y) = ΦD

ρ (y)[s] = W (y)[s] = ∆ρ(y),

то W (y) = ∆ρ(y). Если равенства для всех y не будут нарушены, то W будет вычислимым.
Рассмотрим случай, когда равенство между ∆ρ и W может быть нарушено, и убедимся,
что такого не произойдет. Тогда существовал бы наименьший y и шаг t > s, на котором
посетили ρ, что W (y)[t] ̸= ∆ρ(y), значит у стратегии ρ должен был быть случай (ρ1). Более
того, этот y может быть привязан к конкретному свидетелю x, так как с равенствами
работаем лишь на расширяющих шагах. Тогда у ρ появится ∆-свидетель, что означает
появление выхода Γ после шага s и приводит к противоречию.

Заметим, что если какая-то R-стратегия на истинном пути имеет выход Γ или ∆,
то все R-требования удовлетворяются автоматически. Таким образом, если на какой-то
бесконечной ветви дерева стратегий все стратегии будут удовлетворены, то этого будет
достаточно для удовлетворения всех требований. Такой ветвью, очевидно, является истин-
ный путь TP . Зафиксируем вершину на истинном пути, которая соответствует некоторому
требованию. По доказанному выше эта вершина не инициализируется после некоторого
шага s0. Осталось повторить рассуждения, приведенные выше, для случаев P-стратегии
и R-стратегии, соответственно.

В заключении приведем два замечания, основанные на этом доказательстве.

Замечание 6. В теореме 5 класс множеств для W вовсе не обязан быть n-в. п., так как
имеет значение лишь существование эффективной нумерации и выполнение теоремы ре-
курсии.

Замечание 7. В классе всех в. п. множеств плотность вниз всегда может быть получена
равномерной конструкцией, в то время как в классе всех ω-в. п. множеств существует мно-
жество минимальной тьюринговой степени. Таким образом, для 2-в. п. множеств реали-
зуется промежуточный вариант: они не могут иметь минимальные тьюринговые степени,
но при этом могут быть минимальными с точки зрения равномерной плотности вниз.
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