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Аннотация. Изучается один класс полуколец, близких к дистрибутивным ре-
шеткам, именно: полукольца с коммутативным идемпотентным умножением,
удовлетворяющие тождеству x + 2xy = x. Для таких полуколец исследуются
уравнительные свойства (теоремы 7, 8, 10, предложение 12). Полученные ре-
зультаты применены к дистрибутивным решеткам (предложения 15, 16, 17).
Приведены примеры и поясняющие замечания.

Ключевые слова: мультипликативно идемпотентное полукольцо, дистрибу-
тивная решетка, уравнительное условие, аннуляторное условие, уравнительное
свойство.

DOI: 10.26907/2949-3919.2024.4.24-34

1. Предварительные сведения

Статья посвящена теории полуколец с дополнительными условиями; в ней продолжа-
ется изучение мультипликативно идемпотентных полуколец и дистрибутивных решеток,
обладающих различными уравнительными свойствами [1–3].

Полукольцом называется алгебраическая структура ⟨S,+, ·⟩ с двумя бинарными опе-
рациями: коммутативно-ассоциативной операцией сложения + и ассоциативной операцией
умножения ·, дистрибутивной относительно сложения с обеих сторон. Полукольцо с ком-
мутативным умножением называется коммутативным. Если полукольцо S имеет эле-
мент, нейтральный по сложению и поглощающий по умножению, то такой элемент на-
зывается нулем полукольца S и обозначается 0, а S называется полукольцом с нулем.
Если S имеет нейтральный по умножению элемент, называемый единицей полукольца S

и обозначаемый 1, то S называется полукольцом с единицей. Полукольцо с тождеством
идемпотентности xx = x (x + x = x) называется мультипликативно идемпотентным
(соответственно, аддитивно идемпотентным). Полукольцо называется идемпотентным,
если оно мультипликативно идемпотентно и аддитивно идемпотентно. Мультипликативно
идемпотентные кольца называются булевыми; они коммутативны и удовлетворяют тож-
деству x+ x = 0.
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Для полуколец естественным образом определяются понятия подполукольца, идеа-
ла, конгруэнции, фактор-полукольца, прямого произведения полуколец (см. [4]). Теории
мультипликативно идемпотентных полуколец посвящена книга [2].

Базовые сведения о решетках можно найти в монографиях [5,6].
Хорошо известны два эквивалентных определения решетки – порядковое и алгеб-

раическое [6, теорема 1, с. 20–21]. При порядковом подходе решетка определяется как
упорядоченное множество ⟨L,⩽⟩, любые элементы a, b которого имеют точную верхнюю
грань sup{a, b} и точную нижнюю грань inf{a, b}. В алгебраическом смысле решеткой
называется алгебраическая структура ⟨L,+, ·⟩ с двумя идемпотентными коммутативны-
ми ассоциативными операциями + и ·, связанными законами поглощения x + xy = x и
x(x + y) = x. При этом для любых элементов a, b решетки L выполняются соотношения:
a+ b = sup{a, b}, ab = inf{a, b} и a ⩽ b ⇔ a+ b = b, равносильно, ab = a. Решетки L удобно
рассматривать как алгебраические системы ⟨L,+, ·,⩽⟩.

Решетка с тождеством x(y + z) = xy + xz, равносильно, с тождеством x + yz =

(x + y)(x + z), называется дистрибутивной. Легко видеть, что дистрибутивные решетки
суть в точности коммутативные мультипликативно идемпотентные полукольца, удовле-
творяющие тождеству поглощения x+ xy = x.

Дистрибутивные решетки и булевы кольца принадлежат классу коммутативных муль-
типликативно идемпотентных полуколец, удовлетворяющих тождеству x+ 2xy = x.

Замечание 1. Коммутативные мультипликативно идемпотентные полукольца с тожде-
ством x + 2xy = x рассматривались в работах [7, p. 119], [2, с. 160–161]. Они образуют
многообразие полуколец, порожденное двухэлементной цепью и двухэлементным полем.
Такие полукольца являются подпрямыми произведениями булева кольца и дистрибутив-
ной решетки.

Непустое подмножество F полукольца S назовем коидеалом в S, если ab ∈ F и
a + x ∈ F для любых элементов a, b ∈ F и x ∈ S. Ясно, что идеалы и коидеалы любого
полукольца являются его подполукольцами.

Пусть L – произвольная решетка. Непустое подмножество F решетки L называется
ее фильтром, если соотношения a, b ∈ F и a ⩽ x ∈ L влекут ab ∈ F и x ∈ F (заметим,
что a ⩽ x ⇔ a + x = x). Коидеалы и фильтры решетки L совпадают. Подрешетка A

решетки L называется выпуклой, если для любых элементов a ⩽ b из A весь интервал
[a, b] = {x ∈ L : a ⩽ x ⩽ b} лежит в A. Выпуклые подрешетки решетки L – это в точности
непустые пересечения некоторых идеала и фильтра в L [6, лемма 6, с. 38]. Решетка с
нулем 0 и ненулевой единицей 1 называется ограниченной.

Неодноэлементная ограниченная дистрибутивная решетка L называется булевой, ес-
ли каждый ее элемент a имеет дополнение a′ ∈ L (оно единственно): a + a′ = 1 и aa′ = 0.
Дистрибутивная решетка с нулем называется обобщенной булевой решеткой, если она
обладает относительными дополнениями. Напомним, что относительным дополнением
элемента b до элемента a в решетке L с нулем 0 называется такой элемент a \ b ∈ L, что
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(a \ b)b = 0 и (a \ b) + b = a + b. В дистрибутивных решетках с нулем имеющиеся относи-
тельные дополнения единственны. Легко видеть, что обобщенные булевы решетки – это
в точности дистрибутивные решетки L с нулем, ненулевые главные идеалы aL которых
являются булевыми решетками с единицами a. С другой стороны, любая булева решетка
L будет неодноэлементной обобщенной булевой решеткой, в которой a \ b = ab′ для любых
a, b ∈ L.

Для произвольных элементов a, c полукольца S обозначим через Eq(a, c) их (левый)
уравнитель {x ∈ S : xa = xc}, а через Ceq(a, c) – их коуравнитель {x ∈ S : x+ a = x+ c}.
Скажем, что полукольцо S удовлетворяет уравнительному условию, соответственно, ко-
уравнительному условию, если

∀a, b, c ∈ S (Eq(a, c) = Eq(b, c) ⇒ a = b),

соответственно, ∀a, b, c ∈ S (Ceq(a, c) = Ceq(b, c) ⇒ a = b).
Для элемента a полукольца S с нулем 0 (с единицей 1) определим (левый) аннуля-

тор Ann a = {x ∈ S : xa = 0} (соответственно, коаннулятор Can a = {x ∈ S : x+ a = 1}).
Полукольцо S с 0 (с единицей 1) называется полукольцом с аннуляторным условием (соот-
ветственно, с коаннуляторным условием), если различные его элементы имеют различные
аннуляторы (различные коаннуляторы).

Отметим, что мультипликативно идемпотентные полукольца и дистрибутивные ре-
шетки, удовлетворяющие аннуляторному условию, рассматривались в статьях [1, 3].

Замечание 2. Если S – полукольцо с нулем 0, то Eq(a, 0) = Ann a для любого a ∈ S. Пусть
теперь S – полукольцо с единицей 1. Тогда равенство Ceq(a, 1) = Can a при фиксированном
элементе a ∈ S эквивалентно формуле

∀x ∈ S (x+ a = x+ 1 ⇔ x+ a = 1),

которая, в свою очередь, эквивалентна формуле

∀x ∈ S (x+ a = 1 ⇒ x+ 1 = 1).

Отметим, что коммутативные мультипликативно идемпотентные полукольца с тож-
деством x+1 = 1 (влекущим закон поглощения xy+ y = y) и коммутативные идемпотент-
ные полукольца с тождеством x+ 2xy = x будут дистрибутивными решетками.

Для произвольного полукольца ⟨S,+, ·⟩ обозначим через L(S) алгебраическую струк-
туру ⟨S,∨, ·⟩, где a ∨ b = a+ ab+ b для любых a, b ∈ S.

Нам понадобятся следующие утверждения.

Лемма 3 ([3, свойства 1 и 2 предложения 3]). Мультипликативно идемпотентные полу-
кольца с аннуляторным условием коммутативны и удовлетворяют тождеству
x+ 2xy = x.
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Лемма 4. Для того чтобы коммутативное мультипликативно идемпотентное полу-
кольцо S удовлетворяло тождеству x + 2xy = x, необходимо и достаточно, чтобы ал-
гебраическая структура L(S) была дистрибутивной решеткой.

Доказательство. Необходимость. Пусть дано коммутативное мультипликативно идемпо-
тентное полукольцо S, удовлетворяющее тождеству x+ 2xy = x. Его мультипликативная
полугруппа – полурешетка ⟨S, ·⟩ – определяет порядок ⩽ на S по правилу: a ⩽ b ⇔ ab = a

для любых a, b ∈ S, причем, ab = inf{a, b}. Покажем, что a∨ b = sup{a, b} для любых эле-
ментов a, b упорядоченного множества ⟨S,⩽⟩. Поскольку a(a∨b) = a(a+ab+b) = a+2ab = a,
то a ⩽ a ∨ b. Аналогично, b ⩽ a∨b. Значит, a∨b – верхняя грань множества {a, b}. Возьмем
произвольную верхнюю грань c ∈ S множества {a, b}, т. е. ac = a и bc = b. Тогда

(a ∨ b)c = (a+ ab+ b)c = ac+ abc+ bc = a+ ab+ b = a ∨ b,

т. е. a ∨ b ⩽ c. Следовательно, a ∨ b = sup{a, b}. Получаем решетку ⟨S,⩽⟩ в порядковом
смысле или, равносильно, решетку ⟨S,∨, ·⟩ как алгебраическую структуру. Для любых
a, b, c ∈ S имеем (a ∨ b)c = (a + ab + b)c = ac + (ac)(bc) + bc = (ac) ∨ (bc), что доказывает
дистрибутивность решетки L(S) = ⟨S,∨, ·⟩.

Достаточность. Если L(S) – дистрибутивная решетка, то для любых элементов
a, b ∈ S имеем a = a(a ∨ b) = a(a+ ab+ b) = a+ ab+ ab = a+ 2ab.

Замечание 5. Для произвольного булева кольца S дистрибутивная решетка L(S) явля-
ется обобщенной булевой решеткой, в которой a\b = a+ab для всех a, b ∈ S. Обратно, если
L = ⟨L,∨, ·⟩ – обобщенная булева решетка, то S = ⟨L,+, ·⟩ будет булевым кольцом при
a+b = (a\b)∨ (b\a) для всех a, b ∈ L; при этом L(S) = L. Получаем естественное взаимно
однозначное соответствие между классом булевых колец (булевых колец с ненулевой еди-
ницей) и классом обобщенных булевых решеток (булевых решеток). Подробности в [6, с.
109, теорема 9].

Пример 6. Всякий коидеал F полукольца S является фильтром решетки L(S). Действи-
тельно, пусть F – коидеал полукольца S. Если a ∈ F , x ∈ L(S) = S и a ⩽ x, то
x = a ∨ x = a+ (ax+ x) ∈ F . Значит, F – фильтр решетки L(S).

Обратное утверждение неверно. Возьмем булево кольцо S с 1 ̸= 0. Тогда L(S) будет
булевой решеткой. Пусть F – собственный фильтр решетки L(S), например, F = {1}. Если
a ∈ F , то a+ a = 0 /∈ F , стало быть, F не является коидеалом полукольца S.

2. Полукольца с уравнительным условием

Докажем несколько утверждений о свойствах мультипликативно идемпотентных по-
луколец с уравнительным условием.

Теорема 7. Для того чтобы мультипликативно идемпотентное полукольцо S с нулем 0

удовлетворяло уравнительному условию, необходимо и достаточно, чтобы S удовлетво-
ряло аннуляторному условию.
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Доказательство. Необходимость. Возьмем мультипликативно идемпотентное полуколь-
цо S с нулем 0, обладающее уравнительным свойством. Имеем Eq(a, 0) = Ann a для любого
элемента a ∈ S. Поэтому уравнительное свойство полукольца S при c = 0 влечет аннуля-
торное условие.

Достаточность. Рассмотрим мультипликативно идемпотентное полукольцо S с ан-
нуляторным условием. Полукольцо S коммутативно по лемме 3. Пусть Eq(a, c) = Eq(b, c)

для некоторых элементов a, b, c ∈ S. Имеем ac ∈ Eq(a, c) и bc ∈ Eq(b, c). Поэтому ac =

abc = bc. Предположим от противного, что a ̸= b. Тогда по условию Ann a ̸= Ann b, ска-
жем, ax = 0, но bx ̸= 0. Для элемента ac+ bx получаем

a(ac+ bx) = ac+ bax = ac = ac+ axc = ac+ bxc = c(ac+ bx),

т. е. ac + bx ∈ Eq(a, c). Но b(ac + bx) = ac + bx ̸= ac, поскольку равенство ac + bx = ac

влечет acx+bx = acx и bx = 0, что невозможно. Поэтому ac+bx /∈ Eq(b, c). Следовательно,
Eq(a, c) ̸= Eq(b, c). Получили противоречие.

В теореме 7 вместо (левого) уравнительного условия можно взять правое или дву-
стороннее уравнительное условие.

Теорема 8. Любой идеал коммутативного мультипликативно идемпотентного полу-
кольца S с тождеством x+2xy = x, удовлетворяющего уравнительному условию, явля-
ется полукольцом с уравнительным условием.

Доказательство. Пусть полукольцо S удовлетворяет условиям теоремы и J – идеал в S.
Возьмем элементы a, b, c ∈ J , для которых Eq(a, c) = Eq(b, c) в полукольце J . Покажем,
что Eq(a, c) = Eq(b, c) в полукольце S. Тогда получим a = b, что и требуется доказать.
Допустим, что xa = xc для некоторого элемента x ∈ S. Рассмотрим элемент a ∨ b ∨ c,
принадлежащий – по леммам 3 и 4 – идеалу J . Имеем x(a ∨ b ∨ c) ∈ J и (a ∨ b ∨ c)a = a,
(a∨b∨c)b = b, (a∨b∨c)c = c. Поэтому x(a∨b∨c) ∈ Eq(a, c), значит, x(a∨b∨c) ∈ Eq(b, c) в J .
Откуда xb = x(a∨b∨c)b = x(a∨b∨c)c = xc. Стало быть, Eq(a, c) ⊆ Eq(b, c) в полукольце S.
В силу равноправности элементов a и b получаем также включение Eq(b, c) ⊆ Eq(a, c) в S.
Тем самым, Eq(a, c) = Eq(b, c) в S, и теорема доказана.

Из теорем 7 и 8 вытекает

Следствие 9 ([3, свойство 6 предложения 3]). Все идеалы мультипликативно идемпо-
тентного полукольца с аннуляторным условием будут полукольцами с аннуляторным
условием.

Теорема 10. Для произвольного коммутативного мультипликативно идемпотентного
полукольца S с тождеством x+ 2xy = x равносильны следующие утверждения:

1) полукольцо S удовлетворяет уравнительному условию;
2) все идеалы полукольца S удовлетворяют уравнительному условию;
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3) любой коидеал с нулем полукольца S является полукольцом с аннуляторным
условием;

4) если пересечение идеала и коидеала с нулем в полукольце S не пусто, то оно
будет полукольцом с аннуляторным условием.

Доказательство. 1) ⇒ 2) по теореме 8.
2) ⇒ 3). Предположим, что полукольцо S удовлетворяет уравнительному условию

и F – его коидеал с нулем θ. Возьмем такие элементы a, b ∈ F , что Ann a = Eq(a, θ) =

Eq(b, θ) = Ann b в полукольце F . Покажем, что Eq(a, θ) = Eq(b, θ) в самом полукольце S.
Тогда по условию a = b. Значит, F будет полукольцом с аннуляторным условием. Пусть
x ∈ S и xa = xθ. Имеем x + θ ∈ F и (x + θ)a = xa + θa = xθ + θ = (x + θ)θ. Поэтому
(x+θ)b = (x+θ)θ. Откуда xb+θ = θ и xb+xbθ = xbθ = xθ. Так как θ+θ = θ, то xbθ = 2xbθ.
Значит, xb = xb + 2xbθ = xb + xbθ = xθ. В полукольце S имеем Eq(a, θ) ⊆ Eq(b, θ).
Аналогично, Eq(a, θ) ⊇ Eq(b, θ). Тем самым, Eq(a, θ) = Eq(b, θ) в самом полукольце S.

3) ⇒ 4) по теореме 8.
4) ⇒ 1). В силу 4) в полукольце S каждый коидеал с нулем является полуколь-

цом с аннуляторным условием. Возьмем в S произвольные элементы a, b, c, для которых
Eq(a, c) = Eq(b, c). Требуется доказать, что a = b. Положим θ = 2abc и рассмотрим мно-
жество F = {x ∈ S : xθ = θ}. Имеем a, b, c ∈ F и θ + θ = 4abc = 2abc = θ. Пусть x, y ∈ F

и z ∈ S. Тогда (xy)θ = θ и (x + z)θ = xθ + zθ = θ + 2zθ = θ. Значит, F – коидеал полу-
кольца S. Кроме того, xθ = θ и x + θ = x + 2xθ = x, т. е. θ служит нулем полукольца F .
По условию F будет полукольцом с аннуляторным условием. Равенство Eq(a, c) = Eq(b, c)

выполняется и в F . Тогда a = b в силу теоремы 7.

Замечание 11. Для краткости, рассматриваемые уравнительное, коуравнительное, анну-
ляторное и коаннуляторное условия будем называть просто уравнительными свойствами.

Легко видеть, что имеет место

Предложение 12. Справедливы следующие утверждения:
1) прямое произведение любого непустого семейства полуколец с данным уравни-

тельным свойством удовлетворяет этому уравнительному свойству ;
2) если прямое произведение непустого семейства полуколец с нулем удовлетворя-

ет некоторому уравнительному свойству, то все сомножители также удовле-
творяют этому уравнительному свойству ;

3) прямая сумма непустого семейства полуколец с нулем будет полукольцом с
уравнительным свойством тогда и только тогда, когда все ее слагаемые яв-
ляются полукольцами с этим же уравнительным свойством.

Пример 13. Произвольное кольцо R удовлетворяет коуравнительному условию. В са-
мом деле, если Ceq(a, c) = Ceq(b, c) для некоторых элементов a, b, c ∈ R, то выполнение
равенств x + a = x + c и x + b = x + c в кольце R влечет a = c = b. В кольцах с еди-
ницей выполняется и коаннуляторное условие. Однако, кольца с аннуляторным условием
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суть в точности булевы кольца [1, теорема 1]. Поэтому любое небулево кольцо, будучи
полукольцом с коуравнительным условием, не удовлетворяет уравнительному условию по
теореме 7. Булевы же кольца с единицей обладают всеми четырьмя рассматриваемыми
уравнительными свойствами, т. е. удовлетворяют уравнительному, коуравнительному, ан-
нуляторному и коаннуляторному условиям.

3. Случай дистрибутивных решеток

Рассмотрим применения теорем 7, 8, 10 к дистрибутивным решеткам L, для которых
условия этих теорем очевидным образом справедливы.

Замечание 14. Дистрибутивная решетка L обладает некоторым уравнительным свой-
ством тогда и только тогда, когда двойственная ей дистрибутивная решетка L′ обладает
двойственным уравнительным свойством.

Поэтому из теоремы 7 вытекает

Предложение 15. Дистрибутивная решетка с единицей удовлетворяет коуравнитель-
ному условию тогда и только тогда, когда она удовлетворяет коаннуляторному усло-
вию.

Из теоремы 8 в силу замечания 14 следует

Предложение 16. Любой фильтр дистрибутивной решетки с коуравнительным усло-
вием (с коаннуляторным условием) является дистрибутивной решеткой с коуравни-
тельным условием (соответственно, с коаннуляторным условием).

Из теоремы 10 и замечания 14 вытекает

Предложение 17. Для произвольной дистрибутивной решетки L эквивалентны следу-
ющие утверждения:

1) L удовлетворяет коуравнительному условию;
2) все фильтры в L удовлетворяют коуравнительному условию;
3) любой главный идеал решетки L удовлетворяет коаннуляторному условию;
4) любая выпуклая подрешетка решетки L, обладающая наибольшим элементом,

удовлетворяет коаннуляторному условию.

Приведем ряд примеров дистрибутивных решеток с теми или иными уравнительны-
ми свойствами.

Пример 18. Всякая обобщенная булева решетка L удовлетворяет уравнительному и ко-
уравнительному условиям. Возьмем в L элементы a ̸= b. Тогда a \ b ̸= 0 или b \ a ̸= 0, ибо
иначе b = (a \ b) + b = a + b = (b \ a) + a = a. Скажем, a \ b ̸= 0. Имеем a \ b ∈ Ann b, но
a \ b /∈ Ann a, так как

(a \ b)a = (a \ b)a+ (a \ b)b = (a \ b)(a+ b) = (a \ b)(a \ b+ b) = a \ b ̸= 0.
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Значит, L удовлетворяет аннуляторному условию. По теореме 7 L удовлетворяет и урав-
нительному условию. Каждый главный идеал J решетки L является булевой решеткой
(как подрешетка в L), которая самодвойственна (взятие дополнения устанавливает изо-
морфизм между булевой решеткой J и двойственной к ней булевой решеткой J ′). По
уже доказанному булева решетка J ′ удовлетворяет уравнительному условию, стало быть,
решетка J = (J ′)′ удовлетворяет коуравнительному условию. По предложению 17 сама
решетка L также удовлетворяет коуравнительному условию.

Пример 19. Зафиксируем бесконечное множество A и возьмем в нем бесконечное под-
множество B так, чтобы множество A\B было бесконечным. Образуем решетку множеств

L = {X ⊆ A : X конечно или A\X конечно или X = (B \Y )∪Z для конечных Y, Z ⊆ A}.

Очевидно, L замкнуто относительно бинарных операций ∪ и ∩ множеств. Как легко ви-
деть, получаем небулеву ограниченную дистрибутивную решетку L с аннуляторным и
коаннуляторным условиями. По теореме 7 и предложению 15 решетка L удовлетворяет
уравнительному и коуравнительному условиям.

Пример 20. Возьмем бесконечное множество A. И пусть L есть решетка множеств, со-
стоящая из конечных подмножеств в A и самого множества A. Получаем ограниченную
дистрибутивную решетку L с аннуляторным условием, не удовлетворяющую коаннуля-
торному условию. По теореме 7 решетка L удовлетворяет уравнительному условию. По
предложению 15 решетка L не удовлетворяет коуравнительному условию. Отметим, что
ее подрешетка (наибольший идеал) L\{A} является обобщенной булевой решеткой. Двой-
ственная решетка L′ удовлетворяет коаннуляторному и коуравнительному условиям, но
не удовлетворяет ни аннуляторному, ни уравнительному условию.

Пример 21. Всякая неодноэлементная конечная небулева дистрибутивная решетка L не
удовлетворяют ни аннуляторному, ни коаннуляторному условию. Действительно, любая
неодноэлементная конечная дистрибутивная решетка с аннуляторным условием булева
[1, замечание 2]. Поэтому в силу замечания 14 любая неодноэлементная конечная дис-
трибутивная решетка с коаннуляторным условием также будет булевой. Следовательно,
по предложениям 15 и 17 решетка L не удовлетворяет ни уравнительному условию, ни
коуравнительному условию.

Замечание 22. Руководствуясь предложением 12 и примерами 13, 18, 19, 20 и 21 мы мо-
жем получить примеры коммутативных мультипликативно идемпотентных полуколец S с
тождеством x+2xy = x, не являющихся дистрибутивными решетками, обладающих напе-
ред заданными уравнительными свойствами. Пусть R – неодноэлементное булево кольцо
с единицей, L – ограниченная дистрибутивная решетка из примеров 18, 19, 20 или 21, и
пусть S = R × L – их прямое произведение. В силу предложения 12 и примера 13 полу-
кольцо S обладает некоторым уравнительным свойством тогда и только тогда, когда этим
свойством обладает дистрибутивная решетка L.
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