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Введение

Теория нумерованных алгебр, систематическое изучение которой восходит к обзор-
ной статье А.И.Мальцева [1], является бурно развивающейся областью современной ма-
тематической логики, имеющей многочисленные пересечения с другими разделами есте-
ствознания, в частности – с теоретической информатикой. Ввиду обширности класса всех
нумерованных систем представляется целесообразным изучение нумерованных систем при
наложении алгоритмических ограничений различных типов на нумерационные эквива-
лентности (ядра) их нумераций. В рамках этого направления в первую очередь, нужно
выделить вычислимые, т. е. алгоритмически разрешимые нумерации (см. [2–4]) с вычис-
лимыми ядрами, которые поддерживаются вычислимыми представляющими функциями
и отношениями, а ослабление требований к алгоритмической сложности ядер нумераций
(при рассмотрении арифметических и других иерархий в качестве допустимых для слож-
ности ядер нумераций) является общепринятым способом расширения изучаемых классов
нумерованных алгебр (см. [5, 6]).

Другой подход заключается в игнорировании сложности нумерационной эквивалент-
ности и ограничении рассматриваемыех классов нумераций систем алгоритмическими
условиями типа отделимости. Идеи применения отделимости в теории вычислимости, вос-
ходящие к В.А.Успенскому [7, 8] и А.Нероуду [9], получили дальнейшее и глубокое раз-
витие в работах А.И.Мальцева [10] и Ю.Л.Ершова [11].
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Классическим и простейшим алгоритмическим условием отделимости является вы-
числимая отделимость. Многие естественные и важные типы нумерованных универсаль-
ных алгебр оказались вычислимо отделимыми, в том числе негативные алгебры, стан-
дартно нумерованные конечно порожденные и финитно аппроксимируемые алгебры, по-
зитивные алгебры со счетными решетками конгруэнций и т. д. (см. обзор [12]). Различ-
ные аспекты негативных нумераций и негативных алгебр исследовались Ю.Л.Ершовым
[11], А.И.Мальцевым [13], А.С.Морозовым [14], Н.Г.Хисамиевым [5], С.П.Одинцовым и
В.Л.Селивановым [6]. Классические результаты о позитивных универсальных алгебрах
со счетными решетками конгруэнций можно найти у А.И. Мальцева [1], Ю.Л.Ершова
[2], В. Баура [15, 16]. Проблематика исследования стандартных нумераций конечно по-
рожденных алгебр, заложенная А.И.Мальцевым в [1], обосновывается В.А.Успенским и
А.Л.Семеновым в [17], а классические образцы использования финитной аппроксимируе-
мости для решения алгоритмических задач алгебры представлены у А.И. Мальцева в [1]
и Д. Мак-Кинси в [18].

На базе и в рамках теории вычислимо отделимо представимых универсальных алгебр
решается ряд вопросов, возникших в связи с работами А.И.Мальцева [1], В. Баура [15],
Д.Бергстры и Д.Такера [19].

В сложных самоорганизующихся системах, по-видимому, важное значение имеет
проблема распознавания. Если система задана своим алгоритмическим представлением, то
с математической точки зрения это означает, что любая пара различных элементов отде-
ляется алгоритмически определяемыми окрестностями. Важнейшими типами отделимых
нумераций алгебр являются эффективно отделимые, т. е. такие, для которых существуют
вычислимые (в смысле [11]) семейства отделяющих вычислимо перечислимых множеств.
Основания теории отделимо нумерованных множеств и связи между отделимостью и эф-
фективной отделимостью были введены, развиты и исследованы Ю.Л.Ершовым (см. [11]).

Находясь в рамках парадигмы о существовании у нумерованной алгебры эффектив-
ной системы алгоритмически порождаемых окрестностей, достаточных для распознава-
ния отделимости любой пары ее элементов, нужно признать, что именно исследовавшееся
Ю.Л.Ершовым в [11] наиболее общее понятие отделимой нумерации в случае нумераций
универсальных алгебр можно трактовать как одно из математических уточнений понятия
сложной развивающейся системы, интенсионально заданной семейством представляющих
вычислимых функций вместе с ядрами гомоморфизмов (нумераций) и допускающей эф-
фективное распознавание различия составляющих ее элементов путем отделения их под-
ходящими алгоритмически определяемыми окрестностями.

Результаты настоящего обзора в основном базируются на следующих фактах:
Нумерованная алгебра вычислимо отделима (отделима) если и только если она

аппроксимируется негативными (эффективно отделимыми) алгебрами ([12,20,21]).
Целью настоящего обзора является изложение основ теории отделимо нумерованных

универсальных алгебр и демонстрация некоторых приложений этой теории как в матема-
тической логике, так и в теоретической информатике.
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Автор выражает глубокую благодарность Ю.Л.Ершову, С.С. Гончарову, А.С. Моро-
зову и Б.М.Хусаинову, многочисленные и плодотворные обсуждения с которыми способ-
ствовали синтезу теории отделимых нумераций и универсальной алгебры.

1. Нумерованные алгебры

Определение 1. Алгоритмическим представлением счетной универсальной алгебры
A = ⟨A; Σ⟩ эффективной сигнатуры Σ называется всякое такое отображение ν множе-
ства натуральных чисел ω на основное множество A алгебры A, для которого существует
эффективное семейство FΣ вычислимых функций, представляющих Σ-операции алгебры
A в нумерации ν, т. е. всякая операция σ ∈ Σ представляется соответствующей ей такой
вычислимой функцией fσ ∈ FΣ, что ∀x (σν(x) = νfσ (x)).

Определение 2. Если ν – алгоритмическое представление алгебры A, то пара (A, ν)

называется нумерованной алгеброй.

Далее под гомоморфизмами нумерованных алгебр мы понимаем их морфизмы, т. е.
мы работаем в категории нумерованных алгебр с морфизмами в качестве эффективных
на номерах гомоморфизмов.

Определение 3. Гомоморфизм φ : A → B называется вычислимым гомоморфизмом ну-
мерованных моделей (A, µ) → (B, ν), если существует такая вычислимая функция h, что
φµ = νh.

Ядром представления ν нумерованной алгебры (A, ν) будем называть эквивалент-
ность {⟨x, y⟩ | νx = νy}. Если ν – представление, то его ядро будем обозначать через ker(ν).

Пусть η – фиксированная эквивалентность на ω и A – алгебра (не обязательно эф-
фективной сигнатуры), обладающая представлением с ядром равным равным η. Тогда
алгебру A будем называть представимой над η (или η-алгеброй).

Для фиксированной алгебры классической является проблема изучения различных
ее алгоритмических представлений и соотношений между ними, в частности, проблема
существования хороших представлений (например, вычислимых) и их числа (в том числе
единственности, с точностью до вычислимого изоморфизма).

С другой стороны, можно фиксировать ядро представления и изучать общие свой-
ства алгебр, обладающих представлениями с данным ядром. Этот подход представляется
целесообразным с точки зрения теории алгоритмических представлений алгебраических
систем в рамках теоретической информатики (см. [12,22]).

Изучению алгоритмических свойств эквивалентностей в настоящее время уделяет-
ся большое внимание. Можно отметить работы многих авторов, библиографию по этим
вопросам можно найти в списках литературы к работам [23–25].

Представимость универсальной алгебры A над эквивалентностью η равносильна су-
ществованию такой вычислимой алгебры ⟨ω;F ⟩, где F – подходящее семейство вычисли-
мых функций, что η является конгруэнцией алгебры ⟨ω;F ⟩ и A изоморфна фактор-алгебре
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⟨ω/η;F ⟩, т. е. фактически нумерация есть гомоморфизм из некоторой вычислимой алгебры
на абстрактную.

Определение 4. Характеристической трансверсалью эквивалентности η на ω (обознача-
емой через tr(η)) называется множество всех натуральных чисел, являющихся наимень-
шими в содержащих их смежных η-классах, т. е. tr(η) = {x | ∀y(x = y (mod η) ⇒ x ⩽ y)}.
Характеристической трансверсалью нумерации ν называется характеристическая транс-
версаль ее ядра, т. е. tr(ker(ν)).

Эквивалентность с бесконечным (конечным) числом смежных классов будем назы-
вать бесконечной (соответственно, конечной).

Если η – эквивалентность на ω, то множество α ⊆ ω называется η-замкнутым, если
x ∈ α ∧ x = y (mod η) ⇒ y ∈ α.

2. Вычислимо отделимые и отделимые алгебры

2.1. Характеризации вычислимо отделимых и отделимых алгебр

Определение 5. Подмножество A0 ⊆ A основного множества нумерованной алгебры
(A, ν) называется ν-вычислимым (ν-перечислимым, ν-негативным и т. д.), если таковым
является множество ν−1A0. Множество α ⊆ ω называется ν-замкнутым, если оно замкнуто
относительно ядра нумерации ν, т. е. эквивалентности ker(ν) = {⟨x, y⟩ | νx = νy}.

Если из контекста будет ясно, о какой нумерации ν идет речь, то соответствующее
подмножество будем называть вычислимым (и т. д.) без приставки ν.

Определение 6. Нумерация ν алгебры A с основным множеством A называется вычис-
лимо отделимой, если для любых различных a0, a1 ∈ A существует такое ν-вычислимое
подмножество A0 ⊆ A, что a0 ∈ A0 ∧ a1 /∈ A0.

Определение 7. Для нумерованного множества (A, ν) семейство S ν-перечислимых под-
множеств A называется полным разделяющим семейством, если для всяких различных
a0, a1 ∈ A найдется такое σ ∈ S, которое отделяет a0 и a1 (т. е. a0 ∈ σ ∧ a1 /∈ σ либо
a1 ∈ σ ∧ a0 /∈ σ).

Определение 8. Нумерация ν алгебры A называется эффективно отделимой, если для
нее существует полное разделяющее вычислимое семейство.

Неформально, эффективная отделимость нумерации означает наличие алгоритма,
равномерно выдающего эффективные способы перечисления отделяющих базовых окрест-
ностей точек множества.

Определение 9. Пусть K = {(Ai, νi)|i ∈ I} – семейство нумерованных алгебр. Нумеро-
ванная алгебра (A, ν) называется аппроксимируемойK-алгебрами (K-аппроксимируемой),
если для любых различных a0, a1 ∈ A существует различающий их морфизм
φj : (A, ν) −→ (Aj, νj) для подходящего j ∈ I (т. е. φj(a0) ̸= φj(a1)).
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Теорема 10 ([12,20]). Нумерованная алгебра вычислимо отделима тогда и только тогда,
когда она аппроксимируется негативными алгебрами.

Теорема 11 ([21]). Нумерованная алгебра отделима тогда и только тогда, когда она
аппроксимируется эффективно отделимыми алгебрами.

Следствие 12. Всякая вычислимо отделимая (отделимая) нумерация подпрямо нераз-
ложимой алгебры негативна (эффективно отделима).

Следствие 13. Всякая вычислимо отделимая (отделимая) нумерация алгебры с арти-
новой решеткой конгруэнций негативна (эффективно отделима).

Определение 14. Нумерация бесконечного множества называется эффективно (неэф-
фективно) бесконечной, если существует (не существует) бесконечное вычислимое множе-
ство натуральных чисел, попарно различных по модулю нумерационной эквивалентности.

Следствие 15. Всякая алгебра, обладающая неэффективно бесконечной вычислимо от-
делимой нумерацией финитно аппроксимируема.

Следствие 16. Всякая алгебра, обладающая эффективно бесконечной вычислимо отде-
лимой нумерацией с иммунной характеристической трансверсалью, финитно аппрокси-
мируема.

Определение 17. Бесконечное подмножество α множества ω называется наследственно
высоким, если никакое его бесконечное подмножество (включая само α) не лежит в классе
Π0

3 арифметической иерархии.

Предложение 18 ([21]). Существует такая отделимая бесконечная эквивалентность
η, что

1) tr(η) – наследственно высокая;
2) никакое расширение эквивалентности η не является эффективно T1-отделимым;
3) перечислимо порожденное пространство ω/η T1-отделимо, но не хаусдорфово;
4) всякая η-алгебра локально конечна и финитно аппроксимируема.

2.2. Трансляционно полные и предполные алгебры

Определение 19. Универсальная алгебра называется трансляционно полной, если всякая
пара различных ее элементов переводится в любую другую пару различных элементов
подходящей трансляцией.

Теорема 20 ([26]). Всякая тело – трансляционно полная алгебра.

Определение 21. Универсальная алгебра называется трансляционно предполной, если
существует такая пара ее различных элементов, в которую переводится любая пара раз-
личных элементов подходящей трансляцией.



Отделимые нумерации универсальных алгебр 71

Очевидно, что любая трансляционно простая алгебра конгруэнц-проста, а любая
трансляционно предполная алгебра подпрямо неразложима.

Предложение 22 ([26]). Всякая T2-отделимая нумерация трансляционно предполной
алгебры является негативной.

Следствие 23. Всякая T2-отделимая нумерация любого поля негативна.

Однако, имеет место

Теорема 24 ([27]). Существует T1-отделимая, но не Σ0
1 ∪ Π0

1-нумерация трансляцион-
но предполной (а значит, и подпрямо неразложимой) алгебры с артиновой решеткой
конгруэнций.

Таковой будет, например, алгебра предшествования P = ⟨ω; p⟩, p(n+1) = n, p(0) = 0.

Предложение 25 ([28]). Над всякой негативной эквивалентностью представима транс-
ляционно полная алгебра.

Очевидно, что если над позитивной эквивалентностью представима трансляционно
полная (даже подпрямо неразложимая) алгебра, то эта эквивалентность вычислима.

2.3. Равномерно вычислимо отделимые алгебры

Определение 26. Эквивалентность η равномерно вычислимо отделима, если существует
такая частичная вычислимая функция g от трех переменных, что если x ̸= y (mod η), то
функция λz.g(x, y, z) является характеристической вычислимой функцией для некоторого
η-замкнутого множества, отделяющего x от y.

Неформально, равномерность вычислимо отделимой эквивалентности η означает су-
ществование такой эффективной процедуры, которая “выдает” для каждой пары нату-
ральных чисел x, y, различных по модулю η, алгоритм разрешения η-замкнутого множе-
ства (характеристический индекс этого множества), отделяющего x от y.

Нумерация называется равномерно вычислимо отделимой, если таково ее ядро.
Рассмотрим следующие эквивалентности:
1) ηα = {⟨2x, 2x+ 1⟩ | x ∈ α⟩} ∪ {⟨2x+ 1, 2x⟩ | x ∈ α⟩} ∪ idω;
2) ηα = α2 ∪ idω;
3) η∗α = {⟨x, y⟩ | γx\α = γy \α}, где γ – каноническая нумерация конечных множеств.
Легко проверить, что для всякого α ⊆ ω все эквивалентности ηα, ηα, η

∗
α вычислимо

отделимы. При этом, ηα равномерно вычислимо отделима при всяком α, а равномерность
ηα зависит от выбора α. Известно, что если ω \ α иммунно, но не гипериммунно, то ηα
не является равномерной [29]; если α – гиперпростое с регрессивным дополнением, то ηα
равномерно вычислимо отделима [29].
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2.3.1. Счетные решетки конгруэнций. А.И.Мальцев в работе [1] показал, что ко-
нечно порожденная позитивная алгебра, всякая ненулевая конгруэнция которой имеет
конечный индекс, является вычислимой.

Предложение 27 ([30]). Пусть A – универсальная алгебра, всякая ненулевая конгруэн-
ция которой имеет конечный индекс и ν – ее неразрешимая позитивная нумерация. Тогда
A локально конечна, финитно аппроксимируема, локально финитно отделима, имеет
неартинову решетку конгруэнций и не является уноидом, а характеристическая транс-
версаль tr(ν) гипериммунна.

Предложение 27 ничего не говорит о существовании таких алгебр.

Теорема 28 ([30]). Существует такая неразрешимая позитивная и равномерно вычис-
лимо отделимая эквивалентность, над которой представима алгебра, всякая ненулевая
конгруэнция которой имеет конечный индекс, а решетка конгруэнций изоморфна 1+ω∗.

Теорема 29 ([31,32]). Всякая позитивная нумерация алгебры со счетной решеткой кон-
груэнций (в частности, с нетеровой и, тем более, с ненулевыми конгруэнциями только
конечного индекса) вычислимо отделима. Более того, такие алгебры аппроксимируются
вычислимыми алгебрами.

Теорема 30 ([31]). Всякая позитивная алгебра, обладающая ненулевыми конгруэнциями
только конечного индекса, эффективно вложима в конечно порожденную позитивную
алгебру с нетеровой решеткой конгруэнций.

Следствие 31. Существует бесконечная конечно порожденная позитивная алгебра, вся-
кое позитивно представимое обогащение которой финитно аппроксимируемо.

2.3.2. Эффективно расщепляемые конгруэнции

Определение 32. Равномерно вычислимо отделимая нумерованная алгебра называется
эффективно расщепляемой, если существует эффективная процедура, сопоставляющая
любому вычислимому семейству негативных конгруэнций перечислимый индекс такой
негативной конгруэнции, которая находится строго ниже пересечения всех конгруэнций
данного семейства.

Теорема 33 ([33]). Нумерованная алгебра эффективно расщепляема тогда и только то-
гда, когда характеристическая трансверсаль ядра ее нумерации полупродуктивна.

Предложение 34 ([33]). Существует эффективно расщепляемая алгебра, характери-
стическая трансверсаль ядра которой не продуктивна.
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2.3.3. Полуперечислимость. Напомним некоторые классические определения [34,35].
Множество α ⊆ ω называется
• полурекурсивным, если существует такая вычислимая функция f(x, y), что
f(x, y) ∈ {x, y} и (x ∈ α ∨ y ∈ α) ⇒ f(x, y) ∈ α;

• полуперечислимым, если существует такая частичная вычислимая функция ψ(x, y),
что (x ∈ α ∨ y ∈ α) ⇒ ψ(x, y)↓ ∧ ψ(x, y) ∈ {x, y} ∩ α;

• слабо полурекурсивным, если существует такая частичная вычислимая функция
ψ(x, y), что (x ∈ α ⇔ y /∈ α) ⇒ ψ(x, y)↓ ∧ ψ(x, y) ∈ {x, y} ∩ α.

Непосредственно из определений следует, что полурекурсивность любого множества
равносильна полурекурсивности его дополнения. Ясно также, что эти свойства связаны
между собой импликациями полурекурсивность ⇒ полуперечислимость ⇒ слабая полу-
рекурсивность.

Назовем эквивалентность η сильно равномерно вычислимо отделимой, если суще-
ствует частичная вычислимая функция g(x, y) такая, что если x ̸= y (mod η), то g(x, y)↓, и
γg(x,y) является η-замкнутым множеством, отделяющим x и y (γ – каноническая нумерация
конечных множеств).

По определению, сильно равномерно вычислимая эквивалентность равномерно вы-
числимо отделима. Обратное неверно: если эквивалентность имеет хотя бы два бесконеч-
ных смежных класса, то вопрос о ее сильно равномерной вычислимой отделимости лишен
смысла. Заметим, что для всякого α ⊆ ω эквивалентность ηα сильно равномерно вычис-
лимо отделима.

Теорема 35 ([36]). Для произвольного α ⊆ ω следующие условия эквивалентны:
1) ηα – сильно равномерно вычислимо отделима;
2) ηα – равномерно вычислимо отделима;
3) ω \ α – полуперечислимо.

Эта теорема позволяет доказать следующий факт.

Предложение 36 ([36]). Существуют две равномерно вычислимо отделимые эквива-
лентности, пересечение которых таковым не является.

2.4. Условия конечности для вычислимо отделимых алгебр

2.4.1. Локально финитная отделимость. Напомним, что универсальная алгебра на-
зывается финитно аппроксимируемой, если для любых двух различных ее элементов су-
ществует гомоморфизм на конечную алгебру, в котором образы этих элементов также
различны. Аналогично, универсальная алгебра A называется финитно отделимой, если
для всякой ее подалгебры A0 и любого элемента a ∈ A \ A0 найдется такая конгруэнция
конечного индекса, по модулю которой элемент a отличен от всех элементов подалгеб-
ры A0. Другими словами, на языке гомоморфизмов, существует такой гомоморфизм φ

из алгебры A на конечную алгебру, что φ(a) /∈ φ(A0). Аналогично, алгебра называется
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локально финитно отделимой, если для всякой ее конечно порожденной подалгебры и
любого элемента вне этой подалгебры найдется конгруэнция конечного индекса, различа-
ющая данные элемент и подалгебру.

Сформулируем критерий локально финитной отделимости всякой алгебры, предста-
вимой над равномерно вычислимо отделимой эквивалентностью.

Теорема 37 ([37]). Для бесконечной равномерно вычислимо отделимой эквивалентности
η следующие условия эквивалентны:

1) характеристическая трансверсаль tr(η) эквивалентности η иммунна;
2) всякая η-алгебра локально финитно отделима;
3) всякая η-алгебра финитно аппроксимируема.

Предложение 38 ([37]). Существует такая равномерно вычислимо отделимая пози-
тивная эквивалентность ηα для подходящего α с иммунной характеристической транс-
версалью, что некоторая ηα-алгебра не является финитно отделимой.

Предложение 39 ([37]). Существует такая вычислимо отделимая эквивалентность
вида η∗α с иммунной характеристической трансверсалью, которая является ядром пред-
ставления подходящей универсальной алгебры, не являющейся локально финитно отде-
лимой.

Таким образом, в условиях теоремы 37 нельзя отказаться как от алгебраического
свойства локальности для финитной отделимости (предложение 38), так и от алгоритми-
ческого свойства равномерности для вычислимой отделимости (предложение 39).

Сужая класс иммунных характеристических трансверсалей до гипериммунных и
расширяя класс равномерно вычислимо отделимых эквивалентностей до класса вычис-
лимо отделимых эквивалентностей, получаем

Предложение 40 ([37]). Пусть η – вычислимо отделимая эквивалентность с гиперим-
мунной характеристической трансверсалью. Тогда всякая η-алгебра конечной сигнатуры
локально финитно отделима.

Приведем одну алгебраическую характеризацию вычислимо отделимых эквивалент-
ностей.

Предложение 41 ([37]). Для бесконечной вычислимо отделимой эквивалентности η

следующие условия равносильны:
1) η имеет бесконечное вычислимое расширение;
2) существует не финитно аппроксимируемая η-алгебра.

2.4.2. Финитная аппроксимируемость

Определение 42. Эквивалентность называется неэлиминируемой, если число ее смеж-
ных классов конечно и ровно один смежный класс бесконечен.
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Эквивалентность, не являющуюся неэлиминируемой, назовем элиминируемой. Та-
ким образом, любая элиминируемая эквивалентность либо бесконечна, либо содержит по
крайней мере два бесконечных смежных класса.

Пусть W – счетное семейство элиминируемых эквивалентностей.

Теорема 43 ([37]). Пусть α – бесконечное и кобесконечное множество, содержащее
число 0. Тогда существует такая эквивалентность η, каждый η-класс которой конечен,
что tr(η) = α и для любого W ∈ W найдется пара элементов, различных по модулю W ,
но равных по модулю η.

Следствие 44. Пусть α – бесконечное и кобесконечное множество, содержащее число 0.
Тогда существует такая эквивалентность η, каждый η-класс которой конечен, что
tr(η) = α и всякая η-алгебра финитно аппроксимируема.

Следствие 45. Существует такая бесконечная вычислимо отделимая эквивалентность
η с вычислимой характеристической трансверсалью, что всякая η-алгебра финитно ап-
проксимируема.

Следствие 46. Существует бесконечная вычислимо отделимая эквивалентность с вы-
числимой характеристической трансверсалью, всякое негативное расширение которой
конечно и имеет ровно один бесконечный класс.

2.4.3. Локальная конечность

Определение 47. Универсальная алгебра называется конечно порожденной (локально
конечной), если некоторое (всякое) ее конечное обеднение является конечно порожденным
(локально конечным).

Для конечных сигнатур данное определение совпадает с классическим. Для беско-
нечных сигнатур понятие порожденности конечным множеством элементов и всеми сиг-
натурными операциями не совпадает с классическим понятием конечной порожденности.
Например, рассмотрим алгебру A = ⟨ω; fn⟩, где ω – множество натуральных чисел и
∀x ∈ ω (fn(x) = n). Тогда алгебра A локально конечна, но порождается любым своим эле-
ментом.

Пусть A – бесконечное множество. Множество FA = {f | f : A → A} всех отобра-
жений A в себя разделим на две части F0, F1 : F0 ∪ F1 = A, F0 ∩ F1 = ∅ так, что для
каждой операции f ∈ F0 справедливо следующее условие: для любого конечного B ⊂ A

существует такой элемент a ∈ A \ B, что a ̸= f(a) ∧ f(a) ∈ A \ B. Все функции из F0

будем называть A-нетривиальными или (если из контекста ясно, о каком A идет речь)
нетривиальными (без приставки A-).

Операции из F1 будем называть A-тривиальными или, аналогично сказанному вы-
ше, тривиальными. Таким образом, если f тривиально действует на A, т. е. f ∈ F1, то
существует такое конечное B ⊂ A, что для всякого элемента a ∈ A \ B выполняется
a = f(a) ∨ f(a) ∈ B.
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Пусть A = ⟨A; Σ⟩ – универсальная алгебра сигнатуры Σ и B ⊆ A. Подалгебру алгеб-
ры A, порожденную подмножеством B, будем обозначать через Σ(B).

Предложение 48 ([38]). Пусть A – алгебра конечной сигнатуры Σ ⊂ FA (т. е. A –
уноид), B – конечное подмножество A и подалгебра Σ(B) бесконечна. Тогда существует
хотя бы одна нетривиальная Σ-операция (т. е. из F0).

В частности, имеет место очевидное

Следствие 49. Всякий уноид с тривиальными операциями локально конечен.

Пусть A – бесконечное счетное множество, θ – отношение эквивалентности на A и
f – отображение из An в A. Будем говорить, что θ опускает f , если f не согласована с θ, т. е.
найдутся такие наборы x, y, которые покомпонентно равны по модулю θ, но f(x) ̸= f(y)

(mod θ).
Другими словами, опускаемость операции f эквивалентностью θ означает, что дей-

ствие f на A нельзя корректно перенести на фактор-множество A/η, образуя естественную
фактор-алгебру. Если F – семейство операций на A, то будем говорить, что эквивалент-
ность θ опускает семейство F , если θ опускает каждую операцию из F . Далее, до кон-
ца раздела будем рассматривать эквивалентности, опускающие семейства нетривиальных
функций, заданных на множестве A.

Теперь, для упрощения обозначений, в качестве A будем рассматривать множество
натуральных чисел ω.

Теорема 50 ([38]). Пусть F – счетное подсемейство семейства всех ω-нетривиальных
отображений и T – бесконечное кобесконечное подмножество ω, содержащее 0. Тогда
существует эквивалентность θ с конечными классами и характеристической транс-
версалью T , опускающая семейство F .

Следствие 51. Для любого кобесконечного подмножества α множества натуральных
чисел ω существует такая вычислимо отделимая эквивалентность θ с характеристи-
ческой трансверсалью равной α ∪ {0}, что всякая уноидная алгебра представимая над θ
является локально конечной.

Теорема 52 ([38]). Пусть α – подмножество множества натуральных чисел ω. Следу-
ющие условия равносильны:

1) α – кобесконечное множество;
2) существует такая эквивалентность θ с конечными θ-классами и характери-

стической трансверсалью, равной α∪{0}, над которой представимы только ло-
кально конечные, финитно аппроксимируемые и локально финитно отделимые
унарные алгебры.

Таким образом, даже представимость над вычислимо отделимой эквивалентностью
только локально конечных уноидов оказывается очень сильным свойством, обеспечиваю-
щим финитную аппроксимируемость и локально финитную отделимость любых (не обя-
зательно унарных) алгебр, представимых над ней. Обратное, вообще говоря, неверно, так
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как существуют конечно порожденные финитно аппроксимируемые и локально финит-
но отделимые алгебры, представимые над вычислимо отделимыми эквивалентностями с
иммунными характеристическими трансверсалями [12].

Ранее было неизвестно, существуют ли бесконечные эквивалентности с не иммунны-
ми характеристическими трансверсалями, над которыми представимы только локально
конечные уноиды.

Следствие 53. Существует такая вычислимо отделимая эквивалентность с бесконеч-
ной вычислимой характеристической трансверсалью, что всякий представимый над ней
уноид является локально конечным, финитно аппроксимируемым и локально финитно
отделимым.

3. Эффективно отделимые алгоритмические представления

Теория вычислимо отделимых алгебр и моделей в настоящий момент представляет
собой вполне самостоятельную часть теории нумерованных систем со своей проблемати-
кой, методами и парадигмой. Примерами вычислимо отделимых систем, как отмечалось
выше, наряду с негативными алгебрами являются стандартно нумерованные финитно ап-
проксимируемые и конечно порожденные алгебры, позитивные алгебры со счетными (в
частности, нетеровыми) решетками конгруэнций и т. д. [12].

Однако, если мы принимаем тезис об отделимости алгоритмических представлений
моделей данных в рамках теоретической информатики, то следует рассматривать именно
отделимые (а не просто вычислимо отделимые) нумерации.

3.1. Аксиомы отделимости. В этом подразделе рассмотрим некоторые усиления
условия отделимости нумерации, которые во многих естественных случаях оказываются
достаточными для ее эффективной отделимости и даже негативности. Выше рассмат-
ривались отделимые нумерации, которые естественно назвать T0-отделимыми. Попытка
усиления понятия отделимости приводит к следующему определению.

Определение 54. Нумерация называется T1-отделимой (T2, T3, T4-отделимой), если для
всякой пары натуральных чисел, различных по модулю ее нумерационной эквивалентно-
сти, найдутся перечислимая окрестность первого числа, не содержащая второе, и пере-
числимая окрестность второго, не содержащая первое (найдутся непересекающиеся пе-
речислимые окрестности этих чисел; для всякого элемента и замкнутого в эффективно
порожденной топологии множества, не содержащего этот элемент, найдутся их непересе-
кающиеся окрестности; для всякой пары непересекающихся замкнутых множеств найдут-
ся их непересекающиеся окрестности).

Обозначим через Km (0 ⩽ m ⩽ 4) класс пространств, гомеоморфных эффективно
порожденным пространствам, для которых выполняется аксиома Tm-отделимости.

Предложение 55. Km \Km+1 ̸= ∅ для m ∈ {0, 1}, K3 = K4.
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Для m = 0 тривиальный пример дается связным двоеточием, так как если α – вы-
числимо перечислимое невычислимое множество, то двухэлементное множество {α, ω \α}
с естественной нумерацией, сопоставляющей каждому числу содержащее его множество,
есть эффективно порожденное отделимое и не T1-отделимое пространство.

Для m = 1 в [12] построен пример эффективно порожденного пространства, гомео-
морфного счетно-бесконечному пространству Зарисского, поскольку непустыми вполне
перечислимыми подмножествами в этом примере являются все коконечные множества, и
только они.

Для m = 3 вопрос также тривиален, так как в предположении T1-отделимости для
счетных топологических пространств регулярность и нормальность равносильны.

Для m = 2 вопрос открыт.
В случае вычислимо порожденных пространств ситуацию полностью описывает сле-

дующее

Предложение 56 ([39]). Нумерация вычислимо отделима, если и только если вычисли-
мо порожденное топологическое пространство совершенно нормально и вполне несвязно.

В частности, в этом случае выполняются все аксиомы Tm-отделимости (m ∈ {0, 1, 2,
3, 4}).

Определение 57. Нумерация называется эффективно T1-отделимой (T2-отделимой), если
для нее существует вычислимое семейство T1-отделяющих (T2-отделяющих) множеств.

Для T1-отделимых (T2-отделимых) нумераций естественно возникает вопрос о спра-
ведливости усиленных аналогов теоремы 11: всякая ли T1-отделимая (T2-отделимая) ну-
мерованная алгебра аппроксимируется эффективно T1-отделимыми (T2-отделимыми) ал-
гебрами?

Если (A, ν) – нумерованная алгебра и K – класс нумерованных алгебр, однотипных
с A, то назовем A простой относительно класса K (K-простой), если никакая ее нееди-
ничная фактор-алгебра не принадлежит K. Через K1 (K2) обозначим класс эффективно
T1-отделимых (T2-отделимых) нумерованных алгебр. Для алгебр пустой сигнатуры (т. е.
нумерованных множеств) верна

Теорема 58 ([21]). Существует T1-отделимое, но не T2-отделимое нумерованное мно-
жество, никакое фактор-множество которого не является эффективно T1-отделимым.

Следствие 59. Существует K1-простая T1-отделимая нумерованная алгебра, эффек-
тивно порожденное топологическое пространство которой является пространством
Зарисского.

Простейшими примерами эффективно T2-отделимых нумераций являются позитив-
ные и негативные нумерации. Более того, легко заметить, что в этих случаях имеет место
равномерная T2-отделимость, т. е. существует эффективная процедура, определенная на
каждой паре чисел, различных по модулю нумерационной эквивалентности, значением
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которой является пара вычислимо перечислимых индексов непересекающихся множеств,
замкнутых относительно нумерационной эквивалентности, отделяющих эту пару чисел.

Усиление аксиомы отделимости с T1-отделимости до T2-отделимости также не дает
возможности описать ситуацию с T2-отделимо нумерованными универсальными алгебра-
ми в терминах их гомоморфизмов на эффективно T2-отделимо нумерованные алгебры.
Более того, T2-отделимо нумерованные алгебры не аппроксимируются даже эффективно
T1-отделимо нумерованными алгебрами, как показывает следующее утверждение.

Предложение 60 ([21]). Существует T2-отделимое нумерованное множество с пере-
числимыми элементами, никакое фактор-множество которого не является эффективно
T1-отделимым.

Из конструкции, используемой в доказательстве этого предложения непостредствен-
но вытекает

Следствие 61. Существует K1-простая T2-отделимая нумерованная алгебра, эффек-
тивно порожденное пространство которой дискретно.

Теорема 58 и предложение 60 дополнительно подчеркивают фундаментальную роль
теоремы Ю.Л.Ершова о вычислимых нумерациях с точки зрения теории нумерованных
алгебр, так как для приведенных выше естественных усилений аксиом отделимости тео-
рема об аппроксимации T1-отделимых (T2-отделимых) алгебр эффективно T1-отделимыми
(T2-отделимыми) неверна. Заметим, что нумерованные множества, существование кото-
рых утверждается в теореме 58 и в предложении 60, тривиально аппроксимируются эф-
фективно отделимыми связными двоеточиями.

Отметим, что в некоторых случаях, для известных типов алгебр, существование
T1-отделимых (T2-отделимых) нумераций может являться достаточным условием их нега-
тивности (см. [21]).

3.2. Эффективно вырожденные нумерации. Если η – эквивалентность на ω,
то η-замыканием множества α, обозначаемым через [α]η, называется пересечение всех
η-замкнутых расширений множества α.

Множество называется η-бесконечным (η-конечным), если его η-замыкание состоит
из бесконечного (конечного) числа классов η-эквивалентности. Очевидно, что необходи-
мым (но не достаточным) условием η-бесконечности множества является его бесконеч-
ность.

Напомним, что под эффективным (вычислимым) топологическим пространством, за-
данном на нумерованном множестве (A, ν), мы понимаем топологическое пространство на
A, порожденное ν-перечислимыми (ν-вычислимыми) подмножествами множества A. Для
сокращения обозначений в данном подразделе τ(ν)-топологией будем называть эффектив-
но порожденную топологию на нумерованном множестве (A, ν), а τ(ν)comp-топологией –
вычислимо порожденную.
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Определение 62. Нумерация ν универсальной алгебры A называется эффективно невы-
рожденной, если эффективно порожденное пространство τ(ν) нетривиально (т. е.
τ(ν)-топология содержит хотя бы один элемент кроме ∅ и ω/ker(ν)).

Нумерацию не являющуюся эффективно невырожденной будем называть эффектив-
но вырожденной. Иначе говоря, эффективная вырожденность нумерации универсальной
алгебры равносильна отсутствию нетривиальных перечислимых окрестностей ее элемен-
тов.

Предложение 63 ([26]). Всякая не более чем счетная универсальная алгебра счетной
сигнатуры имеет эффективно вырожденную нумерацию.

Таким образом, эффективно невырожденные нумерованные алгебры образуют до-
статочно узкий класс (в категории нумерованных алгебр с морфизмами), в рамках кото-
рого мы формулируем наши утверждения.

Следствие 64. Всякая не более чем счетная универсальная алгебра счетной сигнатуры
(любой алгоритмической сложности) имеет нумерацию, т. е. представима над некото-
рой эквивалентностью.

Для позитивных алгебр вычислимые и перечислимые топологии могут максимально
различаться. Например, пусть η – совершенная позитивная эквивалентность (т. е. беско-
нечная позитивная эквивалентность, которая не имеет собственных η-замкнутых вычисли-
мых подмножеств, см. книгу Ю.Л.Ершова [11]). Тогда η-пространство является дискрет-
ным, а ηcomp-пространство – тривиальным. Оказывается, что в случае негативных алгебр
вычислимые и перечислимые топологии совпадают.

Приведем это утверждение в наиболее общей формулировке.

Теорема 65 ([26]). Если (A, ν) – негативно нумерованное множество, то τ(ν)-топология
и τ(ν)comp-топология совпадают .

3.3. Перечислимые топологии и их компактные расширения. Компакт-
ные пространства появляются в теории вычислимости вполне естественным образом. На-
пример, ядро η нумерации, существование которой утверждается в теореме 58 таково,
что дополнение всякого η-замкнутого перечислимого непустого множества является η-
конечным и потому соответствующее пространство компактно.

Вышесказанное также подтверждает важность и полезность эквивалентностей ви-
да ηα, в особенности для коиммунных α. В приведенных выше примерах принципиально
важна финитная аппроксимируемость всех ηα-алгебр, что обеспечивается алгоритмиче-
ской почти-конечностью иммунных множеств. Это алгоритмическое понятие оказалось
равносильным компактности соответствующего вычислимого пространства.

Теорема 66 ([12]). Для произвольного α ⊆ ω следующие условия эквивалентны:
1) α коконечно или коиммунно;
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2) всякая ηα-алгебра финитно аппроксимируема;
3) вычислимое ηα-пространство – компакт.

Заметим, что если α вычислимо перечислимо, то перечислимое ηα-пространство ком-
пактным не будет. Более того, в этом случае пространство дискретно, т. е. всякое подмно-
жество будет открытым.

Теорема 67 ([40]). Всякая бесконечная эквивалентность на ω имеет такое бесконеч-
ное расширение, эффективное (вычислимое) фактор-пространство по модулю которого
является компактным.

Заметим, что эффективное пространство, являющееся компактным, может и не быть
компактом (например, эффективное пространство Зарисского).

Рассмотрим более подробно эффективные топологические пространства над эквива-
лентностями вида ηα.

По существу, для множества α топология на ω/α является одноточечной компати-
фикацией Александрова, при этом к множеству ω \ α добавляется “точка” α.

Предложение 68 ([41]). Для любого множества α ⊆ ω следующие условия равносильны:
1) эффективное ηα-пространство – компакт;
2) всякое перечислимое расширение α коконечно.

Следствие 69. Для любого косжатого множества α следующие условия равносильны:
1) эффективное ηα-пространство – компакт;
2) α не является перечислимым.

Предложение 70 ([41]). Если α максимально, то вычислимое ηα-пространство – ком-
пакт, а эффективное ηα-пространство дискретно.

Теорема 71 ([41]). Для всякого множества α с бесконечным не гипериммунным дополне-
нием существует такое его расширение β ⊇ α также с бесконечным не гипериммунным
дополнением, что ηβ-пространство есть компакт.

4. Отделимые представления классических систем

Фундаментальные алгебраические понятия тела и области целостности являются
классическими объектами исследования как в алгебре, так и в математической логике, ко-
торая, в частности, занимается описанием алгоритмических свойств колец, заданных теми
или иными нумерациями (см. [2, 4], там же есть и библиография по теме). Важнейшими
среди нумераций (представлений) этих объектов являются вычислимые, т. е. изоморфные
кольцам, носителями которых являются вычислимые подмножества множества натураль-
ных чисел, а операции сложения и умножения представлены подходящими вычислимыми
операциями.
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4.1. Локально позитивные и негативные группы

Определение 72. Нумерация алгебры называется локально позитивной (негативной),
если хотя бы один смежный класс ядра этой нумерации является перечислимым (копере-
числимым).

Предложение 73 ([26]). Для всякой локально позитивной (локально негативной) груп-
пы любой смежный класс ее ядра является перечислимым (коперечислимым).

Предложение 74 ([26]). Всякая локально позитивная нумерация любой группы являет-
ся позитивной.

Следствие 75. Всякая локально позитивная нумерация любого кольца является пози-
тивной.

До сих пор, по умолчанию, мы рассматривали группы в сигнатуре с одной бинарной
операцией.

Теорема 76 ([26]). Всякая локально негативная нумерация любой группы в сигнатуре
с бинарной групповой и унарной операцией взятия обратного элемента является нега-
тивной.

Автору неизвестен ответ на вопрос: “всякая ли локально негативная группа в сигна-
туре с одной бинарной групповой операцией является негативной?”.

Следствие 77. Всякая локально позитивная нумерация любого тела является вычис-
лимой.

4.2. Негативность отделимых нумераций тел. Под словом “кольцо”, если не
оговорено противное, будем понимать ассоциативное кольцо, а под словосочетанием “об-
ласть целостности” – ассоциативное кольцо (не обязательно коммутативное или с едини-
цей) без делителей нуля.

Так как любое поле является конгруэнц-простой алгеброй (т. е. в нем отсутствуют
собственные идеалы), то всякое позитивное представление поля является вычислимым
(см. книгу Ю.Л.Ершова [2, с. 299, следствие 1], согласно которому всякая позитивная
конгруэнц-простая универсальная алгебра является вычислимой). С другой стороны, вся-
кое бесконечное вычислимо представимое поле обладает негативными невычислимыми
представлениями [42]. Из результатов этой работы легко следует, что негативными невы-
числимыми представлениями обладают и бесконечные области целостности. Простейшим
бесконечным полем характеристики нуль является поле рациональных чисел ⟨Q; +,×⟩, не
имеющее не только собственных идеалов, но и собственных подполей. В связи с вышеска-
занным возникает разумный вопрос о вычислимости естественных позитивных подколец
(с единицей, т. е. областей целостности, расширяющих кольцо целых чисел) поля рацио-
нальных чисел ⟨Q; +,×⟩ в любом его вычислимом представлении.



Отделимые нумерации универсальных алгебр 83

Пусть ⟨ω; +,×⟩ – вычислимое представление поля рациональных чисел Q, π – про-
извольное подмножество множества простых чисел Π ⊆ ω, n = 1 + · · · + 1 (n раз) и
R(π) – подкольцо поля Q, порожденное множеством рациональных дробей {1/n | n ∈ π}.
Ясно, что всякая подобласть целостности R с единицей поля Q имеет вид R(π) для под-
ходящего π ⊆ Π, которое будем называть базисом кольца R(π).

В качестве демонстрации описания вычислимых подколец поля рациональных чисел
приведем без доказательства следующее, почти очевидное, утверждение ([26]), в котором
через Q = ⟨ω; +,×⟩ обозначается вычислимое представление поля рациональных чисел с
основным множеством ω.

Предложение 78. Для произвольного подкольца R с единицей поля Q следующие условия
эквивалентны:

1) всякое позитивное представление кольца R является вычислимым;
2) базис π кольца R перечислим в Q = ⟨ω; +,×⟩;
3) R – вычислимое подкольцо поля Q = ⟨ω; +,×⟩.

Замечание. Отметим, что в отличие от полей, все позитивные представления которых
вычислимы, позитивные области целостности не обязаны быть вычислимыми.

Теорема 79 ([26]). Всякая эффективно невырожденная нумерация любого тела является
негативной.

Предложение 80 ([26]). Всякая локально негативная нумерация любого тела является
негативной.

Доказательство. Непосредственно вытекает из теоремы 79, так как локальная негатив-
ность тела обеспечивает эффективную невырожденность соответствующего ему перечис-
лимо порожденного пространства.

Следствие 81. Всякая отделимая нумерация любого конечного тела является вычис-
лимой.

Следствие 82. Для всякой эффективно невырожденной нумерации любого тела соот-
ветствующее перечислимое пространство совершенно нормально и вполне несвязно.

Как отмечалось выше, если (A, ν) вычислимо отделимая нумерованная конгруэнц-
простая универсальная алгебра и νcomp-пространство нетривиально, то ν негативна ([12]).
Поскольку всякая простая (т. е. без нетривиальных идеалов) коммутативная область це-
лостности является полем (иначе решетка ее идеалов была бы неартиновой), то, по тео-
реме 79, всякое эффективно невырожденное представление простой области целостности
негативно. Однако, принципиальный вопрос о негативности эффективно невырожденного
представления всякого простого коммутативного кольца (разумеется, с делителями нуля)
на настоящий момент открыт.
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4.3. Эффективная вложимость области целостности в поле. Академиком
А.И. Мальцевым в [43] построен знаменитый пример ассоциативного кольца без делителей
нуля, не вложимого в тело. Более того, мультипликативная полугруппа построенного им
кольца не вложима в группу. Эти результаты стимулировали автора настоящей статьи к
изучению вопросов эффективной вложимости колец в поля. Основная часть рассмотрен-
ных в текущем подразделе вопросов примыкает именно к этой проблематике.

По-видимому, в литературе по абстрактной вычислимости не уделялось должного
внимания тому факту, что процедура вложения коммутативной области целостности в
поле своих частных по существу является эффективной.

Идея конструкции поля частных для нумерованной области целостности, так же, как
и в классическом случае, заключается в построении отношения эквивалентности (идеала
кольца) на множествах пар номеров, вторые члены которых (“знаменатели” формальных
дробей) могут принимать в качестве значений все элементы перечислимого множества,
являющегося дополнением нулевого элемента исходного кольца. К этой идее апеллирует
и введенное выше понятие локальной негативности кольца.

Теорема 83 ([26]). Для всякой локально негативной области целостности существует
негативное представление поля ее частных, в которое она эффективно вложима.

Следствие 84. Всякая локально негативная область целостности негативна.

Следует из эффективной вложимости локально негативной области целостности в
локально негативное (а значит, по теореме 79, и негативное) поле.

Следствие 85. Нумерованная коммутативная область целостности эффективно вло-
жима в эффективно невырожденное поле тогда и только тогда, когда она негативна.

Предложение 86. Существует позитивная область целостности, эффективно не вло-
жимая ни в какое эффективно невырожденное поле.

5. Приложения в теоретической информатике

Продемонстрируем возможности применения понятия отделимо нумерованной уни-
версальной алгебры к решению некоторых вопросов теоретической информатики и рас-
ширению класса моделей данных, допускающих эффективные реализации и адекватные
логические описания.

5.1. Алгебраические спецификации и инициальные модели квазимно-
гообразий. Под структурой данных (или структурой, или системой, или моделью дан-
ных) понимается многосортная алгебра конечной сигнатуры, порожденная значениями
сигнатурных констант [19,44–46]. При этом, подразумевается, что структура данных име-
ет эффективное, в том или ином смысле, алгоритмическое представление [19, 47, 48], в
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частности – позитивное [47]. В силу конечной порожденности можно говорить о позитив-
ности структуры данных, если она позитивно представима, имея в виду ее стандартную
нумерацию с учетом вычислимой устойчивости [4].

Определение 87. Структура данных называется эквационально специфицируемой, если
существует ее обогащение, являющееся свободной системой некоторого конечно-базируе-
мого многообразия.

Очевидно, что всякая эквационально специфицируемая структура данных позитив-
но представима. Необходимость рассмотрения обогащений обусловлена тем, что важные
и простейшие структуры данных (например, просматриваемый стек М.Майстер [49]) не
являются эквационально специфицируемыми [50].

В [19] доказано, что всякая вычислимая структура данных эквационально специ-
фицируема. Ясно, что если структура эквационально специфицируема, то она позитивно
представима. Верно ли обратное?

Из существования конечно порожденных вычислимо отделимых алгебр с иммунны-
ми характеристическими трансверсалями (см. следствие 31, а также работу [51]) следует

Теорема 88. Существует конечно порожденная позитивно представимая алгебра, ни-
какое обогащение которой не является свободной системой ни в каком конечно базируе-
мом многообразии.

Таким образом, язык тождеств в обогащениях оказывается неполным с точки зре-
ния его выразительных возможностей для адекватного алгебраического описания даже
позитивных структур данных.

5.2. Универсальные спецификации. В теории спецификаций программ и эффек-
тивной реализуемости одним из достаточно утвердившихся тезисов можно считать тезис
о позитивной представимости любой модели данных [47]. Семантика таких моделей долж-
на адекватно определяться их синтаксическими описаниями, которые, очевидно, обязаны
иметь однозначно определенную интерпретацию и механизмы генерирования фактов о
свойствах моделей. Другими словами, языки описания по определению являются логи-
ческими. На сегодняшний день наиболее изученным и обладающим достаточно большой
областью применимости является язык исчисления предикатов первого порядка и различ-
ные его фрагменты. Особенно часто применяемую на практике часть этого языка обра-
зуют универсальные хорновские предложения, на которых основаны языки логического
программирования [52]. Этот факт связан с двумя обстоятельствами:

1) всякое непротиворечивое эффективное множество универсальных хорновских пред-
ложений имеет позитивно представимую модель [47,48,53];

2) семантика этой модели заключена в устройстве инициальной модели данного мно-
жества предложений, которая всегда существует и, более того, существует алгоритм из-
влечения ее эффективной реализации из синтаксического описания [54,55].
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Эти факты являются классическими в математической логике, поэтому определе-
ние границ применимости данного языка, вопросы определимости моделей в классах их
гомоморфных образов (инициальная семантика – строение свободной системы соответ-
ствующего ранга), а также о числе реализаций (эффективных, поскольку ничто другое
нельзя считать реализацией в рамках идеологии теоретической информатики) являют-
ся основополагающими в этой парадигме программирования, согласно которой алгоритм
должен иметь не императивный, а декларативный характер, и решение задачи должно
заключаться не в описании конкретных процедур достижения цели, а в формулировке
желаемой цели, при предоставлении поиска реализующей процедуры самой машине (уни-
версальному алгоритму), предпринимающей эти попытки, исходя из синтаксического ма-
териала, заключенного в описании модели данных.

Спецификацией модели будем называеть любое непротиворечивое вычислимо пере-
числимое множество предложений логики первого порядка, реализующееся в этой модели.
Спецификация называется хорновской (универсальной, экзистенциальной, индуктивной и
т. д.), если каждое предложение из нее есть предложение хорновское (соответственно уни-
версальное, экзистенциальное, индуктивное и т. д.).

Пусть (M, µ) – позитивная модель, порожденная сигнатурными константами, и
Φ – универсальная хорновская спецификация в сигнатуре модели M, реализующаяся
в M. В работе [53] установлено, что если Φ не реализуется ни в каком позитивном го-
моморфном образе модели (M, µ), то µ – вычислимая нумерация. Другими словами, если
(M, µ) – позитивная невычислимая модель и Φ – универсальная хорновская специфика-
ция, реализующаяся в M, то в классе Φ-моделей содержатся собственные позитивные
гомоморфные образы модели (M, µ).

Следовательно, никакую позитивную невычислимую модель M нельзя выделить в
классе ее собственных позитивных гомоморфных образов никакой универсальной хор-
новской спецификацией, т. е. если Φ – универсальная хорновская спецификация, реали-
зующаяся в M, то в классе собственных гомоморфных образов этой модели обязательно
присутствуют позитивно представимые. Аналогично, никакую невычислимую позитивную
модель нельзя выделить в классе ее собственных гомоморфных образов никакой универ-
сальной спецификацией [53].

Сказанное поставило проблему определения тонкой грани между выразительными
возможностями языков универсальных хорновских спецификаций и универсальных специ-
фикаций в рамках проблемы универсальной определимости модели в классе ее эффектив-
ных гомоморфных образов (проблема номер 13 из списка вопросов в [12]). Иначе говоря,
можно ли в принципе выделить позитивную невычислимую модель в классе ее собствен-
ных позитивных гомоморфных образов подходящей универсальной спецификацией?

Теорема 89 ([56]). Существует позитивно представимая модель, не обладающая вычис-
лимыми представлениями, которая выделяется в классе своих собственных позитивно
представимых гомоморфных образов подходящей универсальной спецификацией.

Заметим, что теорему 89 можно усилить.
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Следствие 90. Существует позитивно представимая модель, не обладающая вычис-
лимыми представлениями, которая выделяется в классе своих собственных позитивно
представимых гомоморфных образов подходящей бескванторной спецификацией.

Очевидно, что такая спецификация не может быть хорновской.
Таким образом, язык универсальных спецификаций оказывается существенно богаче

языка универсальных хорновских предложений с точки зрения возможности адекватного
описания позитивно представимых моделей.

5.2.1. Универсальные хорновские спецификации. Выше было отмечно, что ни-
какую невычислимую позитивную алгебру нельзя выделить в классе ее собственных по-
зитивных фактор-алгебр никаким вычислимо перечислимым множеством универсальных
хорновских предложений. Аналогично, никакую невычислимую позитивную алгебру нель-
зя выделить в классе ее собственных фактор-алгебр никаким вычислимо перечислимым
множеством универсальных предложений. Оказалось, что универсальная хорновская опре-
делимость в классе собственных вычислимых фактор-алгебр не только возможна, но и
весьма полезна.

Теорема 91 ([57]). Всякая невычислимая позитивная алгебра, выделяемая подходящим
вычислимо перечислимым множеством Q универсальных хорновских предложений в мно-
жестве своих вычислимых фактор-алгебр, имеет континуум Q-конгруэнций (т. е. та-
ких конгруэнций, в факторах по которым реализуется Q).

Например, подбирая подходящие эффективные системы универсальных хорновских
предложений можно показать, что имеет место

Следствие 92. Пусть (A, ν) – позитивная алгебра, удовлетворяющая хотя бы одному
из следующих трех условий:

1) ν не является вычислимо отделимой;
2) характеристическая трансверсаль tr(ker(ν)) иммунна, но не гипериммунна;
3) некоторое конечное обеднение (A, ν) имеет неэффективно бесконечную конечно

порожденную подалгебру.
Тогда A имеет континуум конгруэнций.

Покажем, например, истинность п. 1). Если νm ̸= νn и m,n не отделяются ни-
каким ν-замкнутым вычислимым множеством, то обогатим сигнатуру алгебры A двумя
константными символами c, d, интерпретируя c = νm, d = νn. Тогда хорновское бескван-
торное предложение c ̸= d истинно в (⟨A, c, d⟩, ν), но не реализуется ни в какой вычислимой
фактор-алгебре нумерованной алгебры (A, ν). Применяем теорему 91.

Следствие 93. Всякая алгебра, обладающая позитивной нумерацией с совершенным яд-
ром имеет континуум конгруэнций.

Заметим, что из теоремы 91 также следует, что всякая позитивная алгебра со счетной
решеткой конгруэнций аппроксимируется вычислимыми алгебрами.
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Следствие 94. Всякая конечно порожденная неэффективно бесконечная позитивная ал-
гебра имеет континуум конгруэнций.

Отметим, что условие конечной порожденности в следствии 94 существенно: име-
ются примеры неэффективно бесконечных позитивных алгебр со счетными решетками
конгруэнций (даже алгебр с ненулевыми конгруэнциями только конечного индекса, см.
теорему 28).

5.3. Спецификации негативно представимых моделей данных. Негатив-
но представимые системы представляются во многих аспектах не менее важными, чем
позитивные и понятие эффективно представимой модели отражает тот факт, что далее
мы принимаем тезис о позитивности или негативности любой структуры данных, так как,
во-первых, эти представления лежат на самых нижних этажах арифметической иерархии
и, во-вторых, они достаточно емкие, чтобы содержать в себе значительную часть струк-
тур данных, возникающих на практике. Однако для негативно представимых моделей,
в отличие от позитивно представимых, имеются трудности с однозначным определени-
ем (с точностью до изоморфизма) стандартной модели спецификации. Напомним, что
стандартные модели мы необходимым образом рассматриваем в сигнатурах подходящих
обогащений [49,50].

Определение 95. Структура M сигнатуры Σ называется универсально (экзистенциаль-
но, ∃∀-,∀∃- и т. д.) определимой, если существуют такое ее обогащение M∗ в сигнатуре Σ∗ и
вычислимо перечислимое множество Φ универсальных (экзистенциальных, ∃∀-,∀∃- и т. д.)
предложений сигнатуры Σ∗, что M∗ ⊨ Φ и для всякой Σ∗-структуры ее подструктура,
порожденная константами либо изоморфна M∗, либо не является Φ-структурой.

Отметим, что условие “либо изоморфна M∗, либо не является Φ-структурой” может
давать достаточно большой разброс элементарных свойств системы M∗ и порожденной
константами не Φ-системы, так как, в случае неизоморфности, они не являются элемен-
тарно эквивалентными.

5.3.1. Универсальная и экзистенциальная определимость. Следующее утвер-
ждение очевидно.

Предложение 96. Всякая вычислимо представимая структура универсально (экзистен-
циально) определима.

Предложение 97 ([58]). Существует экзистенциально определимая негативно пред-
ставимая структура, не имеющая позитивных представлений.

Предложение 98 ([58]). Существует экзистенциально определимая позитивно пред-
ставимая структура, не имеющая негативных представлений.

Предложения 97 и 98 показывают, что в отличие от универсальной определимости
невычислимых структур их экзистенциальная определимость возможна.
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Теорема 99 ([58]). Всякая негативно представимая структура экзистенциально опре-
делима.

Известно, что существует такие позитивные алгебры, всякие обогащения которых
(относительно данного представления) локально конечны [59], поэтому вопрос выбора
позитивного представления алгебры имеет ключевое значение. Для негативных алгебр
можно выбирать любую негативную нумерацию и обогатить относительно нее исходную
алгебру так, что полученная алгебра будет конечно порожденной и конгруэнц-простой
[60].

Автору неизвестен ответ на принципиальный вопрос:
всякая ли позитивно представимая структура экзистенциально определима?
Назовем позитивно (негативно) представимую структуру M локально ∃-неопредели-

мой, если всякая конечная совокупность ∃-предложений, реализующаяся в M, реализуется
в некотором собственном гомоморфном образе (соответственно, прообразе) этой структу-
ры.

Предложение 100 ([58]). Существует позитивно (негативно), но не вычислимо пред-
ставимая экзистенциально определимая структура, являющаяся локально ∃-неопредели-
мой.

Заметим, что для систем, конечно порожденных значениями замкнутых термов мож-
но говорить об их позитивности без привязки к конкретному алгоритмическому представ-
лению, так как в этом случае существует единственное, с точностью до вычислимого изо-
морфизма, позитивное представление. Для негативных представлений это не так [42]. В
общем случае для порожденных замкнутыми термами систем существует наименьшее (от-
носительно сводимости классов эквивалентных нумераций) алгоритмическое представле-
ние, индуцированное геделевской нумерацией системы, порожденной значениями термов
в абсолютно свободной алгебре ранга нуль (см. [2]).

Из предложения 100 и результатов работы [60] о представимости конечно порожден-
ной и конгруэнц-простой алгебры над любой негативной эквивалентностью вытекает

Следствие 101. Над любой невычислимой негативной эквивалентностью представима
конечно порожденная конгруэнц-простая алгебра, не являющаяся универсально определи-
мой.

5.3.2. Конечная ∀∃-определимость негативно представимых систем. В теоре-
тической информатике особую роль играют конечные спецификации [19, 44] или, говоря
обычным математическим языком, формальные выражения (в частности, предложения
логики первого порядка), адекватно описывающие специфицируемые понятия.

Пусть M – система конечной сигнатуры Σ, порожденная значениями Σ-констант,
µ – ее стандартная нумерация (т. е. лежащая в наименьшем классе эквивалентных алгорит-
мических представлений системы M относительно сводимости нумераций или, что равно-
сильно, подтверждающая каждое натуральное число значением подходящего
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T (Σ)-терма). Удобно считать, что замкнутый терм как синтаксическое выражение яв-
ляется “номером” или “кодом” класса эквивалентных в M термов.

Структуру M назовем конечно ∀-(∃-,∃∀-,∀∃- и т.д.) определимой, если соответствую-
щее множество Φ∗ из определения 95 в сигнатуре обогащения Σ∗ можно выбрать конечным.

Сравнивая универсальную определимость в смысле определения 95 с конечной эк-
вациональной специфицируемостью [19] следует отметить, что второй метод, основанный
на инициальной семантике, позволяет адекватно описывать и некоторые позитивно пред-
ставимые невычислимые структуры. Но, в этом случае, эквациональная спецификация
реализуется в бесконечном числе собственных позитивных гомоморфных образов специ-
фицируемой структуры. Методы ∀-определимости и конечной ∀-определимости лишены
этого недостатка. Однако платой за точное выделение структуры в классе всех сигнатурно
порожденных является сужение класса таких структур до вычислимо представимых.

В следующем предложении говоря о вычислимости структуры подразумеваем вы-
числимость ее стандартной нумерации.

Предложение 102 ([58]). Для произвольной структуры M следующие условия равно-
сильны:

1) µ вычислима;
2) M является конечно ∀-определимой.

Следствие 103. Всякая вычислимо представимая система M конечной сигнатуры име-
ет обогащение M∗, являющееся инициальной системой некоторого конечно-аксиомати-
зируемого универсального класса, во всех системах которого содержится изоморфная
копия M∗.

Иначе говоря, в более “синтаксической” терминологии, для всякой вычислимо пред-
ставимой системы M конечной сигнатуры существует обогащение M∗ и универсальное
предложение φ такое, что M∗ ⊨ p(t) ⇔ φ ⊢ p(t) и M∗ ⊨ ¬p(t) ⇔ φ ⊢ ¬p(t), где p(t) –
атомарная формула от набора замкнутых термов t.

Предложение 104 ([53]). Если система имеет невычислимое негативное представле-
ние, то всякое ∃∀-предложение, реализующееся в ней, реализуется и в некотором соб-
ственном гомоморфном прообразе этой системы.

Оказалось, что конечная ∀∃-определимость не обеспечивает вычислимость представ-
ления стандартной модели.

Предложение 105 ([58]). Существует конечно ∀∃-определимая негативно представи-
мая система, не имеющая позитивных представлений.

Невычислимые негативные системы, вообще говоря, можно выделять в классе всех
их собственных гомоморфных прообразов ∀∃-предложениями.
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Следствие 106. Существует ∀∃-предложение без вычислимо представимых моделей,
реализующееся в негативно представимой системе.

Следствие 107. Существует негативно представимая система, не имеющая вычис-
лимых представлений, в которой реализуется ∀∃-предложение, не реализующееся ни в
каком собственном гомоморфном прообразе этой системы.

Теорема 108 ([58]). Всякая негативно представимая система, порожденная сигнатур-
ными константами является конечно ∀∃-определимой.

Важно отметить, что в рассматриваемых нами методах описания негативных систем
фактически речь идет об обогащениях расширений. Вопрос существования обогащений
над исходным носителем системы (т. е. всякая ли негативно представимая система имеет
обогащение без новых сортов, являющееся конечно ∀∃-определимым?) является гораздо
более тонким и его решение в настоящее время неизвестно.

5.4. Логические спецификации эффективно отделимых моделей дан-
ных. С учетом вышесказанного, подчеркивая существенность наличия алгоритмически
определяемых отделяющих окрестностей структур данных, заданных своими алгоритми-
ческими представлениями, мы принимаем тезис о наличии эффективно отделимой нумера-
ции любой структуры данных. Одним из обоснований этого направления в теоретической
информатике является следующий факт.

Теорема 109 ([61]). Всякая универсальная алгебра, имеющая эффективно отделимое ал-
горитмическое представление является ∃∀∃-определимой.
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