
МАТЕМАТИКА И ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ, 103–123

Том 2, Выпуск 4 УДК 519.713.2
Стр. 103–123 (2024) MSC 20M35

Относительно элементарная определимость класса
универсальных частичных графовых полуавтоматов в

классе полугрупп

В.А. Молчанов, Р.А. Фарахутдинов

Аннотация. Работа посвящена алгебраической теории структуризированных
автоматов. Рассматриваются полугрупповые автоматы без выходных сигна-
лов над графами, которые называются графовыми полуавтоматами. Изуча-
ются частичные графовые полуавтоматы, каждый входной сигнал которых
является частичным эндоморфизмом графа состояний. В категории частич-
ных графовых полуавтоматов над графом G = (X, ρ) особое внимание уделя-
ется полуавтомату PAtm(G) = (G,PEnd(G), ⋆) с полугруппой PEnd(G) всех
частичных эндоморфизмов графа G, так как он является универсально при-
тягивающим объектом в данной категории и называется универсальным ча-
стичным графовым полуавтоматом. Основной результат работы состоит в до-
казательстве относительно элементарной определимости класса универсаль-
ных частичных графовых полуавтоматов над нетривиальными рефлексивны-
ми графами в классе полугрупп и ее приложений.
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Введение

Особое место в алгебраической теории автоматов занимает исследование автоматов
в категориях [1], т. е. автоматов, основные множества которых наделены дополнитель-
ными математическими структурами из категории K, а функции переходов и выходов
являются морфизмами этой категории. В настоящей работе исследуются полугрупповые
автоматы без выходных сигналов в категории графов – графовые полуавтоматы [2], у
которых множество состояний наделено структурой графа, сохраняющегося функциями
переходов полуавтомата.

При исследовании таких математических объектов естественно возникает интерес к
их изучению с помощью производных алгебраических систем, связанных специальным об-
разом с исходными объектами. Это направление имеет непосредственное отношение к про-
блеме С.Улама [3] характеризации математических объектов с помощью алгебр эндомор-
физмов и автоморфизмов. Принципиальный вопрос состоит в том, как точно производная
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алгебраическая система определяет исходный объект. Для решения этого вопроса прово-
дятся исследования, которые позволяют оценить взаимосвязь исходного объекта с произ-
водной алгебраической системой. В частности, для групп автоморфизмов алгебраических
систем, полугрупп эндоморфизмов графов, колец эндоморфизмов модулей подобные ис-
следования проводились Б.И. Плоткиным [4], А.Г.Пинусом [5, 6], Ю.М.Важениным [7, 8],
Л.М. Глускиным [9,10], А.В.Михалёвым [11] и другими.

Хорошо известно [12], что эффективным способом решения проблем элементарной
классификации исходных объектов с помощью теорий первого порядка производных ал-
гебраических систем и проблем разрешимости теорий первого порядка производных ал-
гебраических систем является метод относительно элементарной определимости одного
класса моделей K в другом классе моделей K1, суть которого заключается в построе-
нии изоморфной копии исходной модели A ∈ K в ее производной алгебраической системе
S(A) ∈ K1 с помощью средств узкого исчисления предикатов (УИП) сигнатуры класса K1

и некоторых фиксированных элементов модели S(A).
В работе [13] доказана относительно элементарная определимость класса универ-

сальных графовых полуавтоматов над нетривиальными квазибесконтурными рефлексив-
ными графами в классе полугрупп. Настоящая работа продолжает исследование графовых
полуавтоматов. Здесь рассматриваются частичные графовые полуавтоматы, т. е. такие по-
луавтоматы, у которых входные сигналы являются частичными эндоморфизмами графа
состояний. Для класса универсальных частичных графовых полуавтоматов над нетриви-
альными рефлексивными графами решается вопрос его относительно элементарной опре-
делимости в классе полугрупп. Приводятся приложения этого результата к исследованию
взаимосвязи свойств таких полуавтоматов и их полугрупп входных сигналов.

1. Основные понятия и определения

В работе используется общепринятая терминология теории алгебраических систем
из [14], теории графов из [15], теории полугрупп из [16] и теории автоматов из [1].

Далее всюду под графом будем понимать ориентированный граф. Граф G = (X, ρ)

называется рефлексивным, если у каждой его вершины есть петля, т. е. для любого x ∈ X

выполняется условие (x, x) ∈ ρ. Граф G = (X, ρ) называется симметричным, если для
любых вершин x, y ∈ X из условия (x, y) ∈ ρ следует (y, x) ∈ ρ, т. е. у каждой дуги есть
встречная дуга (петли встречны сами себе). Граф G̃ = (X, ρ−1) называется двойственным
графом для графа G = (X, ρ). Граф G = (X, ρ) называется тривиальным, если ρ = ∅, или
ρ = ∆X , или ρ = X×X. Дугу графа будет называть собственной, если у нее нет встречной
дуги.

Следуя [17], под частичным преобразованием множества X понимается однознач-
ное бинарное отношение f ⊂ X ×X с областью определения dom f и множеством значе-
ний Im f . Частичное преобразование f множества X называется частичным эндоморфиз-
мом графа G = (X, ρ), если для любых x, y ∈ dom f из (x, y) ∈ ρ следует (f(x), f(y)) ∈ ρ.
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Множество всех частичных эндоморфизмов графа G с композицией образуют полугруп-
пу PEnd(G), которая называется полугруппой частичных эндоморфизмов графа G.

В работе под частичным полуавтоматом понимается алгебраическая система
A = (X,S, ⋆), состоящая из непустого множества состояний X, полугруппы входных сиг-
налов S = (S, ·) и частичной функции переходов ⋆ : X×S → X, согласованной с операцией
умножения полугруппы по правилу x⋆(s1·s2) = (x⋆s1)⋆s2 для любых x ∈ X, s1, s2 ∈ S, удо-
влетворяющих условию (x, s1), (x⋆s1, s2), (x, s1·s2) ∈ dom ⋆. Для каждого входного сигнала
s ∈ S частичного полуавтомата определена частичная функция переходов δs(x) = x ⋆ s,
где (x, s) ∈ dom ⋆.

Далее рассматриваются полуавтоматы A = (X,S, ⋆) без равнодействующих входных
сигналов, в которых разные входные сигналы s1, s2 ∈ S определяют разные функции пе-
реходов δs1 ̸= δs2 . Для таких полуавтоматов входные сигналы можно отождествлять с
определяемыми ими функциями переходов и полугруппу входных сигналов S рассмат-
ривать как полугруппу частичных преобразований множества состояний X. Полугруппа
входных сигналов полуавтомата A обозначается символом Inp(A).

Частичный полуавтомат A = (X,S, ⋆) называется графовым, если множество его со-
стояний X наделено такой структурой графа G = (X, ρ), что для любого входного сигнала
s ∈ S частичная функция переходов δs является частичным эндоморфизмом графа G.
Символически такие полуавтоматы обозначаются A = (G,S, ⋆). Для графового полуавто-
мата A = (G,S, ⋆) полуавтомат Ã = (G̃, S, ⋆) называется двойственным полуавтоматом.

Согласно [1] частичный графовый полуавтомат PAtm(G) = (G,PEnd(G), ⋆) с полу-
группой входных сигналов PEnd(G) и функцией переходов x ⋆ s = s(x) (здесь x ∈ X,
s ∈ S и (x, s) ∈ dom ⋆) является универсально притягивающим объектом в категории ча-
стичных графовых полуавтоматов над графом G и называется универсальным частичным
графовым полуавтоматом.

Изоморфизмом графового полуавтомата A1 = (G1, S1, ⋆1) над графом G1 = (X1, ρ1)

на графовый полуавтомат A2 = (G2, S2, ⋆2) над графом G2 = (X2, ρ2) называется пара
отображений γ = (f, g), где f : G1 → G2 – изоморфизм графа G1 на граф G2, g : S1 → S2

– изоморфизм полугруппы S1 на полугруппу S2, и для любых x ∈ X, s ∈ S выполняются
условия f(x ⋆1 s) = f(x) ⋆2 g(s).

2. Относительно элементарная определимость

Введем следующие формулы языка элементарной теории полугрупп LS:

I(x) = (x ̸= 0 ∧ x · x = x),

J(x) = (I(x) ∧ (∀y)(I(y) ∧ x · y = y ⇒ y · x = x)),

M(x) = (J(x) ∧ (∀y)(J(y) ∧ y · x ̸= 0 ⇒ y · x = y)).

Лемма 1. Для полугруппы PEnd(G) частичных эндоморфизмов графа G = (X, ρ) спра-
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ведливы следующие утверждения:
1) для элемента φ ∈ PEnd(G) выполнимость условия J(φ) равносильна тому, что

φ является непустым идемпотентным частичным эндоморфизмом графа G с
одноэлементным множеством значений Im φ = {a} для некоторого a ∈ X;

2) для элемента φ ∈ PEnd(G) выполнимость условия M(φ) равносильна тому, что
φ является частичным одноэлементным тождественным эндоморфизмом гра-

фа G вида φ =

(
a

a

)
для некоторого a ∈ X.

Доказательство. Пусть частичный эндоморфизм φ ∈ PEnd(G) удовлетворяет условию
J(φ). Тогда φ есть идемпотентный частичный эндоморфизм графа G с множеством значе-
нием Im φ, для которого |Im φ| > 0. Следовательно, Im φ ⊂ dom φ и φ ↾ Im φ = ∆Im φ. Для

вершины x ∈ Im φ выполняется x ∈ φ−1(x), и частичное преобразование ψ =

(
φ−1(x)

x

)
яв-

ляется ненулевым идемпотентным частичным эндоморфизмом графа G, для которого вы-
полняется равенство φψ = ψφ = ψ. Так как полугруппа PEnd(G) содержит все частичные
тождественные эндоморфизмы графа G, в том числе ∆φ−1(x), то композиция ψ = ∆φ−1(x) φ

тоже принадлежит полугруппе PEnd(G). Тогда из условия J(φ) следует равенство ψφ = φ.
Значит, φ = ψ есть частичный эндоморфизм графа G с одноэлементным множеством зна-
чений Im φ = {x}.

Обратно, пусть частичный эндоморфизм φ ∈ PEnd(G) имеет вид φ =

(
φ−1(x)

x

)
для

некоторого x ∈ X, и ненулевой идемпотентный частичный эндоморфизм ψ графа G удо-
влетворяет условию φψ = ψ. Тогда x ∈ dom ψ, dom ψ = dom φ = φ−1(x). Следовательно,
ψ = φ, ψφ = φ2 = φ. Значит, выполняется условие J(φ). Таким образом, утверждение 1)
доказано.

Пусть частичный эндоморфизм φ ∈ PEnd(G) удовлетворяет условию M(φ). Тогда
φ есть идемпотентный частичный эндоморфизм графа G с одноэлементным множеством
значений Im φ = {xφ} для некоторого xφ ∈ X, и для любого идемпотентного частичного
эндоморфизма ψ графа G с одноэлементным множеством значений Im ψ = {xψ} (xψ ∈ X)
из условия ψφ ̸= 0 следует ψφ = ψ. Условие ψφ ̸= 0 эквивалентно тому, что xψ ∈ dom φ, а
равенство ψφ = ψ равносильно тому, что Im φ = Im ψ. Следовательно, xφ = xψ. Поскольку
полугруппа PEnd(G) содержит все частичные тождественные эндоморфизмы графа G, то

для произвольной вершины x ∈ dom φ частичный эндоморфизм ψ =

(
x

x

)
принадлежит

полугруппе PEnd(G) и удовлетворяет условию ψφ ̸= 0. Отсюда следует, что x = xφ и,
в силу произвольности выбора x ∈ dom φ, выполняется dom φ = {xφ} и, как результат,

φ =

(
xφ
xφ

)
.

Обратно, пусть φ ∈ PEnd(G) есть частичный одноэлементный тождественный эндо-
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морфизм графа G вида φ =

(
xφ
xφ

)
для некоторого xφ ∈ X. Тогда для любого идемпо-

тентного частичного эндоморфизма ψ графа G с одноэлементным множеством значений
Im ψ = {xψ} из условия ψφ ̸= 0 следует xψ = xφ. Следовательно, ψφ = ψ. Значит, выпол-
няется условие M(φ). Таким образом, утверждение 2) доказано.

Для элемента x ∈ X символом x обозначим одноэлементное тождественное преобра-

зование

(
x

x

)
множества X. Легко видеть, что справедливо следующее утверждение.

Лемма 2. Для универсального частичного графового полуавтомата PAtm(G) =

(G,PEnd(G), ⋆) над графом G = (X, ρ) при любых x, y ∈ X и s ∈ PEnd(G) условие x·s·y ̸= ∅
равносильно тому, что s(x) = y, т. е. x ⋆ s = y.

Доказательство. Пусть для произвольных x, y ∈ X и s ∈ PEnd(G) выполняется условие
x · s · y ̸= ∅. Это означает, что x ∈ dom s, y = s(x). Тогда по определению функции перехо-
дов ⋆ графового полуавтомата PAtm(G) получим x ⋆ s = s(x) = y.

Для частичного полуавтомата A = (X,S, ⋆) c полугруппой входных сигналов S на
множестве состояний X определяются следующие канонические отношения:

β = {((x, y), (u, v)) ∈ X2 ×X2 : (∃s ∈ S)(x ⋆ s = u ∧ y ⋆ s = v)},
P = {(x, y) ∈ X2 \∆X : X2 ⊂ β(x, y)},
R = {(x, y) ∈ X2 : X2 \∆X ⊂ β−1(x, y)},
Q = X2 \ (P ∪R).

Справедлива следующая лемма.

Лемма 3. Для универсального частичного графового полуавтомата PAtm(G) =

(G,PEnd(G), ⋆) над нетривиальным рефлексивным графом G = (X, ρ) справедливы утвер-
ждения:

1) для элементов x, y ∈ X условие (x, y) ∈ P равносильно тому, что вершины x, y

несмежны в графе G;
2) для элементов x, y ∈ X условие (x, y) ∈ R равносильно тому, что вершины x, y

в графе G соединяются встречными дугами;
3) для элементов x, y ∈ X условие (x, y) ∈ Q равносильно тому, что вершины x, y

в графе G соединяются собственной дугой.

Доказательство. Пусть для элементов x, y ∈ X выполняется условие (x, y) ∈ P . Посколь-
ку граф G нетривиальный рефлексивный, найдутся такие элементы c, d ∈ X, что (c, d) /∈ ρ.
По определению отношения P это означает, что в полугруппе PEnd(G) существуют ча-
стичные эндоморфизмы, отображающие пару вершин (x, y) в пару несмежных вершин
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(c, d). Следовательно, вершины x и y также несмежны. В обратную сторону очевидно.
Таким образом, утверждение 1) доказано.

Пусть для элементов x, y ∈ X выполняется условие (x, y) ∈ R. Если x = y, то утвер-
ждение 2) выполняется, поскольку петля встречна сама себе. Пусть теперь x ̸= y. Посколь-
ку граф G нетривиальный рефлексивный, то в нем найдется дуга, не являющаяся петлей,
т. е. некоторая дуга (a, b) ∈ ρ, a ̸= b. По определению отношения R это означает, что в по-

лугруппе PEnd(G) существуют частичные эндоморфизмы

(
a b

x y

)
,

(
b a

x y

)
∈ PEnd(G).

Следовательно, (x, y) ∈ ρ ∩ ρ−1. В обратную сторону доказательство очевидно. Таким
образом, утверждение 2) доказано.

Пусть для элементов x, y ∈ X выполняется условие (x, y) ∈ Q. Так как (x, y) /∈ P , то
из пункта 1) следует, что x и y смежны. Поскольку, кроме этого, (x, y) /∈ R, то из пункта 2)
следует, что x и y не соединяются встречными дугами. Следовательно, x и y соединяются
собственной дугой.

Введем следующие формулы языка элементарной теории полугрупп LS:

Π(x, y, u, v) = (M(x) ∧M(y) ∧M(u) ∧M(v) ∧ (∃s)(x · s · u ̸= 0 ∧ y · s · v ̸= 0)),

ΦP (x, y) = (x ̸= y ∧M(x) ∧M(y) ∧ (∀u, v)(M(u) ∧M(v) ⇒ Π(x, y, u, v))),

ΦR(x, y) = (M(x) ∧M(y) ∧ (∀u, v)(M(u) ∧M(v) ∧ u ̸= v ⇒ Π(u, v, x, y))),

ΦQ(x, y) = ¬Π(x, y, y, x),
Φ0(x, y) = ΦQ(x, y) ∨ (¬(∃u, v) ΦQ(u, v) ∧ x ̸= y ∧ ΦR(x, y)),

D(x, y, z) = (M(x) ∧M(z) ∧ x · y · z ̸= 0).

Имеет место следующая лемма.

Лемма 4. Для универсального частичного графового полуавтомата PAtm(G) над нетри-
виальным рефлексивным графом G = (X, ρ) с полугруппой входных сигналов S = PEnd(G)

справедливы утверждения:
1) для элементов xi ∈ S, i = 1, 4 условие Π(x1, x2, x3, x4) равносильно тому, что

для некоторых элементов ai ∈ X, i = 1, 4 и s ∈ PEnd(G) выполняется xi = ai,
i = 1, 4 и a1 ⋆ s = a3, a2 ⋆ s = a4;

2) для элементов x, y ∈ S условие ΦP (x, y) равносильно тому, что выполняется
x = a, y = b для некоторых несмежных вершин a, b ∈ X графа G;

3) для элементов x, y ∈ S условие ΦR(x, y) равносильно тому, что выполняется
x = a, y = b для некоторых соединенных встречными дугами вершин a, b ∈ X

графа G;
4) для элементов x, y ∈ S условие ΦQ(x, y) равносильно тому, что выполняется

x = a, y = b для некоторых соединенных собственной дугой вершин a, b ∈ X

графа G;
5) формула Φ0(x, y) выполнима в полугруппе PEnd(G).
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Доказательство. Пусть для элементов xi ∈ S, i = 1, 4 выполняется условие Π(x1, x2, x3, x4).
Отсюда по определению следует, что для элементов xi выполняются формулы M(xi). То-
гда по лемме 1 выполняются равенства xi = ai для некоторых элементов ai ∈ X. Более
того, найдется s ∈ S такой, что a1 · s · a3 ̸= 0 и a2 · s · a3 ̸= 0. Отсюда по лемме 2 получаем,
что a1 ⋆ s = a3, a2 ⋆ s = a4. Утверждение 1) доказано.

Утверждения 2), 3) следуют непосредственно из леммы 3 и определения предикатов
ΦP , ΦR, поскольку в этих формулах выражены теоретико-множественные определения
этих предикатов. В силу леммы 3 для элементов x, y ∈ S условие Φ(x, y) = ¬ΦP (x, y)∧
¬ΦR(x, y) равносильно тому, что выполняется x = a и y = b для некоторых соединенных
собственной дугой вершин a, b ∈ X графа G. С другой стороны, в силу леммы 3 в по-
лугруппе S условие Π(x, y, y, x) равносильно выполнимости формулы ΦP (x, y) ∨ ΦR(x, y).
Отсюда следует, что условие ΦQ(x, y) равносильно тому, что вершины a и b в графе G
соединяются собственной дугой. Утверждение 4) доказано.

Докажем утверждение 5). Если нетривиальный рефлексивный граф G не симмет-
ричный, то в нем найдется собственная дуга (a, b) ∈ ρ. Тогда для элементов x = a ∈ S,
y = b ∈ S выполняется формула ΦQ(x, y) и, следовательно, выполняется формула Φ0(x, y).
Если же граф G симметричный, то, очевидно, в нем нет ни одной собственной дуги, сле-
довательно не найдется элементов (u, v) ∈ S, для которых выполняется формула ΦQ(u, v).
При этом в симметричном графе каждая дуга имеет встречную. Тогда по условию 3) для
некоторых элементов (x, y) ∈ S выполняется формула ΦR(x, y) и, следовательно, выпол-
няется формула Φ0(x, y). Таким образом, формула Φ0(x, y) в любом случае выполнима в
полугруппе S.

Следующий результат доказывает относительно элементарную определимость клас-
са универсальных частичных графовых полуавтоматов над нетривиальными рефлексив-
ными графами в классе полугрупп.

Теорема 5. Для любого универсального частичного графового полуавтомата PAtm(G)

над нетривиальным рефлексивным графом G = (X, ρ) выполняются следующие условия:
1) множество X = {s ∈ PEnd(G) | M(s)} непусто;
2) формула D(x, y, z) определяет тернарное отношение ⋆ ⊂ X ×S ×X, удовлетво-

ряющее условию (x, y, z1), (x, y, z2) ∈ ⋆⇒ z1 = z2;
3) в полугруппе входных сигналов PEnd(G) найдутся такие элементы x0, y0, что

формула Π(x0, y0, x, y) задает бинарное отношение ρ на множестве X, для ко-
торого графовый полуавтомат A = (G,PEnd(G), ⋆) над графом G = (X, ρ) изо-
морфен полуавтомату PAtm(G).

Доказательство. Пусть A = PAtm(G) – универсальный частичный графовый полуавто-
мат над нетривиальным рефлексивным графом G = (X, ρ) с полугруппой входных сиг-
налов S = PEnd(G). Так как полугруппа S содержит все тождественные преобразова-
ния x для всех вершин x ∈ X, то по лемме 1, условие 1) выполняется, т. е. множество
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X = {s ∈ PEnd(G) | M(s)} непусто. Помимо этого, соответствие x 7→ x (x ∈ X) определя-
ет биективное отображение f множества вершин X на множество X всех одноэлементных
частичных тождественных преобразований из S.

Формула D(x, y, z) определяет в полугруппе S тернарное отношение ⋆ ⊂ X × S ×X,
так как для любых x, y, z ∈ S из D(x, y, z) следует x, z ∈ X. Тогда x = u, z = v для
некоторых u, v ∈ X. Кроме того, из выполнимости формулы D(x, y, z) получаем

x · y · z = u · y · v =

(
u

u

)
· y ·

(
v

v

)
̸= 0

и, следовательно, по лемме 2 u ∈ dom y и v = y(u). Таким образом, z = y(u). Поскольку
y ∈ S – преобразование множества X, удовлетворяющее свойству однозначности, то из
(x, y, z1), (x, y, z2) ∈ ⋆ следует равенство z1 = z2. Тогда отношение ⋆ можно рассматри-
вать как частичное отображение множества X × S в множество X. Значит, условие 2)
выполняется.

Так как по условию теоремы G = (X, ρ) – нетривиальный рефлексивный граф, то
в нем найдется дуга (a0, b0) ∈ ρ, не являющаяся петлей (т. е. a0 ̸= b0). Если граф G сим-
метричный, то пусть (a0, b0) – это произвольная дуга (a0, b0) ∈ (ρ ∩ ρ−1) \ ∆X , в против-
ном случае пусть (a0, b0) – произвольная собственная дуга (a0, b0) ∈ ρ \ ρ−1. Обозначим,
f(a0) = a0 = x0, f(b0) = b0 = y0.

Формула Π(x0, y0, x, y) определяет в полугруппе S бинарное отношение ρ ⊆ X ×X,
так как для любых x, y ∈ S из Π(x0, y0, x, y) следует x, y ∈ X.

Таким образом, получаем частичный графовый полуавтомат A = (G,S, ⋆) над гра-
фом G = (X, ρ). Покажем, что этот полуавтомат изоморфен исходному универсальному
частичному графовому полуавтомату A = PAtm(G) над нетривиальным рефлексивным
графом G = (X, ρ).

Изоморфизм γ графовых полуавтоматов PAtm(G) и A = (G,S, ⋆) определяется как
изоморфизм двухосновных алгебраических систем PAtm(G) и A упорядоченной парой
γ = (f1, f2) биекций f1 : G→ G, f2 : S → S, удовлетворяющих при любых x, y ∈ X, s, t ∈ S

условиям:

(x, y) ∈ ρ⇐⇒ (f1(x), f1(y)) ∈ ρ,

f2(s · t) = f2(s) · f2(t),
f1(x ⋆ s) = f1(x) ⋆ f2(s).

Положим в нашем случае f1 = f , f2 = ∆S и покажем, что γ = (f,∆S) является
изоморфизмом PAtm(G) на A.

Во-первых, покажем, что отображение f определяет изоморфизм графаG = (X, ρ) на
графG = (X, ρ), т. е. для любых x, y ∈ X выполняется условие (x, y) ∈ ρ⇔ (f(x), f(y)) ∈ ρ.
Пусть для произвольных вершин x, y ∈ X выполняется (x, y) ∈ ρ. Тогда для фиксирован-
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ных ранее элементов a0, b0 ∈ X существует частичный эндоморфизм φ =

(
a0 b0
x y

)
∈ S,

для которого выполняются следующие равенства:

x0 · φ · x = a0 · φ · x ̸= 0,

y0 · φ · y = b0 · φ · y ̸= 0,

т. е. по лемме 2 x = φ(a0), y = φ(b0). Это означает, что для элементов f(x) = x, f(y) = y из
множества X выполняется формула Π(x0, y0, f(x), f(y)), т. е. по определению отношения ρ
выполняется (f(x), f(y)) ∈ ρ.

С другой стороны, пусть для элементов f(x) = x, f(y) = y из множества X выполня-
ется (f(x), f(y)) ∈ ρ. Покажем, что (x, y) ∈ ρ. По определению бинарного отношения ρ для
некоторого частичного эндоморфизма s ∈ S выполняются условия x0 ·s ·x ̸= 0, y0 ·s ·y ̸= 0.
Значит, по лемме 2 s(a0) = x и s(b0) = y. Так как (a0, b0) ∈ ρ и s – частичный эндоморфизм
графа G = (X, ρ), то по определению частичного эндоморфизма (x, y) ∈ ρ. Таким образом,
f – изоморфизм графа G = (X, ρ) на граф G = (X, ρ). Следовательно, G = (X, ρ) также
является нетривиальным рефлексивным графом.

Покажем, что изоморфизм γ согласован с функциями переходов полуавтоматов
PAtm(G) и A. По определению функции переходов ⋆ в универсальном частичном гра-
фовом полуавтомате PAtm(G) для любых (x, s) ∈ dom ⋆ выполняется x ⋆ s = s(x). Тогда
по построению отображения f выполняется равенство f(x ⋆ s) = f(s(x)) = s(x). С другой
стороны, по определению функции переходов ⋆ в полуавтомате A выполняется равенство
f(x) ⋆∆S(s) = x ⋆ s = s(x). Следовательно, f(x⋆s) = f(x) ⋆∆S(s) для любых (x, s) ∈ dom ⋆

(где x ∈ X, s ∈ S).
Значит, полуавтоматы PAtm(G) и A изоморфны.

Таким образом, доказанная выше теорема показывает, что универсальный частич-
ный графовый полуавтомат над нетривиальным рефлексивным графом с точностью до
изоморфизма представляется как алгебраическая система, построенная в полугруппе вход-
ных сигналов этого полуавтомата.

С теоретико-модельной точки зрения частичный графовый полуавтоматA = (G,S, ⋆)

над графом G = (X, ρ) с полугруппой входных сигналов S = (S, ·) и частичной функцией
переходов ⋆ : X × S → X рассматривается как двухосновная алгебраическая Ω-система
A = (X,S,Ω) c двумя базисными множествами X,S и сигнатурой Ω = {B, ·, ⋆). Здесь X
– множество вершин графа состояний G, B – бинарный предикатный символ отношения
смежности на множестве X, · – бинарный функциональный символ композиции элементов
полугруппы, ⋆ – бинарный функциональный символ функции переходов. Элементарная
теория универсальных частичных графовых полуавтоматов определяется в стиле аксио-
матики Гильберта геометрии плоскости с помощью языка УИП с двухсортными перемен-
ными LA. Алфавит такого языка состоит из:

1) счетного множества индивидуальных переменных первого сорта для обозначения
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элементов множества вершин графа состояний полуавтомата;
2) счетного множества индивидуальных переменных второго сорта для обозначения

входных сигналов полуавтомата;
3) из двухместного предикатного символа B типа (1, 1) для обозначения отношения

смежности на множестве вершин графа состояний полуавтомата;
4) из двухместного функционального символа · типа (2, 2, 2) для обозначения ком-

позиции в полугруппе входных сигналов полуавтомата;
5) из двухместного функционального символа ⋆ типа (1, 2, 1) для обозначения функ-

ции переходов полуавтомата;
6) из конечного множества логических и технических символов, таких как

¬, ∧, ∨, =⇒, ⇐⇒, ∀1, ∃1, ∀2, ∃2, = и (, ).

Для языка LA термы и формулы определяются аналогично тому, как это делается
в работе [13]. Двойственной для формулы Φ называется формула Φ̆, которая получается
из формулы Φ заменой всех ее атомарных подформул вида B(t1, t2) формулами B(t2, t1).

Формула Φ языка LA истинна на алгебраической Ω-системе A, если она образует
истинное утверждение об этой системе при любой интерпретации ее свободных индивиду-
альных переменных в алгебраической системе A. Такой факт символически описывается
формулой A |= Φ.

Формула языка LA без свободных переменных называется предложением. Множе-
ство всех предложений языка LA, истинных на алгебраической системе A, обозначается
через Th(A) и называется элементарной теорией алгебраической Ω-системы A. Полуав-
томаты A, A′ называются элементарно эквивалентными (обозначается A ≡ A′), если
Th(A) = Th(A′). Это означает, что полуавтоматы A, A′ не могут быть различимы с
помощью свойств, выраженных формулами языка УИП LA.

Теорема 6. Для любой формулы Φ языка элементарной теории графовых полуавтома-
тов LA существует эффективно построенная формула Φ языка элементарной теории
полугрупп LS такая, что если формула Φ истинна на универсальном частичном гра-
фовом полуавтомате A = PAtm(G) над нетривиальным рефлексивным графом G, то
формула Φ истинна на его полугруппе входных сигналов Inp(A) = PEnd(G) и, с другой
стороны, если формула Φ истинна на полугруппе входных сигналов Inp(A), то на универ-
сальном частичном графовом полуавтомате A истинна формула Φ или двойственная
ей формула Φ̆.

Доказательство. Для формул языка LA элементарной теории графовых полуавтоматов
рассмотрим следующую синтаксическую трансформацию в формулы языка LS элементар-
ной теории полугрупп. Пусть t = t(y1, . . . , yn) – терм языка LA с переменными y1, . . . , yn.
Для такого терма t эффективно построим терм t сигнатуры языка LS по следующему
правилу:
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1) если t является индивидуальной переменной yi, обозначающей элемент множества
вершин графа состояний полуавтомата, то t есть индивидуальная переменная yi,
обозначающая элемент полугруппы входных сигналов;

2) если t является индивидуальной переменной yi, обозначающей входной сигнал
полуавтомата, то t есть тот же самый терм yi;

3) если t = t1 · t2 для термов t1, t2 второго сорта (обозначающих входные сигналы
полуавтомата), то t есть терм t1 · t2;

4) если t = t1 ⋆ t2 для терма t1 первого сорта (обозначающего элементы множества
вершин графа состояний полуавтомата) и терма t2 второго сорта (обозначающего
входные сигналы полуавтомата), то t есть терм t1 · t2.

Пусть теперь Φ = Ψ(y1, . . . , yn) – формула языка LA с переменными y1, . . . , yn, бинар-
ным предикатным символом B и двумя бинарными функциональными символами ·, ⋆. Для
такой формулы Φ эффективно построим формулу Φ̆ языка LS по следующему правилу:

1) если Φ есть атомарная формула t1 = t2, то Φ̆ есть формула t1 = t2;
2) если Φ есть атомарная формула B(t1, t2) для двух термов t1, t2 первого сорта

(обозначающих элементы множества вершин графа состояний полуавтомата), то
Φ̆ есть формула Π(x0, y0, t1, t2);

3) если Φ есть формула Φ1 τ Φ2, где τ – один из символов ∧, ∨, ⇒, ⇔, то Φ̆ есть
формула Φ̆1 τ Φ̆2;

4) если Φ есть формула ¬Φ, то формула Φ̆ есть формула ¬Φ̆;
5) если Φ есть формула (∀1yi) Ψ(y1, . . . , yn) (соответственно, (∃1yi) Ψ(y1, . . . , yn)) для

индивидуальной переменной yi, обозначающей элемент множества вершин графа
состояний полуавтомата, то Φ̆ есть формула (∀yi)(M(yi) ⇒ Ψ̆) (соответственно,
(∃yi)(M(yi) ∧ Ψ̆));

6) если Φ есть формула (∀2yi) Ψ(y1, . . . , yn) (соответственно, (∃2yi) Ψ(y1, ..., yn)) для
индивидуальной переменной yi, обозначающей входной сигнал полуавтомата, то
Φ̆ есть формула (∀yi) Ψ̆ (соответственно, (∃yi) Ψ̆).

Таким образом, для каждой формулы Φ языка LA элементарной теории графовых
полуавтоматов можно определить формулу Φ языка LS элементарной теории полугрупп
по правилу:

Φ = (∃ x0, y0)(Φ0(x0, y0) ∧ Φ̆).

Поскольку изоморфные алгебраические системы A = PAtm(G) над графом G = (X, ρ)

и A = (G,PEnd(G), ⋆) над графом G = (X, ρ) элементарно эквивалентны, то для любой
формулы Φ языка LA элементарной теории графовых полуавтоматов формула A |= Φ рав-
носильна формуле A |= Φ. По аналогии с доказательством [18, теорема 3.1.8], индукцией
относительно порядка формулы Φ можно доказать следующее свойство:

A |= Φ ⇐⇒ Inp(A) |= Φ.

Следовательно, если Φ истинна на универсальном частичном графовом полуавтомате A,
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то формула Φ истинна на его полугруппе входных сигналов Inp(A), т. е. выполняется
условие

A |= Φ =⇒ Inp(A) |= Φ.

С другой стороны, ввиду того, что Inp(A) = Inp(Ã) и либо A изоморфен A при
определении отношения смежности ρ с помощью формулы Π(x0, y0, x, y) для (x0, y0) ∈ ρ,
x0 ̸= y0, либо Ã изоморфен A при определении ρ с помощью формулы Π(x0, y0, x, y) для
(y0, x0) ∈ ρ, x0 ̸= y0, выполняется условие

Inp(A) |= Φ =⇒ (A |= Φ ∨A |= Φ̆).

3. Приложения относительно элементарной определимости

Доказанная относительно элементарная определимость класса универсальных ча-
стичных графовых полуавтоматов в классе полугрупп и эффективное преобразование
формул элементарной теории графовых полуавтоматов в формулы элементарной теории
полугрупп позволяют исследовать такие вопросы, как определяемость универсальных ча-
стичных графовых полуавтоматов своими полугруппами входных сигналов, относитель-
ная аксиоматизируемость подклассов универсальных частичных графовых полуавтоматов
над нетривиальными рефлексивными графами формулами языка элементарной теории
полугрупп и другие.

Следующая теорема показывает взаимосвязь универсальных частичных графовых
полуавтоматов, у которых изоморфны полугруппы входных сигналов.

Теорема 7. Для любых универсальных частичных графовых полуавтоматов
A1 = PAtm(G1), A2 = PAtm(G2) над рефлексивными графами G1 = (X1, ρ1), G2 = (X2, ρ2)

такими, что хотя бы один из них нетривиален, следующие условия эквивалентны:
1) полугруппа Inp(A1) входных сигналов частичного полуавтомата A1 изоморфна

полугруппе Inp(A2) входных сигналов частичного полуавтомата A2;
2) частичный полуавтомат A1 изоморфен частичному полуавтомату A2 или двой-

ственному для него частичному полуавтомату Ã2.

Доказательство. Докажем 1) =⇒ 2). Пусть φ – изоморфизм полугруппы Inp(A1) на по-
лугруппу Inp(A2), и пусть, для определенности, G1 = (X1, ρ1) – нетривиальный рефлексив-
ный граф. Тогда найдется дуга (a0, b0) ∈ ρ1 \∆X1 и по лемме 4 для элементов
x0 = a0, y0 = b0 в полугруппе Inp(A1) выполняется Φ0(x0, y0). Следовательно, φ(x0) = c0,
φ(y0) = d0 для вершин c0, d0 ∈ X2. При этом в полугруппе Inp(A2) выполняется формула
Φ0(φ(x0), φ(y0)). Тогда в силу леммы 4 (c0, d0) ∈ ρ2 \∆X2 или (d0, c0) ∈ ρ2 \∆X2 .

В теореме 5 в полугруппе входных сигналов Inp(A1) полуавтомата A1 с помощью
формул языка элементарной теории полугрупп LS и фиксированных элементов
x0, y0 ∈ Inp(A1) строится изоморфный A1 полуавтомат A1 над графом G1 = (X1, ρX1

).
Отношение смежности ρX1

определяется предикатом Π(x0, y0, x, y) элементарной теории
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полугрупп LS. Аналогично, используя формулы элементарной теории полугрупп LS, в
полугруппе Inp(A2) с помощью элементов φ(x0) и φ(y0) определяется полуавтомат A2, та-
кой, что A2 изоморфен A2. Отношение смежности ρX2

графа G2 = (X2, ρX2
) определяется

предикатом Π(φ(x0), φ(y0), x, y) элементарной теории полугрупп LS.
Поскольку полуавтоматы A1, A2 выражаются в соответствующих полугруппах

Inp(A1), Inp(A2) формулами языка LS элементарной теории полугрупп, определенными
в теореме 5, и изоморфизм φ сохраняет выполнимость таких формул, то для любых
x, y ∈ X1 по определению отношения ρX1

условие (x, y) ∈ ρX1
равносильно тому, что

предикат Π(x0, y0, x, y) истинен в полугруппе Inp(A1), а это, в свою очередь, равносильно
тому, что предикат Π(φ(x0), φ(y0), φ(x), φ(y)) истинен в полугруппе Inp(A2). Значит, либо
(φ(x), φ(y)) ∈ ρX2

, если (φ(x0), φ(y0)) ∈ ρX2
(когда (c0, d0) ∈ ρ2), либо (φ(y), φ(x)) ∈ ρX2

,
если (φ(y0), φ(x0)) ∈ ρX2

(когда (d0, c0) ∈ ρ2). Следовательно, если (c0, d0) ∈ ρ2, то φ

индуцирует изоморфизм полуавтомата A1 на полуавтомат A2, и A1 изоморфен A2; если
(d0, c0) ∈ ρ2, то φ индуцирует изоморфизм полуавтомата A1 на полуавтомат Ã2, и A1

изоморфен Ã2.
Докажем 2) =⇒ 1). Пусть полуавтомат A1 изоморфен полуавтомату A2 или двой-

ственному для него полуавтомату Ã2. Так как Inp(A1) = Inp(Ã2), то по определению
изоморфизма полуавтоматов получаем, что Inp(A1) изоморфна Inp(A2).

В работе [7] Ю.М.Важенин обозначил проблему взаимосвязи графов, у которых эле-
ментарно эквивалентны производные полугруппы специальных преобразований. Следую-
щий результат решает эту проблему для универсальных частичных графовых полуавто-
матов над нетривиальными рефлексивными графами.

Теорема 8. Для любых универсальных частичных графовых полуавтоматов
A1 = PAtm(G1), A2 = PAtm(G2) над рефлексивными графами G1 = (X1, ρ1), G2 = (X2, ρ2)

такими, что хотя бы один из них нетривиален, следующие условия эквивалентны:
1) полугруппа Inp(A1) входных сигналов частичного полуавтомата A1 элементар-

но эквивалентна полугруппе Inp(A2) входных сигналов частичного полуавтома-
та A2;

2) частичный полуавтомат A1 элементарно эквивалентен частичному полуавто-
мату A2 или двойственному для него частичному полуавтомату Ã2.

Доказательство. Докажем 1) =⇒ 2). Пусть Inp(A1) ≡ Inp(A2). Рассмотрим формулу Ψ

языка элементарной теории графовых полуавтоматов LA такую, что A1 |= Ψ. Тогда по
теореме 6 Inp(A1) |= Ψ и, следовательно, Inp(A2) |= Ψ. Значит, по теореме 6 A2 |= Ψ или
A2 |= Ψ̆.

В частности, если формула Ψ логически равносильна формуле Ψ̆, то она называется
самодвойственной формулой и для нее выполняется условие A1 |= Ψ ⇐⇒ A2 |= Ψ. Напри-
мер, для произвольного предложения Φ языка элементарной теории полуавтоматов LA

формула Ψ = (Φ ⇐⇒ Φ̆) является самодвойственной и, значит, предложение Φ является
или не является равносильным предложению Φ̆ одновременно на полуавтоматах A1, A2,
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т. е. предложения Φ, Φ̆ одновременно истинны или ложны как на полуавтомате A1, так и
на полуавтомате A2.

Сначала предположим, что найдется предложение Ψ0 ∈ Th(A1) ∪ Th(A2), которое
не является самодвойственным. Пусть, для определенности, Ψ0 ∈ Th(A1). Тогда формула
Ψ0 ⇐⇒ Ψ̆0 не выполняется на A1 (и, следовательно, на A2). Это означает, что как на
полуавтомате A1, так и на полуавтомате A2, истинно только одно из предложений Ψ0, Ψ̆0.
Тогда имеем A1 |= Ψ0 (по условию), A1 ̸|= Ψ̆0 и либо A2 |= Ψ0, A2 ̸|= Ψ̆0, либо A2 |= Ψ̆0,
A2 ̸|= Ψ0. Предположим, что A2 |= Ψ0, A2 ̸|= Ψ̆0. Тогда для любой формулы Φ языка LA

элементарной теории полуавтоматов верно A2 ̸|= Φ ∧ Ψ̆0. Пусть Ψ ∈ Th(A1), тогда выпол-
няются следующие условия: A1 |= Ψ, A1 |= Ψ ∧ Ψ0. Так как двойственная для формулы
Ψ ∧ Ψ0 формула Ψ̆ ∧ Ψ̆0 не выполняется на A2 (поскольку A2 ̸|= Ψ̆0), то A2 |= Ψ ∧ Ψ0.
Следовательно, A2 |= Ψ и Ψ ∈ Th(A2). Значит, Th(A1) ⊂ Th(A2).

Теперь пусть Ψ ∈ Th(A2), тогда выполняются следующие условия:A2 |= Ψ,A2 |= Ψ ∧Ψ0.
Так как двойственная для формулы Ψ ∧ Ψ0 формула Ψ̆ ∧ Ψ̆0 не выполняется на A1 (по-
скольку A1 ̸|= Ψ̆0), то A1 |= Ψ ∧ Ψ0. Следовательно, A1 |= Ψ и Ψ ∈ Th(A1). Значит,
Th(A2) ⊂ Th(A1). В результате получаем равенство Th(A1) = Th(A2), т. е. A1 ≡ A2.

Рассмотрим второй вариант – пусть A2 |= Ψ̆0, A2 ̸|= Ψ0. Тогда Ã2 |= Ψ0 и для любой
формулы Φ языка LA элементарной теории полуавтоматов верно A2 ̸|= Φ ∧ Ψ0. Пусть
Ψ ∈ Th(A1), тогда выполняются следующие условия: A1 |= Ψ, A1 |= Ψ ∧ Ψ0. Так как
двойственная для формулы Ψ̆ ∧ Ψ̆0 формула Ψ ∧ Ψ0 не выполняется на A2 (поскольку
A2 ̸|= Ψ0), то A2 |= Ψ̆ ∧ Ψ̆0. Следовательно, A2 |= Ψ̆, Ã2 |= Ψ и Ψ ∈ Th(Ã2). Значит,
Th(A1) ⊂ Th(Ã2).

Теперь пусть Ψ ∈ Th(Ã2), тогда выполняются следующие условия: Ã2 |= Ψ,
A2 |= Ψ̆ ∧ Ψ̆0. Так как двойственная для формулы Ψ∧Ψ0 формула Ψ̆∧ Ψ̆0 не выполняется
на A1 (поскольку A1 ̸|= Ψ̆0), то A1 |= Ψ∧Ψ0. Следовательно, A1 |= Ψ и Ψ ∈ Th(A1). Значит,
Th(Ã2) ⊂ Th(A1). В результате получаем равенство Th(A1) = Th(Ã2), т. е. A1 ≡ Ã2.

Теперь рассмотрим случай, когда все предложения Ψ ∈ Th(A1) ∪ Th(A2) самодвой-
ственные. Тогда для любого такого предложения Ψ условия A1 |= Ψ, A2 |= Ψ равносильны
и, значит, выполняется равенство Th(A1) = Th(A2), т. е. A1 ≡ A2.

Докажем 2) =⇒ 1). Пусть A1 ≡ A2 или A1 ≡ Ã2. Тогда Th(A1) = Th(A2) или
Th(A1) = Th(Ã2) соответственно. Ясно, что элементарная теория Th(Inp(A)) полугруп-
пы входных сигналов Inp(A) любого графового полуавтомата A состоит из таких фор-
мул элементарной теории Th(A) частичного графового полуавтомата A, в которых содер-
жатся термы только второго сорта. Следовательно, из равенства Th(A1) = Th(A2) (или
Th(A1) = Th(Ã2)) следует равенство

Th(Inp(A1)) = Th(Inp(A2)) = Th(Inp(Ã2)),

поскольку полугруппы входных сигналов двойственных полуавтоматов равны. Значит,
Inp(A1) ≡ Inp(A2).
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Аксиомами языка LA элементарной теории графовых полуавтоматов являются обыч-
ные аксиомы узкого исчисления предикатов с равенством [19]. Любое множество Σ формул
языка LA элементарной теории графовых полуавтоматов определяет класс Mod(Σ) алгеб-
раических Ω-систем, на которых истинны все формулы из Σ. В этом случае говорят, что
класс алгебраических Ω-систем K = Mod(Σ) аксиоматизируется множеством формул Σ,
которое, в свою очередь, называется системой аксиом класса K.

Лемма 9. Класс KG всех универсальных частичных графовых полуавтоматов над ре-
флексивными графами аксиоматизируется следующим набором формул ΣG:

1) A1 = (∀1x) B(x, x) – рефлексивность отношения смежности ρ;
2) A2 = (∀2x, y, z)((x · y) · z = x · (y · z)) – ассоциативность операции композиции ·

полугруппы входных сигналов;
3) A3 = (∀1x, y)(∀2z)(B(x, y) =⇒ B(x ⋆ z, y ⋆ z)) – согласованность функции перехо-

дов ⋆ с отношением смежности ρ;
4) A4 = (∀1x)(∀2y, z)((x ⋆ y) ⋆ z = x ⋆ (y · z)) – согласованность функции переходов ⋆

с операцией композиции · полугруппы входных сигналов.

Следствие 10. Класс KG0 всех универсальных частичных графовых полуавтоматов над
нетривиальными рефлексивными графами аксиоматизируется набором формул ΣG с до-
бавлением следующей аксиомы:

A0 = (∃1x, y)(x ̸= y ∧ ¬B(x, y)).

Следствие 11. Класс KG1 всех универсальных частичных графовых полуавтоматов над
рефлексивными симметричными графами аксиоматизируется набором формул ΣG с до-
бавлением следующей аксиомы:

A5 = (∀1x, y)(B(x, y) =⇒ B(y, x)).

Следствие 12. Класс KG2 всех универсальных частичных графовых полуавтоматов над
рефлексивными асимметричными графами аксиоматизируется набором формул ΣG с до-
бавлением следующей аксиомы:

A6 = (∃1x, y)(x ̸= y =⇒ (B(x, y) ∧ ¬B(y, x))).

Для каждого класса полуавтоматов K ⊂ KG0 определим класс полугрупп

Inp(K) = {Inp(A) : A ∈ K}.

Класс K ⊂ KG0 называется Inp-аксиоматизируемым, если соответствующий ему класс
полугрупп Inp(K) относительно аксиоматизируем в классе полугрупп SG0 = Inp(KG0),
т. е. Inp(K) = T ∩ SG0 для некоторого аксиоматизируемого класса полугрупп T.
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Множество Σ формул языка LA элементарной теории полуавтоматов называется
самодвойственным, если для любой формулы Ψ ∈ Σ формула Ψ̆ логически равносиль-
на некоторой формуле из класса Σ. В частности, если формула Ψ самодвойственна (т. е.
выполняется Ψ ⇐⇒ Ψ̆), то множество Σ = {Ψ} самодвойственно.

Теорема 13. Подклассы универсальных частичных графовых полуавтоматов KG1, KG2

класса KG0 полуавтоматов Inp-аксиоматизируемы.

Доказательство. В теореме 6 была определена эффективная трансформация Φ 7→ Φ фор-
мул Φ языка LA элементарной теории полуавтоматов в формулы Φ языка LS элементарной
теории полуавтоматов так, что для любого универсального частичного графового полуав-
томата A = PAtm(G) над нетривиальным рефлексивным графом G выполняется условие:

A |= Φ ∨ A |= Φ̆ ⇐⇒ Inp(A) |= Φ.

Если некоторый класс универсальных частичных графовых полуавтоматов K аксио-
матизируется в классе KG0 самодвойственным множеством формул Σ, то по теореме 6 для
всех формул Φ ∈ Σ условие A |= Φ равносильно условию Inp(A) |= Φ. Значит, класс полу-
групп входных сигналов Inp(K) относительно аксиоматизируем в классе SG0 множеством
формул Σ = {Φ : Φ ∈ Σ}.

Поскольку классы KG1 , KG2 аксиоматизируются в классе KG0 самодвойственными
аксиомами A5 и A6, то они Inp-аксиоматизируются аксиомами

A5 = (∀x, y)(Π(x0, y0, x, y) =⇒ Π(x0, y0, y, x)),

A6 = (∃x, y)(x ̸= y =⇒ (Π(x0, y0, x, y) ∧ ¬Π(x0, y0, y, x)))

соответственно.

Следующий результат показывает взаимосвязь проблем разрешимости [12] элемен-
тарных теорий классов графовых полуавтоматов и классов полугрупп.

Для формального языка L некоторой сигнатуры Ω символом PL обозначим множе-
ство всех предложений этого языка. Теория T языка L называется разрешимой, если су-
ществует алгоритм для решения вопроса принадлежности предложения из PL теории T . В
противном случае теория T называется неразрешимой. Теория T называется наследствен-
но неразрешимой, если любая подтеория теории T той же сигнатуры Ω неразрешима. Для
класса K алгебраических систем сигнатуры Ω символом Kfin обозначается класс конеч-
ных систем из K. Теория Th(K) называется эффективно неотделимой, если рекурсивно
неотделимы множества Th(K) и PL\Th(Kfin), т. е. не существует таких непересекающихся
рекурсивных множеств M,N ⊂ PL, что Th(K) ⊂M и PL \ Th(Kfin) ⊂ N .

На основании теоремы 2 из §1 главы 5 книги [12] и теоремы 3.3.2 из статьи [19]
получаем следующий результат.
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Теорема 14. Для любого класса K универсальных частичных графовых полуавтоматов
над нетривиальными рефлексивными графами справедливы следующие утверждения:

1) если элементарная теория класса K универсальных частичных графовых полуав-
томатов наследственно неразрешима, то и элементарная теория класса Inp(K)

полугрупп наследственно неразрешима;
2) если элементарная теория класса K универсальных частичных графовых полу-

автоматов эффективно неотделима, то и элементарная теория класса Inp(K)

полугрупп эффективно неотделима.

В заключение авторы выражают большую признательность рецензенту за его полез-
ные замечания.
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Relatively elementary definability of the class of universal
partial graphic semiautomata in the class of semigroups

V.A. Molchanov, R.A. Farakhutdinov

Abstract. The work is devoted to the algebraic theory of structured automata.
We consider semigroup automata without output signals over graphs, which are
called graphic semiautomata. We study partial graphic semiautomata, each input
signal of which is a partial endomorphism of the state graph. In the category of
partial graphic semiautomata over the graph G = (X, ρ), special attention is paid
to the semiautomaton PAtm(G) = (G,PEnd(G), ⋆) with semigroup PEnd(G) of
all partial endomorphisms of the graph G, since it is a universally attracting object
in this category and is called a universal partial graphic semiautomaton. The main
result of the work is the proof of the relatively elementary definability of the class
of universal partial graphic semiautomata over nontrivial reflexive graphs in the
class of semigroups, and applications of got relatively elementary definability.

Keywords: semiautomaton, graph, partial endomorphism, relatively elementary
definability.
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