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Квадратичный закон взаимности по Золотареву и его
обобщение
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Аннотация. В работе Дьюка и Хопкинса (2005), следуя подходу Е.И. Зо-
лотарева, получен аналог квадратичного закона взаимности для групп с ис-
пользованием символа Кронекера. В нашей заметке предложено короткое до-
казательство этого утверждения с использованием символа Якоби. Работа в
основном носит методический характер. В связи с этим в ней также приве-
дено доказательство результата установленного в работе Фробениуса (1914),
связанного с комбинаторной интерпретацией символа Якоби.
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В 1872 году в [4] Е.И. Золотаревым было найдено новое доказательство квадратич-
ного закона взаимности на основе обнаруженной им новой интерпретации символа Ле-
жандра, согласно которой для произвольного простого числа p и целого числа a, взаимно
простого с p, значение символа Лежандра

(
a
p

)
совпадает со знаком перестановки, дей-

ствующей на Z/(p) согласно правилу x 7→ ax. В работах [2,3] была получена аналогичная
интерпретация символа Якоби. Короткое доказательство квадратичного закона взаимно-
сти для символа Якоби на основе его комбинаторной интерпретации найдено в работе [5].
Изложение такого подхода к доказательству квадратичного закона взаимности для симво-
ла Якоби на русском языке приведено в статье [6]. В недавней работе [7] на основе подхода
Золотарева был получен аналог квадратичного закона взаимности для дедекиндовых ко-
лец, у которых факторы по максимальным идеалам конечны.

Пусть G – конечная группа порядка n. Далее будем придерживаться следующих
обозначений. Через C1, . . . , Ck обозначим все классы сопряженности группы G, количе-
ство элементов в этих классах обозначим, соответственно, через d1, . . . , dk. Если a ∈ Z и
(a, n) = 1, то биективное отображение группы G в себя, действующее по правилу g 7→ ga,

индуцирует перестановку классов сопряженности группы G, которую обозначим πa. Сле-
дуя [1], определим значение квадратичного символа для G в произвольном целом числе a
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согласно правилу

( a

G

)
=


0, если (a, n) ̸= 1,

1, если перестановка πa четна,

−1, если перестановка πa нечетна.

Количество классов сопряженности группы G, для которых выполнено равенство C−1
i = Ci,

обозначим через r1. Тогда для некоторых натуральных чисел r2 и t имеют место равенства
k = r1 + 2r2, d1 · · · dk = d1 · · · dr1t2. Через dG будем обозначать число (−1)r2(d1 · · · dr1)−1nr1 .

Если n нечетно, то несложно показать, что r1 = 1 и, следовательно, dG = (−1)
n−1
2 n. В [1]

для произвольного целого числа a и конечной группы G доказано равенство( a

G

)
=

(
dG
a

)
, (1)

где
( ·
a

)
– символ Кронекера. В [1] равенство (1) доказывается с использованием теории ха-

рактеров и элементов теории алгебраических чисел. В нашей заметке мы приведем корот-
кое доказательство, того же характера, этого равенства в случае, когда в нем используется
символ Якоби, но с использованием теории конечных полей.

Теорема 1. Пусть G – конечная группа порядка n, a – нечетное натуральное число
большее единицы и (n, a) = 1. Тогда ( a

G

)
=

(
dG
a

)
.

Доказательство. Будем придерживаться введенных выше обозначений. Ясно, что доста-
точно показать, что для произвольного нечетного простого числа p, взаимно простого с
n, имеет место равенство

(
p
G

)
=

(
dG
p

)
. Пусть Fp – алгебраическое замыкание поля Fp. Да-

лее все характеры группы G будут рассматриваться относительно представлений G над
полем Fp. Пусть χ1, . . . , χk – все неприводимые характеры G. Положим

A =

χ1(C1) . . . χ1(Ck)
... . . . ...

χk(C1) . . . χk(Ck)

 .

Из соотношения ортогональности для характеров следует равенство∣∣∣∣∣∣∣
χ1(C1) . . . χ1(Ck)

... . . . ...
χk(C1) . . . χk(Ck)

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
d1χ1(C

−1
1 ) . . . d1χk(C

−1
1 )

... . . . ...
dkχ1(C

−1
k ) . . . dkχk(C

−1
k )

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
n . . . 0
... . . . ...
0 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣ .
Из определения символа

(−1
G

)
следует, что второй сомножитель в левой части предыду-
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щего равенства равен
(−1

G

)
d1 · · · dk |A|. Тогда(

−1

G

)
d1 · · · dk |A|2 = nk,

(|A| tn−r2)2 =

(
−1

G

)
(d1 · · · dr1)−1nr1 = (−1)r2(d1 · · · dr1)−1nr1 = dG. (2)

Следовательно, имеет место эквивалентность

|A| ∈ Fp ⇔
(
dG
p

)
= 1.

Непосредственно проверяется, что для произвольного g ∈ G и характера χ группы G

имеет место равенство χ(g)p = χ(gp). Тогда

|A|p =

∣∣∣∣∣∣∣
χ1(C

p
1 ) . . . χ1(C

p
k)

... . . . ...
χk(C

p
1 ) . . . χk(C

p
k)

∣∣∣∣∣∣∣ =
( p

G

)
|A|. (3)

Таким образом, имеют место эквивалентности

|A| ∈ Fp ⇔ |A| = |A|p ⇔
( p

G

)
= 1 (4)

и, следовательно,
(
p
G

)
=

(
dG
p

)
.

Если в предыдущей теореме в качестве G взять группу Zn, то учитывая комбина-
торную интерпретацию символа Якоби, рассмотренную в работах [2, 3], непосредственно
получаем закон взаимности для символа Якоби.

Ради полноты изложения приведем доказательство, упомянутого выше результата из
работ [2,3]. Пусть G – группа и X – G-множество, где X – конечное множество. Представ-
ление группы G перестановками множества X, соответствующее G-множеству X, будем
обозначать через πX : G → Sym(X), где Sym(X) – группа всех перестановок X. Гомомор-
физм из группы G в группу {±1}, который каждому элементу g ∈ G сопоставляет знак
перестановки πX(g), обозначим π′

X . Следующее утверждение проверяется непосредствен-
но.

Лемма 2.
1) Если конечное G-множество X является дизьюнктным объединением своих

G-подмножеств X1, . . . , Xk, то π′
X(g) = π′

X1
(g) · · · π′

Xk
(g) для каждого g ∈ G.

2) Если X1, . . . , Xk – конечные G-множества, | X1 |= n1, . . . , | Xk |= nk и n = n1 · · ·nk,
то π′

X1×···×Xk
(g) = π′

X1
(g)

n
n1 · · · π′

Xk
(g)

n
nk для каждого g ∈ G. В частности, если

все натуральные числа n1, . . . , nk нечетны, то π′
X1×···×Xk

(g) = π′
X1
(g) · · · π′

Xk
(g)

для каждого g ∈ G.



Квадратичный закон взаимности по Золотареву и его обобщение 7

Через εG будем обозначать представление Кэли группы G, т. е. гомоморфизм
G → Sym(G), действующий по правилу g 7→ (a 7→ ga). Для произвольного целого нечет-
ного числа n > 1 и целого числа m, взаимно простого с n, через

[
m
n

]
обозначим знак пере-

становки множества Z/(n), действующей по правилу a+ (n) 7→ ma+ (n). Доказательство
следующего утверждения основано на идеях из работы [7].

Теорема 3 ([2, 3]). Для произвольного целого нечетного числа n > 1 и целого числа m,

взаимно простого с n, имеет место равенство[m
n

]
=

(m
n

)
.

Доказательство. Предположим, что n = pa, где p – простое нечетное число. Положим
G = U(Z/(pa)). Для каждого натурального числа k ≤ a кольцо вычетов Z/(pk) име-
ет естественную структуру Z/(pa)-модуля. Этот модуль индуцирует на Z/(pk) структуру
G-множества, которое, как не сложно заметить, является дизъюнктным объединением
своих G-подмножеств U(Z/(pk)) и pZ/(pk). Так как Z/(pa)-модули pZ/(pk) и Z/(pk−1) изо-
морфны, то они изоморфны как G-множества и, следовательно, имеет место изоморфизм
G-множеств Z/(pk) ∼= U(Z/(pk))⊔Z/(pk−1). Тогда с помощью индукции получаем изомор-
физм G-множеств Z/(pa) ∼= U(Z/(p)) ⊔ · · · ⊔ U(Z/(pa). Для каждого натурального числа
k ≤ a образ εU(Z/(pk))(g) порождающего элемента g циклической группы U(Z/(pk)) явля-
ется циклом четной длины pk − pk−1. Следовательно, гомоморфизм π′

U(Z/(pk)) : G → {±1}

является неединичным. Заметим, что символ Лежандра
(

·
p

)
, также индуцирует неединич-

ный гомоморфизм из G в {±1}, действующий согласно правилу x+ (pa) 7→
(

x
p

)
, который

будем обозначать также через
(

·
p

)
. Так как группа G является циклической четного по-

рядка pa−pa−1, то в ней существует единственная подгруппа индекса два и, следовательно,
существует единственный неединичный гомоморфизм, действующий из G в {±1}. Таким
образом, имеют место равенства(

·
p

)
= π′

U(Z/(pa)) = . . . = π′
U(Z/(p)).

Тогда согласно п. 1) леммы 2 для каждого целого числа m, взаимно простого с p, имеют
место равенства[

m

pa

]
= π′

Z/(pa)(m+ (pa)) = π′
U(Z/(pa))(m+ (pa)) · · · π′

U(Z/(p))(m+ (pa)) =

(
m

p

)a

=

(
m

pa

)
.

Рассмотрим общий случай. Пусть n = pa11 · · · pakk , где p1, . . . , pk – различные простые
нечетные числа, и G = U(Z/(n)). Согласно китайской теореме об остатках диагональ-
ный кольцевой гомоморфизм из Z в Z/(pa1)× · · · × Z/(pak), действующий по правилу
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a → (a+ (pa1), . . . , a+ (pak)), индуцирует изоморфизм Z/(n)-модулей

Z/(n) ∼= Z/(pa1)× . . .× Z/(pak),

который также является изоморфизмом G-множеств. Тогда согласно п. 2) леммы 2 для
каждого целого числа m, взаимно простого с n, имеют место равенства[m
n

]
= π′

Z/(n)(m+ (n)) = π′
Z/(pa1 )(m+ (n)) · · · π′

Z/(pak )(m+ (n)) =

(
m

pa1

)
· · ·

(
m

pak

)
=

(m
n

)
.

Замечание 4. Теорему 3 также можно вывести из теоремы 1, используя стандартные
свойства символа Якоби.

Заметим, что приведенный выше подход к доказательству квадратичного закона
взаимности для групп дает короткое доказательство классического квадратичного закона
взаимности, в котором используются только базовые факты из теории конечных полей.
Пусть p, q – различные простые нечетные числа и ε ∈ Fp – примитивный корень степени
q из единицы. Положим

A =


1 1 . . . 1

1 ε . . . εq−1

...
... . . . ...

1 εq−1 . . . (εq−1)q−1

 .

Так как ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

1 ε . . . εq−1

...
... . . . ...

1 εq−1 . . . (εq−1)q−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

1 ε−1 . . . ε−(q−1)

...
... . . . ...

1 ε−(q−1) . . . (εq−1)−(q−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
q . . . 0
... . . . ...
0 . . . q

∣∣∣∣∣∣∣ ,

то равенства (2) принимают вид(
|A| q−

q−1
2

)2

= (−1)
q−1
2 q.

Тогда согласно (3) и (4) имеют место эквивалентности |A| ∈ Fp ⇔
(

(−1)
q−1
2 q

p

)
= 1 и

|A| ∈ Fp ⇔ |A| = |A|p ⇔
(

p
q

)
= 1, т. е. имеет место равенство

(
p
q

)
= (−1)

q−1
2

p−1
2

(
q
p

)
.
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The Quadratic Reciprocity Law by Zolotarev and its
generalizations
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Abstract. In the paper of Duke and Hopkins (2005), following the approach of
E.I. Zolotarev, an analogue of the quadratic reciprocity law for groups was obtained
using the Kronecker symbol. We present a short proof of this statement using the
Jacobi symbol. The work is mainly of a methodological nature. In this regard, we
also provide a proof of the result established in the paper by Frobenius (1914),
related to the combinatorial interpretation of the Jacobi symbol.
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