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Аннотация. Показано, что если сжатый граф делителей нуля конечного ассо-
циативного кольца имеет единственную вершину, смежную со всеми остальны-
ми вершинами этого графа, то эта вершина имеет петлю. Кроме того, доказаны
еще некоторые свойства сжатого графа делителей нуля конечного ассоциатив-
ного кольца.
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Введение

В нашей работе рассматриваются ассоциативные кольца (не обязательно коммута-
тивные и не обязательно имеющие единицу).

Графом делителей нуля Γ(R) кольца R называют граф, вершинами которого явля-
ются ненулевые делители нуля кольца (односторонние и двусторонние), причем различные
две вершины x, y соединяются ребром тогда и только тогда, когда xy = 0 или yx = 0 [1].

Понятие графа делителей нуля для коммутативного кольца было введено Д.Андер-
соном, П. Ливингстоном в работе [2]. Позже в [1] это понятие было обобщено для неком-
мутативного кольца. В частности, С. Редмонд доказал, что граф делителей нуля любого
ассоциативного кольца является связным и его диаметр не превосходит трех.

С 1999 года вышел ряд статей, посвященных графам делителей нуля конечных колец.
Одна из проблем, которая возникла, – это изображение и анализ графа делителей нуля
для колец достаточно больших порядков. Возникла идея разбить множество вершин графа
делителей нуля на классы, причем так, чтобы не нарушалось представление о строении
графа делителей нуля в целом. В работах [3,4] предложили довольно естественный способ
решения этой проблемы для коммутативного случая. В статье [5] этот подход был обобщен
на некоммутативный случай. Изложим суть этого метода.

Для этого нам понадобятся некоторые обозначения. Пусть R – произвольное кольцо.
Для каждого элемента x ∈ R положим l(x) = {a ∈ R : ax = 0} и r(x) = {a ∈ R : xa = 0}.
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Пусть D(R) – множество делителей нуля (односторонних и двусторонних) кольца R и
D(R)∗ = D(R) \ {0}.

Введем отношение эквивалентности на множестве D(R)∗ следующим образом:

для любых x, y ∈ D(R)∗ x ∼ y ⇔ l(x) ∪ r(x) = l(y) ∪ r(y).

Обозначим через [x] класс эквивалентности элемента x ∈ D(R)∗. Для любых a ∈ [x], b ∈ [y],
где x, y ∈ D(R)∗, очевидно, что ab = 0 или ba = 0 тогда и только тогда, когда xy = 0 или
yx = 0. Обозначим через Γ∼(R) граф, множеством вершин которого является множество
{[x] : x ∈ D(R)∗}, причем две вершины [x], [y] (не обязательно различные) будем соединять
ребром (или петлей) тогда и только тогда, когда xy = 0 или yx = 0. Граф Γ∼(R) будем
называть сжатым графом делителей нуля кольца R.

Известно следующее

Предложение 1 ([5]). Пусть R – произвольное кольцо и x ∈ D(R)∗. Если x2 = 0, то
yz = 0 или zy = 0 для любых y, z ∈ [x]; если же x2 ̸= 0, то yz ̸= 0 и zy ̸= 0 для любых
y, z ∈ [x].

Из предложения 1 следует, что в графе Γ∼(R) все вершины делятся на два типа.
Если x2 = 0, то [x] – это вершина с петлей. Если x2 ̸= 0, то [x] – это вершина без петли.
Зная, сколько элементов содержится в каждом классе [x], мы всегда от сжатого графа
делителей нуля можем перейти к обычному графу делителей нуля. Более того, в сжатом
графе нильпотентные элементы индекса нильпотентности два выделены петлей. Отметим,
что не всякий связный граф может являться сжатым графом делителей нуля для какого-
нибудь кольца. Например, если взять отрезок [a] − [b], где обе вершины имеют петли, то
он не является сжатым графом делителей нуля никакого кольца, поскольку вершины [a]

и [b] на самом деле можно стянуть в одну вершину с петлей. И таких примеров много,
причем не всегда причина в том, что граф не до конца сжат. В работе [5] описаны все
связные графы делителей нуля (с петлями) на одной, двух и трех вершинах, которые
являются сжатыми графами делителей нуля какого-либо конечного кольца. В статье [6]
полностью описаны все связные графы с петлями на четырех вершинах, которые могут
быть реализованы как сжатые графы делителей нуля какого-нибудь конечного кольца. Из
50 неизоморфных связных графов с петлями на четырех вершинах только 8, как оказа-
лось, являются сжатыми графами делителей нуля какого-либо конечного кольца (см. [6]).
Описаны полностью конечные кольца, сжатые графы делителей нуля которых содержат
мост, вершины которого не являются висячими [7]. В работах [7, 8] получено описание
конечных колец, сжатые графы делителей нуля которых являются полными (возможно,
с петлями). Позже были описаны конечные кольца с ациклическими сжатыми графами
делителей нуля [9].

В этой работе мы доказываем, что если в сжатом графе делителей нуля существует
ровно одна вершина, смежная со всеми остальными вершинами этого графа, то такая вер-
шина имеет петлю, т. е. смежна и сама с собой. Доказаны также некоторые другие свойства
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сжатого графа делителей нуля, которые будут полезны при дальнейшем описании сжатых
графов делителей нуля на пяти вершинах и более.

1. Предварительные сведения

Нам понадобятся некоторые обозначения и определения.
Обозначим Ann(R) = {a ∈ R : aR = Ra = (0)}. Через J(R) обозначим радикал Дже-

кобсона кольца R. Конечное кольцо R с единицей называется локальным, если фактор-
кольцо R/J(R) является полем [10]. Конечное поле порядка q будем обозначать через
GF (q), а полное кольцо матриц порядка n над кольцом R – через Mn(R). Единичные мат-
рицы в кольце Mn(R), как обычно, обозначим eij, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Для любого подмно-
жества S кольца R будем полагать S∗ = S \ {0}. Кольцо R называется антикоммутатив-
ным, если для всех a, b ∈ R выполнено ab = −ba. Кольцо R называется коммутативным
по нулю, если для всех a, b ∈ R из ab = 0 следует, что ba = 0.

Пусть аддитивная группа кольца R разлагается в прямую сумму своих аддитивных
подгрупп Ai, где i = 1, . . . , n и n ≥ 2, т. е. R = A1

.
+ . . .

.
+ An. Если все подгруппы Ai яв-

ляются двусторонними идеалами кольца R, то кольцо R называют разложимым и пишут
R = A1 ⊕ . . .⊕ An.

Элемент e ∈ R называется идемпотентом кольца R, если e = e2. Система ненулевых
идемпотентов e1, . . . , ek (k ≥ 2) кольца R называется ортогональной, если eiej = ejei = 0

для любой пары различных чисел i, j ∈ {1, 2, . . . , k}. Далее, пусть R – произвольное кольцо
(возможно, без единицы) и e – нетривиальный идемпотент кольца R, т. е. идемпотент,
отличный от единицы (если она существует) и нуля. Обозначим

eRe = {ere : r ∈ R}, eR(1− e) = {er − ere : r ∈ R},
(1− e)Re = {re− ere : r ∈ R}, (1− e)R(1− e) = {r − re− er + ere : r ∈ R}.

Тогда для аддитивной группы кольца R имеет место следующее разложение, называемое
двусторонним пирсовским разложением (см. [10, C. 32]):

R = eRe
.
+ eR(1− e)

.
+ (1− e)Re

.
+ (1− e)R(1− e).

В кольце без единицы под записью ex(1− e) мы будем понимать элемент ex− exe, анало-
гично (1 − e)xe = xe − exe и (1 − e)x(1 − e) = x − ex − xe + exe для любого идемпотента
e ∈ R и для любого элемента x ∈ R.

Сжатый граф делителей нуля называется полным, если любые две различные вер-
шины в этом графе соединены ребром, причем возможны петли. Заметим, что, если в
полном графе две вершины с петлями, то их можно объединить в одну по определению
сжатого графа делителей нуля. Таким образом, в полном сжатом графе делителей нуля
петлю может иметь максимум одна вершина. Сжатый граф делителей нуля называется
звездой, если все его вершины, может быть, кроме одной, являются висячими. Заметим,
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что висячих вершин без петель может быть не более одной, поскольку две висячие вер-
шины без петли могут быть объединены в одну по определению сжатого графа делителей
нуля.

Вершину в графе мы будем называть сильной, если она смежна со всеми осталь-
ными вершинами графа. Заметим, что в сжатом графе делителей нуля Γ∼(R) конечного
ассоциативного кольца R не может быть двух сильных вершин с петлями, поскольку все
элементы, входящие в такие вершины, должны быть объединены в одну сильную верши-
ну с петлей по определению сжатого графа делителей нуля. Нильпотентное и локальное
кольца всегда имеют в сжатом графе делителей нуля хотя бы одну сильную вершину с
петлей.

2. Сильные вершины в сжатом графе делителей нуля

В работе [6] мы перебирали все связные графы на четырех вершинах (со всеми воз-
можными расстановками петель) и выбирали те, которые являются сжатыми графами
делителей нуля какого-нибудь конечного кольца. При доказательстве основного резуль-
тата возникла гипотеза, что если в сжатом графе делителей нуля только одна сильная
вершина, то эта вершина должна иметь петлю. Здесь мы покажем справедливость этой
гипотезы.

Теорема 2. Если в графе Γ∼(R), где R – конечное ассоциативное кольцо, существует
единственная сильная вершина, то эта вершина имеет петлю.

Доказательство. Предположим, что в сжатом графе делителей нуля конечного ассоци-
ативного кольца R существует единственная сильная вершина [a], причем она не имеет
петли. Ясно, что кольцо R не является нильпотентным или локальным. Если петель в
графе Γ∼(R) вообще нет, то R является прямой суммой полей [10]. Однако в этом случае
либо в графе Γ∼(R) вообще нет сильной вершины либо R ∼= GF (q1) ⊕ GF (q2) и сильных
вершин две, что противоречит условию. Таким образом, хотя бы одна вершина с петлей в
графе Γ∼(R) есть.

Докажем сначала, что кольцо R не содержит единицу. Предположим противное: в
кольце R существует единица 1. Мы можем расписать 1 = e1 + e2 + . . . + en, где n ≥ 2 и
e1, e2, . . . , en – попарно ортогональные идемпотенты [10]. Если вершина [a] не совпадает ни
с одной вершиной [ei], i = 1, 2, . . . , n, то она смежна со всеми этими вершинами, т. е. aei = 0

или eia = 0 для всех i. Поэтому a2 = a · 1 · a = a(e1 + e2 + . . .+ en)a = 0, что противоречит
тому, что вершина [a] не имеет петли. Не нарушая общности, можем считать, что [a] = [e1].
Если n ≥ 3, то вершина [e1+e2] не смежна с [a], не имеет петли, но и не совпадает с [a], по-
скольку вершина [a] смежна с [e2], а вершина [e1+e2] с этой вершиной не смежна. Получили
противоречие, которое свидетельствует о том, что n = 2 и 1 = e1+e2. Тогда фактор-кольцо
R/J(R) изоморфно либо M2(GF (q)), либо GF (q1)⊕GF (q2) [10]. В первом случае R ∼= M2(S)

для некоторого локального кольца S [10]. В этом случае [a] = [e11] и 1 = e11 + e22. Однако
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[e11] не смежна с вершиной [e11 + e12 + e21 + e22] (заметим, что элемент e11 + e12 + e21 + e22
является делителем нуля, так как (e11 + e12 + e21 + e22)(e11 + e12 − e21 − e22) = 0). Про-
тиворечие. Итак, R/J(R) ∼= GF (q1)⊕GF (q2), R = e1Re1

.
+ e1Re2

.
+ e2Re1

.
+ e2Re2, причем

e1Re2
.
+ e2Re1 ⊆ J(R) в силу коммутативности фактор-кольца R/J(R). Кроме того, e1Re1,

e2Re2 являются локальными кольцами и [a] = [e1]. Согласно [6, лемма 2.1] получаем, что
e1Re1 является конечным полем. Элементы из множества e1Re∗2+e2Re∗1 (если они есть) об-
разуют вершины, которые не смежны с [a] и не смежны с [e2], чего быть не может. Значит,
e1Re2 = (0) или e2Re1 = (0). Будем считать, что e2Re1 = (0), т. е. R = e1Re1

.
+ e1Re2

.
+ e2Re2.

Тогда e1Re∗1 + e1Re2 ⊆ [a] = [e1], так как элементы этого множества не смежны с [a], но
являются делителями нуля. Далее, все делители нуля из множества e1Re∗1+ e2Re∗2+ e1Re2
тоже лежат в классе [e1] = [a], поскольку не смежны с этой сильной вершиной. Однако
тогда они должны аннулировать (хотя бы с одной стороны) элементы из вершины [e2],
чего быть не может. Противоречие показывает, что в множестве e1Re∗1 + e2Re∗2 + e1Re2
не существует делителей нуля. Другими словами, множество делителей нуля D(R) со-
стоит из элементов множеств e1Re1 + e1Re2 и e2Re2 + e1Re2. Тогда e1Re2 аннулирует все
элементы из множества D(R), т. е. существует еще одна сильная вершина и она с пет-
лей; противоречие. Это позволяет нам заключить, что e1Re2 = (0) и R = e1Re2 ⊕ e2Re2,

причем первое слагаемое является полем, а второе – локальным кольцом. Заметим, что
вершина [a] = [(1; 0)] смежна со всеми остальными. Рассмотрим элемент b = (1; j), где
j ∈ J(e2Re2)

∗, j2 = 0 (если такой существует). Тогда вершина [b] не смежна с [a], поэтому
[b] = [a]. Однако вершина [b] тогда является сильной и должна быть смежной с вершиной
[(0; 1)], которая не совпадает с [a], поскольку в свою очередь не смежна с [(0; j)]. Итак,
получили противоречие, которое говорит о том, что J(e2Re2) = (0), т. е. кольцо R являет-
ся прямой суммой двух конечных полей. Тогда сжатый граф делителей нуля кольца R не
имеет петель. Противоречие. Значит, кольцо R не содержит единицу.

Итак, теперь будем полагать, что в кольце R нет единицы, но оно ненильпотентное.
Тогда в R есть главный идемпотент e, образ которого в фактор-кольце R/J(R) является
единицей [10]. Сначала докажем, что (1 − e)Re ̸= (0) и eR(1 − e) ̸= (0). Предположим
противное: пусть (1 − e)Re = (0). Обозначим B = (1 − e)R(1 − e). Если B ̸= (0), то мы
можем взять ненулевой элемент j ∈ ann(B). Тогда jR = (0), т. е. вершина [j] является
сильной и имеет петлю; противоречие. Значит, B = (0) и R = eRe

.
+ eR(1 − e). Тогда

eR(1 − e) ⊆ l(R), т. е. существует сильная вершина с петлей. Противоречие доказывает,
что eR(1 − e) = (0) и R = eRe, т. е. R является кольцом с единицей. Выше мы доказали,
что случай с единицей не возможен. Значит, (1 − e)Re ̸= (0). Аналогично доказывается,
что eR(1−e) ̸= (0). Покажем теперь, что [a] ̸= [e]. Предположим противное: пусть [a] = [e].
Элементы множества B1 = eR(1 − e)∗ + (1 − e)Re∗ (а такие элементы есть, как доказано
выше) не смежны с сильной вершиной [e], поэтому B1 ⊆ [e] = [a].Возьмем ненулевой эле-
мент j ∈ ann(B) (если такой элемент существует). Тогда jb = 0 или bj = 0 для любого
b ∈ B1 ⊆ [e] = [a]. Следовательно, вершина [j] смежна со всеми вершинами сжатого графа
делителей нуля кольца R и является вершиной с петлей, чего быть не может. Противо-
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речие доказывает, что B = (0) и R = eRe
.
+ eR(1− e)

.
+ (1− e)Re. Согласно [6, лемма 2.1]

eRe является прямой суммой полей. Мы можем идемпотент e расписать как сумму попар-
но ортогональных идемпотентов: e = e1 + . . .+ en [10]. Если n ≥ 2, то вершина [a] = [e] не
смежна с вершинами [e1] и [e2], а это две разные вершины без петель. Это противоречит
нашему предположению, что вершина [e] является сильной. Значит, n = 1 и eRe явля-
ется конечным полем. Далее, делители нуля из множеств eRe∗ + eR(1− e) + (1− e)Re и
eR(1− e)∗ + (1− e)Re∗ не аннулируют e ни с одной стороны, т. е. эти элементы лежат в
[e]. Остальные вершины состоят из элементов множеств eR(1 − e)∗ и (1 − e)Re∗, т. е. они
все с петлями. Более того, каждый элемент из eR(1− e)∗ аннулирует с какой-либо сторо-
ны каждый элемент из eR(1− e)∗ + (1− e)Re∗ ⊂ [e]. Поэтому все элементы из eR(1 − e)∗

и (1 − e)Re∗ аннулируют друг друга хотя бы с одной стороны. Следовательно в сжатом
графе делителей нуля кольца R всего две вершины: одна с петлей, а вторая без петли.
Понятно, что обе они являются сильными, что противоречит условию теоремы. Поэто-
му заключаем, что [e] ̸= [a]. Докажем, что a ∈ (1 − e)R(1 − e). Действительно, верши-
на [a] смежна со всеми остальными вершинами и не равна вершине [e]. Следовательно,
a /∈ eRe∗+eR(1−e)+(1−e)Re+(1−e)R(1−e) и a /∈ eR(1−e)∗+(1−e)Re∗+(1−e)R(1−e).
Пусть, например, a ∈ (1 − e)Re + (1 − e)R(1 − e), т. е. a = (1 − e)re + (1 − e)s(1 − e) для
некоторых элементов r, s ∈ R. Элемент a аннулирует хотя бы с одной стороны любой эле-
мент вида t = e+ eβ(1− e) + (1− e)γe+ (1− e)δ(1− e), где β, γ, δ ∈ R. Поэтому at = 0 или
ta = 0. Отсюда получаем, что

er(1− e)γe+ er(1− e)δ(1− e) + (1− e)s(1− e)γe+ (1− e)s(1− e)δ(1− e) = 0

или

er(1− e) + (1− e)δ(1− e)s(1− e) + (1− e)γer(1− e) + eβ(1− e)s(1− e) = 0.

Заметим, что в обоих равенствах все слагаемые из разных пирсовских компонент, т. е. из
выполнения равенства суммы нулю следует, что все слагаемые этой суммы равны нулю.
Заметим, что если er(1− e) = 0, то a ∈ (1− e)R(1− e), что и требовалось доказать. Пусть
er(1 − e) ̸= 0. Тогда er(1 − e)γe = 0 и er(1 − e) · (1 − e)δ(1 − e) = 0 для любых γ, δ ∈ R,
т. е. er(1 − e) · (1 − e)Re = (0) и er(1 − e) · (1 − e)R(1 − e) = (0). Другими словами, эле-
мент er(1 − e) аннулирует все кольцо R слева, т. е. образует сильную вершину с петлей.
Противоречие показывает, что er(1− e) = 0 и a ∈ (1− e)R(1− e). В этом случае элемент
a является нильпотентным. Предположим, что an = 0, an−1 ̸= 0 и n ≥ 3. Тогда (an−1)2 = 0,
т. е. [an−1] тоже является сильной вершиной, причем имеет петлю. Противоречие доказы-
вает теорему.

Из теоремы следует, что если в сжатом графе делителей нуля некоторого конечного
ассоциативного кольца есть сильная вершина без петли, то в этом графе обязательно
содержится и причем единственная сильная вершина с петлей.
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3. Дополнительные свойства сжатого графа делителей нуля

В этом разделе мы докажем некоторые свойства сжатого графа делителей нуля.
Определение сильной вершины можно ослабить, если говорить о некоторых выде-

ленных вершинах в графе, для которых любая другая вершина графа смежна хотя бы с
одной из выделенных вершин. Особую роль играют сильные вершины без петель. Если
сильных вершин без петель в сжатом графе делителей нуля немного, то это накладывает
ограничения на кольцо в случае, когда оно ненильпотентное: дело в том, что идемпотенты
как раз и образуют вершины без петель, а если такие вершины еще являются и сильными
(или часть их), то многое можно сказать о радикале Джекобсона самого кольца. Такая
ситуация часто возникала при описании графов делителей нуля порядка 4 в работе [6]. В
первой теореме этого раздела как раз речь и пойдет о графе, в котором есть ровно две
вершины без петель, причем они такие, что любая вершина с петлей смежна хотя бы с
одной из этих двух вершин. Фактически теорема 3 продолжает [6, лемма 2.7].

Теорема 3. Пусть в графе Γ∼(R) ровно две вершины без петель и порядок графа больше
двух, причем любая вершина с петлей смежна хотя бы с одной из вершин без петли.
Тогда выполняется одно из условий:

1) R – нильпотентное кольцо;
2) R/J(R) – конечное поле;
3) в кольце R есть единица 1 = e1 + e2, R ∼= GF (q1) ⊕ GF (q2)

.
+ e1Re2, где ei –

единица поля GF (qi), i = 1, 2, и граф Γ∼(R) является полным графом на трех
вершинах, из которых только одна имеет петлю.

Доказательство. Если в кольце R нет единицы и оно не является нильпотентным, то со-
гласно [6, лемма 2.9] в кольце R нет ортогональных идемпотентов, т. е. R/J(R) является
полем. Итак, мы можем считать, что кольцо R имеет единицу. Если единица не раскла-
дывается в сумму попарно ортогональных идемпотентов, то R/J(R) является полем [10].
Поскольку вершин без петель ровно две, то 1 = e1 + e2, где e1 и e2 – ортогональные идем-
потенты. В этом случае R/J(R) ∼= M2(GF (q)) или R/J(R) ∼= GF (q1) ⊕ GF (q2). В первом
случае R ∼= M2(S) для некоторого локального кольца S [10]. Тогда в графе Γ∼(R) есть ми-
нимум три вершины без петли: [e11], [e22] и [e12+ e22]. Это все разные вершины, поскольку
в треугольнике [e21]− [e22]− [e11]− [e21] только вершина [e11] смежна с вершиной [e12+ e22].
Противоречие. Значит, R/J(R) ∼= GF (q1) ⊕ GF (q2), R = e1Re1

.
+ e1Re2

.
+ e2Re1

.
+ e2Re2,

причем ei – единица поля GF (qi), eiRei – локальное кольцо, i = 1, 2. В силу коммута-
тивности фактор-кольца R/J(R) имеем e1Re2 + e2Re1 ⊆ J(R). Поскольку [e1] и [e2] – две
вершины без петель, причем любая вершина с петлей смежна хотя бы с одной из этих
вершин, то по [6, лемма 2.7] e1Re1 и e2Re2 являются прямыми суммами конечных по-
лей. Поскольку 1 = e1 + e2, то e1Re1 и e2Re2 являются конечными полями. Элементы из
множества e1Re∗2 + e2Re∗1 не смежны ни с одной из вершин без петли [e1] и [e2]. Зна-
чит, эти элементы содержатся в одной из этих вершин. Но поскольку [e1] и [e2] смежны,
то снова получаем противоречие. Значит, e1Re2 = (0) или e2Re1 = (0). Будем считать,
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что e2Re1 = (0), т. е. R = (e1Re1 ⊕ e2Re2)
.
+ e1Re2. Тогда в графе Γ∼(R) три вершины:

[e1] = e1Re∗1 + e1Re2, [e2] = e2Re∗2 + e1Re2 и [b] = e1Re∗2, причем только вершина [b] имеет
петлю и все три вершины образуют треугольник. Мы как раз и получили случай 3 из
[8, теорема 1].

В следующей теореме фактически доказывается, что если сжатый граф делителей
нуля Γ∼(R) имеет достаточно маленький порядок (не более шести) и все его вершины
с петлями, то сам граф является звездой, а кольцо R является локальным или нильпо-
тентным с J(R)3 = (0). Этот факт поможет сократить перебор графов при дальнейшем
описании графов порядков 5 и более, которые могут быть реализованы как сжатые графы
делителей нуля некоторого конечного кольца.

Теорема 4. Пусть в графе Γ∼(R) все вершины имеют петли. Тогда кольцо R является
локальным или нильпотентным, причем либо граф Γ∼(R) является звездой и J(R)3 = (0),
либо в графе Γ∼(R) содержится более шести вершин.

Доказательство. Если кольцо R является ненильпотентным без единицы, то его главный
идемпотент e образует вершину без петли (в таком кольце все элементы являются дели-
телями нуля [10]); противоречие. Следовательно, кольцо R является нильпотентным или
содержит единицу. Если в кольце R существует единица 1 и 1 = e1 + e2 + . . . + en, где
ei – попарно ортогональные идемпотенты, то вершина [e1] не имеет петли. Следовательно,
единицу нельзя представить в виде суммы попарно ортогональных идемпотентов. Значит,
кольцо R является локальным [10].

Заметим, что если граф Γ∼(R) является звездой, у которой все вершины имеют пет-
ли, то J(R)3 = (0) [9]. Поэтому можем считать, что граф Γ∼(R) не является звездой. Не
нарушая общности, также можем полагать, что кольцо R является нильпотентным, по-
скольку в локальном случае Γ∼(R) = Γ∼(J(R)) [10]. Поскольку в нильпотентном кольце
R все элементы в квадрате равны нулю, кольцо R является антикоммутативным, а сле-
довательно, и коммутативным по нулю. Далее, в Γ∼(R) есть сильная вершина с петлей.
Обозначим ее через [a]. Напомним, что не может быть двух сильных вершин с петлями,
поэтому в нашем случае в графе Γ∼(R) существует единственная сильная вершина с пет-
лей. Кроме того, в графе Γ∼(R) не может существовать треугольников [a]− [b]− [c]− [a],
в которых вершины [b] и [c] не смежны больше ни с какими другими вершинами графа
Γ∼(R), кроме вершин этого треугольника. Действительно, в этом случае вершины [b] и
[c] нужно объединить в одну висячую вершину с петлей. Поскольку Γ∼(R) не является
звездой, то в графе Γ∼(R) должен быть треугольник [a] − [b1] − [b2] − [a]. Вершины [b1]

и [b2] различны и смежны друг с другом. Поэтому должна существовать четвертая вер-
шина [b3], которая смежна, например, с [b2] и не смежна с [b1]. Если других вершин нет,
то вершины [a] и [b2] можно стянуть; противоречие. Следовательно, существует вершина
[b4], не смежная c [b2]. Итак, в графе Γ∼(R) как минимум пять вершин. Далее, вершина
[b1 + b3] не смежна с вершинами [b1] и [b3], поэтому она и не может совпасть с вершинами
[a], [b1], [b2] и [b3]. Поскольку [b1 + b3] смежна с [b2], а вершина [b4] с [b2] не смежна, то
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[b1 + b3] ̸= [b4]. Таким образом, [b1 + b3] является шестой вершиной графа Γ∼(R). Теперь
рассмотрим вершину [b2 + b4], которая не смежна с [b2] и [b4]. Поэтому вершина [b2 + b4]

не может совпадать ни с одной из вершин [b1], [b2], [b3], [b4] и [a]. Наконец, (b1 + b3)b2 = 0,
а вершины [b2] и [b2 + b4] не смежны, то [b1 + b3] ̸= [b2 + b4]. Мы нашли седьмую вершину
графа Γ∼(R) – это вершина [b2 + b4]. Это доказывает теорему.
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