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Аннотация. Пусть Asem = {A ∈ A : ReA = A∗A} – множество всех полуор-
тогональных проекторов унитальной C∗-алгебры A, I – единица A. Формула
U = 2A − I (A ∈ Asem) задает биекцию между множеством Asem и множе-
ством всех изометрий из A. Для любого натурального числа n ≥ 2 существует
некоммутативный многочлен степени n, который выдает полуортогональный
проектор при подстановке произвольного набора A1, . . . , An ∈ Asem. Каждый
элемент A ∈ Asem гипонормален и лежит в единичном шаре C∗-алгебры A.
Если A ∈ Asem, то A2 гипонормален. Если A,A2 ∈ Asem, то A является проек-
тором. Если A ∈ Asem и A = An для некоторого n ∈ N, n ≥ 2, то A является
нормальным элементом, и A – проектор при n = 2.
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Введение

Понятие полуортогонального проектора в Mn(C) было введено и изучено в [1]. Раз-
личные свойства полуортогональных проекторов в контексте алгебры B(H) всех линейных
ограниченных операторов в гильбертовом пространстве H, а затем и в контексте униталь-
ных C∗-алгебр были исследованы в [2–4]. Пусть Asem := {A ∈ A : ReA = |A|2} – мно-
жество всех полуортогональных проекторов унитальной C∗-алгебры A, A1 – единичный
шар A, Asa и Apr – эрмитова часть и множество проекторов A, соответственно. Перечис-
лим полученные в нашей статье результаты. Формула U := 2A − I (A ∈ Asem) задает
биекцию между множествами Asem и Aiso := {A ∈ A : A∗A = I}. Имеем Asem ∩ Asa = Apr

(теорема 1). Каждый элемент A ∈ Asem гипонормален (следствие 2). Для каждого набора
элементов A1, . . . , An ∈ Asem элемент

A :=
(2A1 − I) · · · (2An − I) + I

2

Благодарности. Работа выполнена в рамках реализации программы развития Научно-
образовательного математического центра Приволжского федерального округа (соглашение
№ 075-02-2025-1725/1).

© 2025 А.М.Бикчентаев
Поступила: 26.02.2025. Принята: 02.07.2025. Опубликована: 16.07.2025.



Полуортогональные проекторы в унитальных C∗-алгебрах 5

также лежит в множестве Asem (следствие 3). Значит, для любого натурального числа
n ≥ 2 существует некоммутативный многочлен степени n, который выдает полуортого-
нальный проектор при подстановке произвольного набора A1, . . . , An ∈ Asem. Имеем вклю-
чение Asem ⊂ A1 (следствие 4). Пусть A1, . . . , An, A ∈ Asem, λ1, . . . , λn > 0 и λ1+· · ·+λn = 1.
Если λ1A1 + · · ·+ λnAn = A, то A1 = · · · = An = A (следствие 6). Имеем Asem ∩ Aiso = {I}
(следствие 7). Если A ∈ A с ∥A∥ < 1, то элемент (I +A)/2 является средним арифметиче-
ским нормальных полуортогональных проекторов из A (предложение 8). Для A,B ∈ Asem

пишем A ≤1 B, если A+A∗ = A∗B+B∗A. Отношение ≤1 на Asem является антисимметрич-
ным и рефлексивным. Его сужение на Apr совпадает с обычным отношением частичного
порядка ≤. В алгебре B(H), dimH = +∞, существует гипонормальный оператор, квадрат
которого не гипонормален [5, задача 209]. Если A ∈ B(H)sem, то A2 гипонормален (теоре-
ма 22). Пусть A – унитальная C∗-алгебра. Если A,A2 ∈ Asem, то A ∈ Apr (теорема 23). Если
A ∈ Asem и A = An для некоторого n ∈ N, n ≥ 2, то A является нормальным элементом,
и A ∈ Apr при n = 2 (теорема 24).

1. Обозначения и определения

C∗-алгеброй называется комплексная банахова ∗-алгебра A такая, что ∥A∗A∥ = ∥A∥2

для всех A ∈ A. Пусть A – унитальная C∗-алгебра с единицей I, A1 := {A ∈ A : ∥A∥ ≤ 1} –
единичный шар алгебры A. Элемент A ∈ A называется гипонормальным, если A∗A ≥ AA∗;
нормальным, если A∗A = AA∗; изометрией, если A∗A = I; коизометрией, если AA∗ = I.
Положим

Aiso := {A ∈ A : A∗A = I}, Au := {A ∈ A : A∗A = AA∗ = I},
Apr := {A ∈ A : A = A2 = A∗}, Api := {A ∈ A : A∗A ∈ Apr}.

Для C∗-алгебры A через Aid, Asa и A+ будем обозначать ее подмножества идем-
потентов (A = A2), эрмитовых (A∗ = A) элементов и положительных элементов, соответ-
ственно. Если A ∈ A, то |A| =

√
A∗A ∈ A+ и ReA = (A+ A∗)/2 ∈ Asa; S(A) = (A− A∗)/2

– косоэрмитова часть элемента A. Пусть

Asem := {A ∈ A : ReA = |A|2}

– множество всех полуортогональных проекторов унитальной C∗-алгебры A. Если I –
единица алгебры A, то формула SP = 2P − I задает биекцию между Aid и множеством
Asym всех симметрий (S2 = I) в A.

Для P,Q ∈ Apr будем писать P ∼ Q (эквивалентность Мюррея–фон Неймана), если
P = U∗U и Q = UU∗ для некоторого U ∈ A. Проектор P в C∗-алгебре A называется ко-
нечным, если P ∼ Q ≤ P влечет Q = P . Унитальная C∗-алгебра A называется конечной,
если I является конечным проектором [6, гл. III, определение 1.3.1].
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Следом на C∗-алгебре A называется такое отображение φ : A+ → [0,+∞], что

φ(X + Y ) = φ(X) + φ(Y ), φ(λX) = λφ(X) для всех X,Y ∈ A+, λ ≥ 0

(при этом 0 · (+∞) ≡ 0); φ(Z∗Z) = φ(ZZ∗) для всех Z ∈ A. Для следа φ определим
(см. [6, гл. II, II.6.7.3]) M+

φ = {X ∈ A+ : φ(X) < +∞}. Ограничение φ|M+
φ

корректно про-
должается по линейности до функционала на Mφ = linCM

+
φ , который будем обозначать

той же буквой φ. Такое продолжение позволяет отождествлять конечные следы
(т. е. φ(X) < +∞ для всех X ∈ A+) с положительными следовыми функционалами на A.

Пусть H – гильбертово пространство над полем C, B(H) – ∗-алгебра всех линейных
ограниченных операторов в H. Любую C∗-алгебру можно реализовать как C∗-подалгебру в
B(H) для некоторого гильбертова пространства H (теорема Гельфанда–Наймарка;
см. [7, теорема 3.4.1]). Подпространство K ⊂ H является инвариантным относительно
оператора A ∈ B(H), если Aξ ∈ K для каждого ξ ∈ K. При dimH = n < ∞ алгебра B(H)

отождествляется с полной матричной алгеброй Mn(C).

2. Полуортогональные проекторы в унитальных C∗-алгебрах

Пусть A – унитальная C∗-алгебра.

Теорема 1. Формула U := 2A−I (A ∈ Asem) задает биекцию между множествами Asem

и Aiso. Имеем Asem ∩ Asa = Apr.

Доказательство. Если A ∈ Asem, то

U∗U = (2A− I)∗(2A− I) = 4A∗A− 2A− 2A∗ + I = I

и U ∈ Aiso. Обратно, если U ∈ Aiso, то для элемента A = (U + I)/2 имеем

|A|2 = U∗ + I

2
· U + I

2
=

U + U∗ + 2I

4
=

U + I

4
+

U∗ + I

4
= ReA

и A ∈ Asem. Если A ∈ Asem и A = A∗, то A = |A|2 и A ∈ Apr. Включение Apr ⊂ Asem оче-
видно.

Следствие 2. Каждый элемент A ∈ Asem гипонормален.

Доказательство. Поскольку проектор UU∗ ≤ I, имеем

A∗A =
U∗ + U

4
+

1

2
I ≥ U + U∗

4
+

1

4
UU∗ +

1

4
I = AA∗.

Утверждение доказано.
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Следствие 3. Для каждого набора элементов A1, . . . , An ∈ Asem элемент

A :=
(2A1 − I) · · · (2An − I) + I

2
(1)

также лежит в множестве Asem.

Доказательство. В силу теоремы 1 элементы Uk := 2Ak − I, k = 1, . . . , n, лежат в множе-
стве Aiso. Поскольку произведение любого конечного набора элементов из Aiso снова лежит
в Aiso, имеем U := U1 · · ·Un ∈ Aiso. Для элемента A := (U + I)/2 выполнено равенство

(2A1 − I) · · · (2An − I) = 2A− I,

т. е. A из (1) лежит в множестве Asem. В частности, если A1, A2, A3 ∈ Asem, то элементы

2A1A2 − A1 − A2 + I, 4A1A2A3 − 2A1A2 − 2A1A3 − 2A2A3 + A1 + A2 + A3

лежат в Asem. Для A1 = A2 имеем 2A2
1 − 2A1 + I ∈ Asem.

Другими словами, для любого натурального числа n ≥ 2 существует некоммутатив-
ный многочлен степени n, который выдает полуортогональный проектор при подстановке
произвольного набора A1, . . . , An ∈ Asem.

Следствие 4. Имеем включение Asem ⊂ A1.

Доказательство. Если A ∈ Asem, то 2A− I ∈ Aiso и

2∥A∥ = ∥2A− I + I∥ ≤ ∥2A− I∥+ ∥I∥ = 1 + 1 = 2

в силу неравенства треугольника для нормы ∥ · ∥.

Лемма 5 ([8, гл. I, теорема 10.2]). Если C∗-алгебра A унитальна, то A ∈ A1 являет-
ся крайней точкой множества A1 тогда и только тогда, когда A∗A (значит, и AA∗)
является проектором и выполнено условие (I − A∗A)A(I − AA∗) = {0}.

В частности, изометрии и коизометрии являются крайними точками множества A1.

Следствие 6. Пусть A1, . . . , An, A ∈ Asem, λ1, . . . , λn > 0 и λ1 + · · ·+ λn = 1. Если

λ1A1 + · · ·+ λnAn = A, (2)

то A1 = · · · = An = A.

Доказательство. Пусть A1 =
U1 + I

2
, . . . , An =

Un + I

2
, A =

U + I

2
– представления тео-

ремы 1 с U1, . . . , Un, U ∈ Aiso. Тогда из равенства (2) имеем λ1U1 + · · ·+ λnUn = U и из
леммы 5 получаем U1 = · · · = Un = U .
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Следствие 7. Имеем Asem ∩ Aiso = {I}.

Доказательство. Если A ∈ Asem ∩ Aiso, то ReA = |A|2 = I2 = I и

1

2
A+

1

2
A∗ = I.

Заметим, что I лежит в множестве extrA1 всех крайних точек множества A1. Так как A

является изометрией, то A∗ – коизометрия и поэтому A,A∗ ∈ extrA1. Теперь из леммы 5
получаем A = A∗ = I.

Предложение 8. Если A ∈ A с ∥A∥ < 1, то элемент (I + A)/2 является средним ариф-
метическим нормальных полуортогональных проекторов из A.

Доказательство. Если A ∈ A с ∥A∥ < (n− 2)n−1, то A =
1

n
(U1 + · · · + Un) с некоторыми

U1, . . . , Un ∈ Au (см. [9]). Поэтому

A =
2

n

(
U1 + I

2
+ · · ·+ Un + I

2

)
− I и

A+ I

2
=

1

n

(
U1 + I

2
+ · · ·+ Un + I

2

)
.

Заметим, что
U1 + I

2
, . . . ,

Un + I

2
∈ Asem и являются нормальными элементами.

Теорема 9. Для A ∈ Asem следующие условия эквивалентны:
(i) A нормален;
(ii) 2A− I ∈ Au;
(iii) A∗ ∈ Asem.

Доказательство. (i)⇒ (ii). Если A является нормальным элементом в Asem, то U := 2A−I

является нормальной изометрией в A, см. теорему 1. Следовательно, U ∈ Au.
(ii)⇒ (i). Каждый элемент U ∈ Au нормален.
(i)⇒ (iii). Имеем A+ A∗ = 2A∗A = 2AA∗.

Следствие 10. Если C∗-алгебра A конечна, то каждый элемент A ∈ Asem является
нормальным.

Доказательство. Если C∗-алгебра A конечна, то все изометрии и коизометрии из A яв-
ляются унитарными элементами.

Другие примеры, когда A ∈ Asem является нормальным см., например, в [3, §4].

Теорема 11. Имеем Asem ∩ Api = Apr.

Доказательство. Для частичной изометрии A ∈ Asem имеем A+A∗ = 2P с P := A∗A ∈ Apr.
Поэтому декартово разложение элемента A есть A = P + iB с B ∈ Asa и i ∈ C, i2 = −1.
Из равенства (P − iB)(P + iB) = P получаем

i(PB −BP ) = −B2. (3)
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Умножив обе части равенства (3) слева и справа на проектор P , имеем PB2P = |BP |2 = 0.
Поэтому ∥|BP |∥ =

√
∥|BP |2∥ = 0. Значит, ∥BP∥ = ∥ |BP | ∥ = 0 и BP = 0 в силу точности

нормы ∥ · ∥. Теперь PB = (BP )∗ = 0 и из (3) получаем B2 = |B|2 = 0. Так как

∥ |B|2∥ = ∥ |B| ∥2 = ∥B∥2 = 0,

получаем B = 0 и A = P , что и требовалось.

Предложение 12. Пусть A ∈ Asem нормален и элемент U := 2A − I представляет-
ся в виде произведения U = S1S2 с некоторыми S1, S2 ∈ Au ∩ Asa (= Asym ∩ Asa). Тогда
A∗ = S1AS1.

Доказательство. Очевидно,

2S1AS1 − I = S1(2A− I)S1 = S2S1 = (S1S2)
∗ = 2A∗ − I,

поэтому A∗ = S1AS1. Поскольку Sk = 2Pk − I с Pk =
I + Sk

2
∈ Apr, k = 1, 2, имеем

2A− I = (2P1 − I)(2P2 − I),

A = 2P1P2 − P1 − P2 + I.

Следствие 13. Пусть элемент A как в предложении 12. Тогда
(i) если φ – след на C∗-алгебре A и A ∈ Mφ, то φ(A) ∈ R;
(ii) если A = Mn(C), то определитель det(A) ∈ R.

Доказательство. (i). Имеем A∗ ∈ Mφ и φ(A∗) = φ(A) = φ(S1AS1) = φ(S2
1A) = φ(A) ∈ R в

силу равенства φ(XY ) = φ(Y X) для всех X ∈ A и Y ∈ Mφ [7, гл. 6, упражнение 4]; черта
сверху означает комплексное сопряжение.

(ii). Из теоремы об определителе произведения матриц и равенства det(X∗) = det(X)

для всех X ∈ Mn(C) [10, гл. 0, §0.3, 0.3.1] получаем

det(A) = det(A∗) = det(S1AS1) = det(S1)
2 det(A) = det(S2

1) det(A) = det(I) det(A)

= det(A) ∈ R.

Утверждение доказано.

Пример 14. Пусть A = M2(C) и

Aε =

(
ε −

√
ε− ε2√

ε− ε2 ε

)
для 0 ≤ ε ≤ 1. (4)

Тогда Aε ∈ Asem и Uε := 2Aε − I представляется в виде произведения Uε = S1S2 с матри-
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цами

S1 =

(
2t− 1 2

√
t− t2

2
√
t− t2 1− 2t

)
, S2 =

(
1− 2t 2

√
t− t2

2
√
t− t2 2t− 1

)
, t := 2− 2

√
1− ε,

из Au ∩ Asa, т. е. элемент Aε удовлетворяет условию факторизации предложения 12.

Пример 15. Если A = B(H), dimH ≤ +∞, то {∥A∥ : A ∈ Asem} = [0, 1]. Для каждого
ε ∈ [0, 1] определенный в (4) оператор Aε удовлетворяет условию

A∗
εAε = ε diag(1, 1).

Поэтому ε = ∥A∗
εAε∥ = ∥Aε∥2 и ∥Aε∥ =

√
ε, 0 ≤ ε ≤ 1. Напомним, что

{∥A∥ : A ∈ Apr} = {0, 1}, {∥A∥ : A ∈ Aid} = {0} ∪ [1,+∞).

Предложение 16. Пусть A – унитальная C∗-алгебра. Формула A⊥ := I − A (A ∈ Asem)

задает инволюцию на множестве Asem. Имеем A∗A⊥ := i ImA.

Доказательство. Очевидно, (A⊥)⊥ = A для всех A ∈ Asem и

A⊥∗A⊥ = I + A∗A− A− A∗ = I − A+ A∗

2
=

A⊥ + A⊥∗

2
= Re (A⊥),

A∗A⊥ = A∗ − A∗A = A∗ − A+ A∗

2
=

A∗ − A

2
= i

A∗ − A

2i
= i ImA.

Утверждение доказано.

Из теоремы 1 следует A− A⊥ ∈ Aiso.

Предложение 17. Если элемент A ∈ Asem обратим, то Re (A−1) = I. В частности,
если A−1 ∈ Asem, то A = I.

Доказательство. Элемент 2A−I является изометрией, см. теорему 1. Имеем соотношения

(2A− I)A−1 = 2I − A−1, (A−1)∗ = (A∗)−1, (2A∗ − I)(2A− I) = I,

(A−1)∗ = (A∗)−1(2A∗ − I)(2A− I)A−1 = (2I − (A−1)∗)(2I − A−1)

= 4I − 2(A−1)∗ − 2A−1 + (A−1)∗A−1.

Следовательно, (A−1)∗ + A−1 = 2I и Re (A−1) = I. В частности, если A−1 ∈ Asem, то
|A−1| = I, т. е. A−1 является обратимой изометрией; значит, A−1 ∈ Au. Таким образом,
A = (A−1)−1 = (A−1)∗ ∈ Au и A = I в силу следствия 7.

Теорема 18. Для A,B ∈ Asem имеем следующие эквивалентности:
(i) A+B ∈ Asem ⇔ A∗B +B∗A = 0;
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(ii) A−B ∈ Asem ⇔ A∗B +B∗A = 2B∗B;
(iii) A−B ∈ A+ ⇔ S(A) = S(B) и B∗B ≤ A∗A.

Доказательство. Заметим, что

|X + Y |2 + |X − Y |2 = 2|X|2 + 2|Y |2 для всех X, Y ∈ A. (5)

(i), ⇒. Складывая почленно равенства A+ A∗ = 2|A|2 и B +B∗ = |B|2, получаем
A+A∗ +B +B∗ = 2|A|2 + 2|B|2 = 2|A+B|2. Теперь из (5) имеем |A+B|2 = |A−B|2, т. е.
A∗B +B∗A = 0.

(ii), ⇒. Имеем

2|A−B|2 = A∗ −B∗ + A−B = A∗ + A− (B∗ +B) = 2|A|2 − 2|B|2. (6)

Из (5) с X = A−B и Y = B получаем 2|A−B|2 +2|B|2 = |A|2 + |A− 2B|2. Теперь отсюда
и из (6) имеем |A|2 = |A− 2B|2, т. е. A∗B +B∗A = 2B∗B.

(iii), ⇒. Имеем A∗ −B∗ = (A−B)∗ = A−B ∈ A+, поэтому

2(A−B) = A+ A∗ −B −B∗ = 2(A∗A−B∗B) ≥ 0

и B∗B ≤ A∗A. Очевидно, что

S(A)− S(B) =
A− A∗

2
− B −B∗

2
=

1

2
((A−B)− (A∗ −B∗)) =

1

2
((A−B)− (A−B)∗) = 0.

(iii), ⇐. Имеем

A−B =
A−B + (A−B)∗

2
+

A−B − (A−B)∗

2
=

A+ A∗ − (B +B∗)

2
+ S(A)− S(B)

= A∗A−B∗B ≥ 0.

Теорема доказана.

Пример 19. Если A ∈ Asem, то A⊥ ∈ Asem в силу предложения 16 и A+ A⊥ = I ∈ Asem.
Предложение 16 дает

A∗A⊥ + A⊥∗A =
A∗ − A

2
+ A− A∗A =

A∗ + A

2
− A∗A = 0,

т. е. импликация “(i), ⇒” теоремы 18 выполнена.

Для A,B ∈ Asem пишем A ≤1 B, если A+ A∗ = A∗B +B∗A. Например, для 3× 3
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полуортогональных бистохастических матриц

A =
1

3

 1 1 1

1 1 1

1 1 1

 , B =
1

2

 1 0 1

1 1 0

0 1 1


имеем A ≤1 B, A ≤1 B

∗. Очевидно, A = AB = AB∗ является проектором.

Предложение 20. Пусть A,B ∈ Asem. Тогда
(i) 0 ≤1 A, A ≤1 I, A ≤1 A;
(ii) A ≤1 B ⇔ B⊥ ≤1 A

⊥;
(iii) A ≤1 B

⊥ ⇔ A∗B +B∗A = 0 и при этом A+B ∈ Asem в силу теоремы 18;
(iv) если A ≤1 B, B ≤1 A, то A = B;
(v) если A,B ∈ Apr, то A ≤1 B ⇔ A ≤ B.

Доказательство. (iv). Из соотношений

A+ A∗ = A∗B +B∗A, B +B∗ = B∗A+ A∗B

получаем A+ A∗ = B +B∗. Поэтому

|A−B|2 = (A−B)∗(A−B) = A∗A+B∗B − A∗B −B∗A =
A+ A∗

2
+

A+ A∗

2
− A− A∗ = 0

и |A−B| = 0. Следовательно, ∥A−B∥ = ∥|A−B|∥ = 0 и A = B.

(v), ⇒. Имеем 2A = AB +BA ≥ 0, поэтому AB = BA в силу [11, лемма 2]. Следова-
тельно, A = AB и A ≤ B.

(v), ⇐. Если A ≤ B, то A = AB = BA и 2A = AB +BA, т. е. A ≤1 B. Предложение
доказано.

Таким образом, отношение ≤1 на Asem является антисимметричным и рефлексивным.
Его сужение на Apr совпадает с обычным отношением частичного порядка ≤.

Теорема 21. Пусть A ∈ Asem нормален. Тогда

A ≤1 A
∗ ⇔ A∗ ≤1 A ⇔ A+ A∗ = A2 + A∗2 ⇔ A ∈ Apr.

Доказательство. Если A ∈ Asem нормален, то A∗ ∈ Asem, см. теорему 9. Очевидно,
A ≤1 A

∗ ⇔ A∗ ≤1 A ⇔ A+ A∗ = A2 + A∗2. Положим A = (U + I)/2 – представление тео-
рем 1, 9 с U ∈ Au. Тогда равенство A+ A∗ = A2 + A∗2 перепишется в виде

1

2
U2 +

1

2
U∗2 = I.
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Поскольку U2, U∗2, I ∈ Au, из леммы 5 имеем U2 = U∗2 = I. Умножив обе части равенства
U2 = I слева на элемент U∗, получаем U = U∗. Следовательно, U = 2P −I для некоторого
P ∈ Apr. Таким образом, A = P ∈ Apr.

В алгебре B(H), dimH = +∞, существует гипонормальный оператор, квадрат кото-
рого не гипонормален [5, задача 209].

Теорема 22. Пусть A ∈ B(H)sem и P ∈ B(H)pr. Тогда
(i) A2 гипонормален;
(ii) если PH – инвариантное подпространство оператора A, то AP ∈ B(H)sem.

Доказательство. (i). Поскольку

4|A2|2 = 4A2∗A2 = 4A∗2A2 = 4A∗(A∗A)A = 2A∗(A+ A∗)A

= 2(A∗A)A+ 2A∗(A∗A) = (A+ A∗)A+ A∗(A+ A∗)

= A2 + 2A∗A+ A∗2 = A2 + A+ A∗ + A∗2,

(7)

условие гипонормальности оператора A2 перепишется в виде неравенства

A2 + A+ A∗ + A∗2 ≥ 4A2A∗2. (8)

Умножив обе части неравенства (8) на 4 и подставив 2A = V + I с подходящей изо-
метрией V (см. теорему 1), с учетом равенств V ∗V = I и V V ∗ = P (∈ B(H)pr), получаем
равносильное к (8) неравенство

5I ≥ V 2V 2∗ + 2V 2V ∗ + 2V V ∗2 + 4V V ∗ − 2V − 2V ∗,

вытекающее из соотношений

5I + 2V + 2V ∗ ≥ 4I + P + 2V + 2V ∗ = (V + 2I)(V + 2I)∗ ≥ (V + 2I)P (V + 2I)∗.

(ii). Если P ∈ B(H)id, то PH является инвариантным подпространством операто-
ра A ∈ B(H) тогда и только тогда, когда AP = PAP [12, гл. 0, теорема 0.1]. Для
P ∈ B(H)pr имеем PA∗ = (AP )∗ = (PAP )∗ = PA∗P . Отсюда и из равенства AP = PAP

получаем PA∗AP = PA∗ · AP = PA∗P · PAP = PA∗PAP . Заменяя здесь оператор A∗A на
ReA, имеем

PAP + (PAP )∗ = PAP + PA∗P = 2PA∗P · PAP = 2(PAP )∗PAP,

т. е. PAP = AP ∈ B(H)sem. Таким образом, сужение полуортогонального проектора на его
инвариантное подпространство также является полуортогональным проектором.

Теорема 23. Если A – унитальная C∗-алгебра и A,A2 ∈ Asem, то A ∈ Apr.
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Доказательство. Пусть A = (U + I)/2, A2 = (V + I)/2 – представление теоремы 1 с
U, V ∈ Aiso. Тогда (U + I

2

)2
=

V + I

2
,

поэтому V = (U2 + 2U − I)/2. Равенство V ∗V = I перепишется в виде

1

2
U2 +

1

2
U∗2 = I.

Поскольку U2 – изометрия, элемент U∗2 = U2∗ является коизометрией и из леммы 5 имеем
U2 = U∗2 = I. Умножив обе части равенства U2 = I слева на элемент U∗, получаем U = U∗.
Следовательно,

A∗ =
(U + I

2

)∗
=

U + I

2
= A

и A ∈ Apr в силу теоремы 1.

Теорема 24. Пусть A – унитальная C∗-алгебра. Если A ∈ Asem и A = An для некоторого
n ∈ N, n ≥ 2, то A является нормальным элементом, и A ∈ Apr при n = 2.

Доказательство. Пусть A = (U + I)/2 – представление теоремы 1 с U ∈ Aiso. Покажем,
что U ∈ Au. Из равенства An = A по формуле бинома Ньютона имеем

Un +

(
1

n

)
Un−1 +

(
2

n

)
Un−2 + · · ·+

(
1

n

)
U + I = 2n−1(U + I), (9)

где
(
k

n

)
– число сочетаний из n по k. Умножив обе части равенства (9) слева на элемент

U∗n = Un∗, получаем

I +

(
1

n

)
U∗ +

(
2

n

)
U∗2 + · · ·+

(
1

n

)
(U∗)n−1 + U∗n = 2n−1((U∗)n−1 + U∗n).

Переходя здесь к сопряженным элементам, с учетом равенства X∗∗ = X, X ∈ A, имеем

I +

(
1

n

)
U +

(
2

n

)
U2 + · · ·+

(
1

n

)
Un−1 + Un = 2n−1(Un−1 + Un).

Отсюда и из (9) вытекает равенство

U + I = Un−1 + Un. (10)

Если n = 2, то из (10) получаем U2 = I; умножив обе части последнего равенства слева
на элемент U∗, имеем U = U∗. Поэтому A = (U + I)/2 = (U∗ + I)/2 = A∗ и A ∈ Apr в силу
теоремы 1. Если n > 2, то умножив обе части равенства (10) слева на элемент UU∗,
получаем

U + UU∗ = Un−1 + Un,
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что вместе с (10) дает U + I = U + UU∗. Следовательно, UU∗ = I(= U∗U) и U является
унитарным элементом; в частности, U нормален. Поскольку A = (U + I)/2, элемент A

также нормален.
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