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Введение

Следуя Ю.Л.Ершову [1] дадим определение нумерованной универсальной алгебры
эффективной сигнатуры σ = ⟨=, fm0

0 , fm1
1 , . . . ⟩ (где mi – число аргументов функции, в

которую интерпретируется функциональный символ fmi
i и отображение h : n 7−→ mn

вычислимо).

Определение 1. Алгоритмическим представлением (или нумерацией) универсальной ал-
гебры A = ⟨A; g0, g1, . . . ⟩ сигнатуры σ называется всякое отображение ν : ω −→ A множе-
ства натуральных чисел ω на основное множество A алгебры A, для которого выполнено
следующее условие:

существует двухместная вычислимая функция G такая, что для любого n ∈ ω, любых
y1, . . . , ymn имеет место равенство

gn(νy1, . . . , νymn) = νG(n, cmn(y1, . . . , ymn)),

где cmn – канторовская функция нумерации всех упорядоченных последовательностей на-
туральных чисел длины mn, т. е. c2(x, y) = [(x+y)2+3x+y]/2, c3(x1, x2, x3) = c2(c2(x1, x2), x3)

и cn+1(x1, . . . , xn+1) = cn(c2(x1, x2), . . . , xn+1).

Другими словами, по ν-номерам элементов из A и номеру операции gn можно эф-
фективно найти некоторый ν-номер результата применения этой операции к данным эле-
ментам.
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Если ν : ω −→ A – нумерация алгебры A, то пара (A, ν) называется нумерованной
алгеброй. Отметим, что всякая не более чем счетная алгебра эффективной сигнатуры
имеет нумерацию (см. [1]).

Ядром алгоритмического представления ν нумерованной алгебры (A, ν) будем на-
зывать эквивалентность {⟨x, y⟩ | νx = νy}. Если ν – представление, то его ядро будем
обозначать через ker(ν). Нумерация называется вычислимой (позитивной, негативной),
если ее ядро вычислимо (вычислимо перечислимо, коперечислимо).

Для фиксированной системы классической является проблема изучения различных
ее алгоритмических представлений и соотношений между ними (см. работу [2] С.С. Гонча-
рова и Ю.Л.Ершова), в частности, проблема существования хороших представлений (в
первую очередь – вычислимых) и их числа (в том числе единственности, с точностью до
вычислимого изоморфизма).

С другой стороны, в ряде задач разумно фиксировать ядро представления и изу-
чать общие свойства систем, обладающих представлениями с данным ядром. Этот подход
представляется целесообразным с точки зрения теории алгоритмических представлений
систем в целом ряде задач, в том числе в теоретической информатике (см. обзоры [3,4]).

Близким к данному направлению является исследование алгоритмических свойств
эквивалентностей на множестве натуральных чисел, которому в настоящее время уделя-
ется большое внимание. Библиографию по этим вопросам можно найти в списках лите-
ратуры к работам [5, 6]. К этой же проблематике тесно примыкают вопросы строения
универсальных алгебр, представимых над эквивалентностями.

В сложных самоорганизующихся системах, по-видимому, важное значение имеет
проблема распознавания. Если система задана своим алгоритмическим представлением, то
с математической точки зрения это означает, что любая пара различных элементов отде-
ляется алгоритмически определяемыми окрестностями. Важнейшими типами отделимых
нумераций алгебр являются эффективно отделимые, т. е. такие, для которых существуют
вычислимые (в смысле [7]) семейства отделяющих вычислимо перечислимых множеств.
Основания теории отделимо нумерованных множеств и связи между отделимостью и эф-
фективной отделимостью были введены, развиты и исследованы Ю.Л.Ершовым (см.[7]).

Находясь в рамках парадигмы о существовании у нумерованной алгебры эффектив-
ной системы алгоритмически порождаемых окрестностей, достаточных для распознава-
ния отделимости любой пары ее элементов, нужно отметить, что именно исследовавшееся
Ю.Л.Ершовым в [7] наиболее общее понятие отделимой нумерации в случае нумераций
универсальных алгебр можно трактовать как одно из математических уточнений понятия
сложной развивающейся системы, интенсионально заданной семейством представляющих
вычислимых функций вместе с ядрами гомоморфизмов (нумераций) и допускающей эф-
фективное распознавание различия составляющих ее элементов путем отделения их под-
ходящими алгоритмически определяемыми окрестностями.

Слово эквивалентность означает отношение эквивалентности на множестве нату-
ральных чисел ω. Если η – эквивалентность, то множество α ⊆ ω называется η-замкнутым,
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если α является объединением подходящих η-классов (т. е. x ∈ α∧x = y (mod η) ⇒ y ∈ α).
Эквивалентность η называется вычислимо отделимой (отделимой), если для любых

x ̸= y (mod η) существует вычислимое η-замкнутое множество, содержащее x и не со-
держащее y (существует такое вычислимо перечислимое η-замкнутое множество α, что
x ∈ α ∧ y /∈ α, либо x /∈ α ∧ y ∈ α).

Если η – эквивалентность на ω, то семейство η-замкнутых вычислимых (вычислимо
перечислимых) множеств задает базу вычислимой (перечислимой) топологии τ(η)C (соот-
ветственно τ(η)CE) на фактор-множестве ω/η.

Пусть (N, ν) – нумерованное множество. Подмножество N0 множества N называ-
ется ν-вычислимым (ν-перечислимым, ν-коперечислимым), если вычислимо (вычислимо
перечислимо, коперечислимо) множество ν−1N0. Если из контекста будет ясно, какая ну-
мерация множества имеется в виду, то его подмножества будем называть просто вычис-
лимыми (перечислимыми, коперечислимыми) без приставки ν. Нумерация ν называется
эффективно невырожденной, если топологическое пространство, порожденное вычисли-
мо перечислимыми подмножествами, нетривиально. Это равносильно тому, что для нуме-
рованного множества (N, ν) существует его собственное подмножество N0, для которого
ν−1N0 вычислимо перечислимо.

С каждой нумерацией ν однозначно связано ее ядро (нумерационная эквивалент-
ность), т. е. множество ker(ν) = {⟨x, y⟩ | νx = νy} и говоря о тех или иных свойствах
нумерации часто будем подразумевать наличие этих свойств для ядра. Нумерация назы-
вается вычислимо отделимой (отделимой), если вычислимо отделимо (отделимо) ее ядро.

Нумерация ν называется эффективно отделимой, если таково ее ядро ker(ν), т. е. су-
ществует такое вычислимое семейство S вычислимо перечислимых ker(ν)-замкнутых мно-
жеств, что для любых x, y ∈ ω если νx ̸= νy, то найдется S ∈ S такое, что νx ∈ νS∧νy /∈ νS,
либо νx /∈ νS ∧ νy ∈ νS ([7]).

Таким образом, если отделимость обеспечивает T0-отделимость пространства, по-
рожденного ν-перечислимыми подмножествами, то эффективная отделимость гарантиру-
ет существование вычислимой нумерации для подходящего семейства отделяющих мно-
жеств.

Если (A, µ), (B, ν) – две нумерованные алгебры, то гомоморфизм φ : A → B назы-
вается морфизмом, если он эффективен на номерах, т. е. существует такая вычислимая
функция f , что коммутативна диаграмма φµ = νf , что совершенно естественно с интен-
сиональной точки зрения. Поэтому все рассматриваемые нами гомоморфизмы являются
морфизмами.

Важнейшими в рамках структурной теории вычислимо отделимых (отделимых) ал-
горитмических представлений универсальных алгебр являются негативные и эффективно
отделимые алгебры, так как имеет место

Теорема 2. Алгоритмическое представление универсальной алгебры вычислимо отдели-
мо (отделимо) тогда и только тогда, когда она аппроксимируется негативными алгеб-
рами (эффективно отделимыми алгебрами).
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Доказательства утверждений теоремы 2 представлены в [3,8].

Из этой теоремы непосредственно вытекают следующие факты:

Следствие 3. Всякая вычислимо отделимая нумерация подпрямо неразложимой уни-
версальной алгебры является негативной.

Следствие 4. Всякая вычислимо отделимая нумерация универсальной алгебры с арти-
новой решеткой конгруэнций является негативной.

Следствие 5. Всякая отделимая нумерация подпрямо неразложимой универсальной ал-
гебры является эффективно отделимой.

Следствие 6. Всякая отделимая нумерация универсальной алгебры с артиновой решет-
кой конгруэнций является эффективно отделимой.

В частности, эти следствия имеют место для конгруэнц-простых универсальных ал-
гебр, в том числе для полей. При этом, для вычислимо отделимых нумераций подпрямо
неразложимых универсальных алгебр наличие нетривиального вычислимого подмноже-
ства обеспечивает негативность этой нумерации (см. [3]), а для отделимых нумераций,
аналогично, наличие нетривиального вычислимо перечислимого подмножества обеспечи-
вает эффективную отделимость нумерации (см. [8]). Важно отметить существование под-
прямо неразложимых алгебр с артиновыми решетками конгруэнций, которые обладают
эффективно отделимыми, но не негативными нумерациями (см. [9]). Простейшей алгеброй
такого рода является унарная алгебра предшествования P (P = ⟨ω; p⟩, где p(n+ 1) = n и
p(0) = 0), которая обладает отделимой (а значит и эффективно отделимой), но не нега-
тивной (и, очевидно, тем более не позитивной) нумерацией.

В рамках этого направления отметим следующий принципиальный открытый во-
прос:

существует ли отделимая конгруэнц-простая универсальная алгебра, которая ле-
жит в классе E \ (Σ0

1 ∪ Π0
1) (где E – класс эффективно отделимых эквивалентностей)?

Фундаментальность понятия поля в математике не требует обоснования, в связи с
чем актуальным представляется изучение естественных алгоритмических представлений
полей, в том числе их эффективно отделимых нумераций и нахождение условий, при
которых эффективно отделимые нумерации являются негативными. Отметим, что нега-
тивные нумерации универсальных алгебр являются важнейшими среди среди равномерно
вычислимо отделимых нумераций, которые присутствуют в любой m-степени (см. [10]).
В настоящей работе мы показываем, что всякая эффективно невырожденная нумерация
любого поля конечной характеристики является негативной.

Далее, если не оговорено противное, под топологическим пространством на фактор-
множестве ω/η по эквивалентности η будем подразумевать перечислимо порожденное про-
странство τ(η)CE. Случай τ(η)C-пространства, порожденного η-замкнутыми вычислимы-
ми подмножествами будет оговариваться отдельно. Очевидно, что топология τ(η)CE не
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слабее топологии τ(η)C , так как вычислимость есть частный случай вычислимой перечис-
лимости.

1. Топологические пространства над вычислимо отделимыми экви-
валентностями

Сформулируем самые сильные свойства отделимости для вычислимо отделимых ну-
мераций (см. [11]):

Предложение 7. Для произвольной эквивалентности η на ω следующие условия равно-
сильны:

1) η является вычислимо отделимой эквивалентностью;
2) τ(η)C-пространство совершенно нормально и вполне несвязно.

Прежде всего отметим следующий важный факт, касающийся вычислимо отделимо
нумерованных универсальных алгебр.

Предложение 8. Операции любой нумерованной алгебры непрерывны в вычислимо от-
делимо порожденном пространстве.

Доказательство. Пусть (ω/η;ℑ) – произвольная η-алгебра (т. е. алгебра, представимая
над η). Заметим, что мы не предполагаем вычислимости семейства ℑ вычислимых функ-
ций, для которых η является конгруэнцией. Если f – вычислимая функция одного пе-
ременного, то утверждение предложения очевидно, так как прообраз вычислимого мно-
жества является таковым же. Допустим, что f ∈ ℑ и число аргументов n операции f

не меньше двух. Зафиксируем набор x = ⟨x1, . . . , xn⟩. Нужно показать, что для любого
η-замкнутого вычислимого множества Y , содержащего число f(x1, . . . , xn), существуют
такие η-замкнутые вычислимые множества X1 ∋ x1, . . . , Xn ∋ xn, что f(X1, . . . , Xn) ⊆ Y .
Возьмем полный f -прообраз X множества Y , т. е. X = {u | f(u) ∈ Y }. Очевидно, что
X – непустое вычислимое множество кортежей длины n, если вычислимо множество Y .
Зафиксируем любую геделевскую нумерацию всех наборов из ωn.

Будем строить множества X1, . . . , Xn и Z ⊆ X по шагам:
Шаг 0. X0

1 = {x1}, . . . , X0
n = {xn} и Z0 = ∅.

Шаг s + 1. Пусть z = ⟨z1, . . . , zn⟩ – первый кортеж из X, не принадлежащий мно-
жеству Xs

1 × · · · × Xs
n ∪ Zs. Если (Xs

1 ∪ {z1}) × · · · × (Xs
n ∪ {zn}) ⊆ X, то полагаем

Xs+1
1 = Xs

1 ∪ {z1}, . . . , Xs+1
n = Xs

n ∪ {zn} и Zs+1 = Zs (при этом, может оказаться, что
Xs+1

i = Xs
i ∪{zi} для некоторых 1 ⩽ i ⩽ n), в противном случае Xs+1

1 = Xs
1 , . . . , X

s+1
n = Xs

n

и Zs+1 = Zs ∪ {z}. Конец шага s+ 1.
Теперь определим Xk =

⋃
s∈ω X

s
k, 1 ⩽ k ⩽ n и Z =

⋃
s∈ω Z

s.
По построению, вычислимое множество X распадается на две перечислимые дизъ-

юнктные части – X1 × · · · ×Xn и Z, откуда следует вычислимость прямого произведения.
Заметим, что оба эти множества η-замкнуты, при этом, если какой-то набор ⟨z1, . . . , zn⟩
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на некотором шаге распределяется по Xk, 1 ⩽ k ⩽ n (т. е. z1 ∈ X1, . . . , zn ∈ Xn), то все
наборы, η-эквивалентные этому набору, появляющиеся на более поздних шагах, распреде-
ляются таким же образом. Корректность конструкции легко показать индукцией по шагам
построения.

Важно отметить, что предъявленное выше доказательство предложения 7 не про-
ходит для вычислимо перечислимо порожденных топологий, в связи с чем возникает от-
крытый в настоящее время вопрос: можно ли в формулировке предложения 7 заменить
вычислимо отделимо порожденные пространства на отделимо порожденные простран-
ства?

Подчеркнем, что эффективная отделимость эквивалентности означает, что она ле-
жит в классе Π0

2 арифметической иерархии, хотя не имеет в ней четкой “координатизации”,
так как существуют как эффективно отделимые эквивалентности вне класса ∆0

2, так и
∆0

2-эквивалентности, не являющиеся эффективно отделимыми, однако как Σ0
1-эквивалент-

ности, так и Π0
1-эквивалентности лежат в классе эффективно отделимых эквивалентнос-

тей (см. [7]).

2. Эффективно невырожденные представления полей

Исходя из вышесказанного отображение ν : ω −→ F на основное множество не бо-
лее чем счетного поля ⟨F ; +, •, ⟩ называется алгоритмическим представлением этого по-
ля, если существуют две такие вычислимые функции f, g, что νx + νy = νf(x, y) и
νx • νy = νg(x, y) для всех x, y ∈ ω.

Если η – эквивалентность на ω, то поле F называется представимым над η (или
η-полем), если существует вычислимая алгебра кольцевой сигнатуры R = ⟨ω; +, •⟩ с вы-
числимыми операциями +, •, для которых η является конгруэнцией (т. е. имеют место
следующие импликации: x0 = y0 (mod η) ∧ x1 = y1 (mod η) ⇒ x0 + x1 = y0 + y1 (mod η)

и x0 = y0 (mod η) ∧ x1 = y1 (mod η) ⇒ x0 • x1 = y0 • y1 (mod η)) такая, что F изоморф-
но фактор-алгебре ⟨ω/η; +, •⟩ вычислимой алгебры R = ⟨ω; +, •⟩ по конгруэнции η.

Заметим, что алгебра R может и не быть кольцом. В частности, в R могут не вы-
полняться законы ассоциативности и коммутативности. Важно лишь то, что существует
гомоморфизм из R на F , являющийся морфизмом, который и является алгоритмическим
представлением ν, где ν(x) = {x}/η – естественный проектирующий гомоморфизм.

Определение 9. Алгоритмическое представление ν универсальной алгебры A называется
эффективно невырожденным, если существует нетривиальное ν-перечислимое подмноже-
ство A0 ⊆ A.

Напомним, что унарная термальная операция с фиксированными элементами алгеб-
ры в качестве параметров называется трансляцией.
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Определение 10. Универсальная алгебра называется трансляционно полной, если всякая
пара различных ее элементов переводится в любую другую пару различных элементов
подходящей трансляцией.

Заметим, что любая трансляционно полная универсальная алгебра является конгру-
энц-простой. Обратное неверно.

Определение 11. Универсальная алгебра называется трансляционно предполной, если
существует такая пара ее различных элементов, в которую переводится любая пара раз-
личных элементов подходящей трансляцией.

Очевидно, что всякая трансляционно предполная универсальная алгебра подпрямо
неразложима. Обратное неверно.

Предложение 12. Всякое T2-отделимое представление трансляционно предполной ал-
гебры является негативным.

Доказательство. Пусть (A, ν) – T2-отделимо нумерованная трансляционно предполная
алгебра и пара различных элементов ⟨a, b⟩ этой алгебры трансляционно достижима из
любой пары различных элементов. Тогда эта пара содержится и в любой ее ненулевой
конгруэнции (т. е. A подпрямо неразложима). Зафиксируем ν-номера этих элементов, ска-
жем νm = a, νn = b. По условию существуют такие ker(ν)-замкнутые перечислимые непе-
ресекающиеся множества α и β, что m ∈ α и n ∈ β.

Через Tν обозначим перечислимое множество всех трансляций алгебры A, заданных
соответствующими вычислимыми представлениями операций этой алгебры в нумерации ν.
Тогда x ̸= y ⇔ ∃t ∈ Tν(t(x) ∈ α ∧ t(y) ∈ β).

В [9] показано, что имеет место

Предложение 13. Существует трансляционно предполная алгебра, обладающая таким
T1-отделимым нехаусдорфовым эффективно отделимым алгоритмическим представле-
нием ν, что операции этой алгебры непрерывны в перечислимой τ(ker(ν))CE-топологии.

Теорема 14. Всякое тело является трансляционно полным.

Доказательство. Пусть даны два произвольных различных элемента a, b тела F . За-
фиксируем произвольную пару различных элементов c и d. Покажем, что существует
такая трансляция λx[t(x)] (символ λ служит для стандартного λ-обозначения) тела F ,
которая переводит элемент a в c, а элемент b в d. Для этого определим следующее
множество трансляций T (a), имеющих очень простой вид линейных многочленов:
T (a) = {λx[f(x − a) + c] | f ∈ F}. Очевидно, что всякая трансляция λx[t(x)] из T (a)

переводит элемент a в c. В то же время, для любого b ̸= a найдется единственная трансля-
ция λx[f0(x− a)+ c] ∈ T (a), которая переводит элемент b в d. Ясно, что этой трансляцией
будет λx[f0(x− a) + c] при f0 = (d− c)(b− a)−1.

Следствие 15. Всякое поле является трансляционно полным.
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3. Эффективно отделимые нумерации полей в кольцевой сигнатуре
с аддитивным обращением

В следующем утверждении мы рассматриваем поле в сигнатуре ⟨+, •,−⟩, где
“+, •” – операции сложения и умножения соответственно, а “−” – одноместная операция
взятия аддитивно обратного элемента.

Теорема 16. Всякое эффективно невырожденное алгоритмическое представление любо-
го тела в кольцевой сигнатуре с аддитивным обращением является негативным.

Доказательство. Пусть ⟨F ; +, •,−⟩ – тело, ν – его эффективно невырожденная нуме-
рация и ⊕,⊗,⊖ – вычислимые операции представляющие сложение, умножение и адди-
тивное обращение соответственно в нумерации ν. По условию существует нетривиальное
ν-перечислимое подмножество F0 ⊂ F . Положим α = ν−1F0. Зафиксируем элементы тела
c ∈ ν(ω ∖ α) и d ∈ να.

Пусть теперь даны два произвольных различных элемента a, b тела F . По теореме 14
существует такая трансляция tb из T (a) = {λx[f•(x+(−a))+c] | f ∈ F}, которая переводит
элемент a в c при любом f ∈ F и tb(b) = d при f = (d+(−c))• (b+(−a))−1. Таким образом,
для двух элементов a, b, заданных своими ν-номерами m,n соответственно в эффективно
невырожденном представлении ν тела F с фиксированной перечислимой ν-окрестностью
F0 элемента d, не содержащей c, будем вычислять ν-номера для всех трансляций вида
ν(k)• (ν(n)+(−ν(m)))+ν(l), где l – некоторый фиксированный ν-номер элемента c, пыта-
ясь обнаружить их во множестве α, заставляя k пробегать множество всех ν-номеров эле-
ментов тела F . Если действительно νm ̸= νn, то этот факт гарантированно подтвердится
через конечное число шагов перечислением в α числа k0⊗(n⊕(⊖m))⊕l, где k0 – некоторый
ν-номер элемента (d + (−c)) • (b + (−a))−1. Поэтому, для указанной выше трансляции tb
имеет место tb(a) = c /∈ να при всех νk0 и tb(b) = d ∈ να для νk0 = (d+(−c))• (b+(−a))−1,
т. е. нумерация ν негативна. Формально,

νm ̸= νn ⇐⇒ ∃k [k ⊗ (n⊕ (⊖m))⊕ l ∈ α].

Следствие 17. Всякое эффективно невырожденное представление любого поля в сигна-
туре с операцией аддитивного обращения является негативным.

Следствие 18. Операции любого поля в сигнатуре с аддитивным обращением непрерыв-
ны относительно всякой эффективно невырожденной топологии над его алгоритмиче-
ским представлением.

Отметим, что максимальное различие в топологиях τ(η)C и τ(η)CE наблюдается,
например, для совершенных эквивалентностей (т. е. позитивных, не обладающих нетриви-
альными замкнутыми относительно этой эквивалентности вычислимыми подмножества-
ми, [7]). При этом τ(η)C-пространство тривиально, а τ(η)CE – дискретно.
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Для негативных эквивалентностей ситуация диаметрально противоположная, как
показывает

Предложение 19 ([12]). Если ν – негативная нумерация, то топологии τ(η)C и τ(η)CE

совпадают.

4. Эффективно отделимые нумерации полей конечной характери-
стики в кольцевой сигнатуре

Теорема 20. Всякая эффективно невырожденная нумерация любого тела конечной ха-
рактеристики является негативной.

Доказательство. Идея основана на методе из теоремы 16, однако конечность характери-
стики позволяет обойтись без апеллирования к функции аддитивного обращения.

Пусть ⟨F ; +, •⟩ – тело конечной характеристики p, ν – его эффективно невырожден-
ная нумерация и ⊕,⊗ – вычислимые операции представляющие сложения и умножения
соответственно в нумерации ν. Выше отмечалось, что всякая эффективно невырожденная
нумерация любой конгруэнц-простой универсальной алгебры является эффективно отде-
лимой (см. [8]). Поэтому существует нетривиальное ν-перечислимое подмножество F0 ⊂ F .
Пусть α = ν−1F0, т. е. α вычислимо перечислимо. Зафиксируем элементы c /∈ να и d ∈ να.
Пусть теперь даны два произвольных различных элемента a, b тела F . Рассмотрим мно-
жество трансляций T (a) = {λx[f • ((p− 1)a+ x) + c] | f ∈ F} тела F , каждая из которых
переводит элемент a в c при любом f ∈ F и t(b) = d при b ̸= a для некоторого элемента
f ∈ F . При этом, если b ̸= a, то существует единственная трансляция tb ∈ T (a), кото-
рая переводит элемент b в элемент d. Таковой, как легко проверить, будет трансляция
λx[f0((p− 1)a+ x)] при f0 = (d− c) • ((p− 1)a+ b)−1.

Заметим, что мы используем лишь факт существования элемента d−c и среди вычис-
лимых трансляций, представляющих трансляции поля F в нумерации ν, нет трансляций,
в записи которых присутствует вычислимая функция, представляющая аддитивно обрат-
ную для поля F (вообще говоря, среди функций, представляющих на натуральных числах
аддитивно обратную операцию поля, может и не быть вычислимых).

Пусть ν(l) = c. Если b ̸= a, то элемент (p− 1)a+ b отличен от нулевого элемента по-
ля F , а значит для него есть мультипликативно обратный элемент. В этом легко убедиться,
так как из (p − 1)a + b = 0 необходимо следует, что b = a и потому для любых различ-
ных a, b элемент (p − 1)a + b является мультипликативно обратимым. Таким образом,
для двух элементов a, b, заданных своими ν-номерами m,n соответственно в эффективно
невырожденном представлении ν тела F с фиксированной перечислимой ν-окрестностью
F0 элемента d, не содержащей c, будем вычислять ν-номера для всех трансляций вида
ν(k) • ((p− 1)ν(m)+ ν(n))+ ν(l), пытаясь обнаружить результат в множестве α, заставляя
k пробегать множество всех ν-номеров элементов тела F . Если действительно νm ̸= νn,
то этот факт гарантированно подтвердится через конечное число шагов перечислением
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в α числа k0 ⊗ ((p− 1)m⊕ n)⊕ l, где k0 – некоторый ν-номер элемента d • ((p− 1)a+ b)−1.
Поэтому, для указанной выше трансляции tb ∈ T (a) имеет место tb(a) = c /∈ να при всех
k0 ∈ ω и tb(b) = d ∈ να для νk0 = (d− c) • ((p− 1)a+ b)−1, что и означает негативность ν,
так как

νm ̸= νn ⇐⇒ ∃k [k ⊗ ((p− 1)m⊕ n)⊕ l ∈ α].

Следствие 21. Нумерация поля конечной характеристики негативна тогда и только
тогда, когда она эффективно невырожденная.

В связи с теоремой 20 и следствием 21 возникает принципиальный вопрос:
всякая ли эффективно невырожденная нумерация любого тела (произвольной харак-

теристики) является негативной (в кольцевой сигнатуре без аддитивного обращения)?
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