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Аннотация. Доказывается, что для слабо транзитивных логик с универсаль-
ной модальностью, проверку выполнимости формулы для которых можно про-
извести в PSPACE, добавление аксиомы связности не увеличивает сложность
этой проверки, причем строится явный алгоритм, который решает эту задачу.
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Введение

В этой работе изучается вопрос алгоритмической сложности модальных логик с уни-
версальной модальностью. Модальная логика широко используется как формализм для
описания свойств различных структур, таких как графы, порядки, топологические про-
странства и динамические системы. При этом вопрос выполнимости формул во многих
случаях остается разрешимым, что выгодно отличает модальную логику от логики пре-
дикатов, в которой гораздо чаще встречаются неразрешимость задачи выполнимости. Но
базовый язык модальной логики, состоящий из одной модальности, которую чаще всего
обозначают l, обладает ограниченной выразительной силой. В литературе встречаются
различные способы усилить выразительную силу модального языка, сохраняющие при
этом разрешимость. Одним из таких способов является обогащение языка универсаль-
ной модальностью (см. [1]). В частности, при таком обогащении оказывается возможным
выразить свойство связности, не выразимой в базовом языке. Аксиома связности была
предложена в работе В.Шехтмана [2]. В этой работе В.Шехтман доказал полноту ло-
гики S4.UC относительно класса связных шкал Крипке, класса связных топологических
пространств и, более того, относительно произвольного связного плотного в себе сепа-
рабельного метрического пространства. Топология – это только одна область применения
модальной логики и аксиомы связности. Модальные логики связных структур могут пред-
ставлять интерес и в других областях математики и теоретической информатики.
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Под сложностью проблемы выполнимости некоторой модальной логики L в данной
работе понимается сложность следующей массовой задачи: по данной формуле A опреде-
лить, выполнима ли формула A на некоторой шкале логики L. При условии полноты ло-
гики L, эта задача является двойственной к задаче выводимости в логике, так как формула
A выводима в L тогда и только тогда, когда формула  A невыполнима на шкале логи-
ки L. Одной из первых работ о сложности проблемы выполнимости для модальных логик
с универсальной модальностью является работа Е. Гемаспаандры [3]. В ней автор пока-
зывает, что существуют такие разрешимые модальные логики, добавление универсальной
модальности к которым приводит к неразрешимости. Но в случае, когда исходная логика
транзитивна, например S4, добавление универсальной модальности не приводит к увели-
чению сложности. В частности, логики S4.U, K4.U и D4.U являются PSPACE-полными.

В данной работе мы сосредоточим внимание на алгоритмической сложности пробле-
мы выполнимости модальных формул в языке с универсальной модальностью на классе
связных шкал Крипке. Шкала Крипке называется связной, если она слабо связна как
ориентированный граф.

Мы будем рассматривать расширения логики

wK4 � K�lp^ pÑ llp.

Эта логика полна относительно класса слабо транзитивных шкал, т. е. шкал, в которых
рефлексивное замыкание отношения R транзитивно.

Для модальной логики L минимальное расширение этой логики универсальной мо-
дальностью мы будем обозначать L.U. Аксиоматизация логики L.U приведена в [1]. Фор-
мула

AC � lu pplp^ pq _ pl p^ pqq Ñ plu p_lu pq

выражает свойство связности шкалы. Логику, расширенную этой аксиомой, мы будем
обозначать L.UC � L.U� AC.

Основным результатом работы является то, что если задача выполнимости в классе
конечных шкал некоторой слабо транзитивной логики L лежит в PSPACE, то и задача
выполнимости в классе конечных шкал логики L.UC лежит в PSPACE.

В частности, из этого следует, что логики wK4.UC, K4.UC, D4.UC и S4.UC являются
PSPACE полными. Принадлежность к PSPACE для wK4 была доказана в [4].

1. Определения и известные результаты

1.1. Синтаксис

Определение 1. Пусть I – множество, которое понимается как множество индексов мо-
дальных операторов, P – множество переменных. Множество LpIq модальных формул
определяется рекурсивно:

• если p P P , то p P LpIq;
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• если ϕ, ψ P LpIq, то pϕ^ ψq, ϕ P LpIq;
• если ϕ P LpIq, a P I, то rasϕ P LpIq.

Зачастую I будет опускаться.
Также под модальным оператором xay будем понимать  ras , а формулы ϕ _ ψ и

ϕ Ñ ψ выражаются через конъюнкцию и отрицание. Мы также будем опускать скобки,
если их можно восстановить, пользуясь ассоциативностью и стандартным приоритетом
операций.

В данной работе будут использоваться операторы l, ♢, lu , ♢u , l� , ♢� , через L будем
обозначать язык с операторами l, ♢; через Llu – с операторами l, ♢, lu , ♢u ; через
Ll� – с операторами l, ♢, l� , ♢� ; через Llul� – с операторами l, ♢, lu , ♢u , l� , ♢� .

Определение 2. Длиной (или размером) формулы ϕ будем называть количество ее под-
формул (различные вхождения одной подформулы считаем столько раз, сколько этих
вхождений), и обозначать через |ϕ|.

Определение 3. I-модальной логикой будем называть множество формул, являющееся
подмножеством LpIq, содержащее все тавтологии логики высказываний, аксиомы
rasppÑ qq Ñ praspÑ rasqq, где a P I, p и q – переменные, и замкнутое относительно правил

вывода Sub
�
ϕppq

ϕpψq



, Modus Ponens

�
ϕ, ϕÑ ψ

ψ



и Nec

�
ϕ

rasϕ



, где a P I.

Минимальную модальную логику с одним модальным оператором будем обозна-
чать K. Через L � A, где L – модальная логика, A – множество формул, будем обозна-
чать наименьшую логику, содержащую все формулы из L Y A. Если ϕ – формула, будем
обозначать L� tϕu через L� ϕ.

1.2. Семантика. В данной работе мы будем работать в основном с классами конечных
шкал. Следствия основных результатов работы, касающиеся сложности проблем выводи-
мости в модальных логиках, мы обсудим в разделе 6.

Определение 4. Будем называть I-шкалой Крипке пару F � xW, tRauaPIy, где
W – непустое множество, элементы которого называются мирами, и для каждого a P I
Ra � W �W – отношение достижимости. Множество W называется носителем F .

Замечание 5. В этой работе чаще всего будут встречаться конечные шкалы, поэтому,
если не сказано иное, будем считать, что шкалы конечны.

Определение 6. Моделью называется пара M � xF, V y, где F � xW, tRauaPIy – шкала
Крипке, V : P Ñ 2W – оценка, причем V ppq понимается как множество миров, в которых
p истинна. Отношение истинности (|ù) формул в мирах данной модели определяется по
индукции:

• если p P P – переменная, то M,w |ù p ðñ w P V ppq;
• M,w |ù ϕ^ ψ ðñ M,w |ù ϕ и M,w |ù ψ;
• M,w |ù  ϕ ðñ M,w ��|ù ϕ;
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• M,w |ù rasϕ ðñ @w1 pwRaw
1 ñM,w1 |ù ϕq.

Замечание 7. Из определения модальности xay следует, что

M,w |ù xayϕ ðñ Dw1 pwRaw
1 ^M,w1 |ù ϕq.

Будем говорить, что формула ϕ верна в модели M (M |ù ϕ), если @w M,w |ù ϕ,
и выполнима в модели M , если Dw M,w |ù ϕ.

Будем говорить, что формула ϕ общезначима в шкале F (F |ù ϕ), если @V xF, V y |ù ϕ,
и выполнима в шкале F , если существует V , такая что ϕ выполнена в xF, V y.

Будем говорить, что формула ϕ общезначима в классе шкал F , если @F P F pF |ù ϕq,
и выполнима в классе шкал F , если существует F P F , такая, что ϕ выполнима в F .

Определение 8. Сужением шкалы F � xW, tRauaPIy на множество W 1 � W будем
называть шкалу xW 1, tRa X pW

1 �W 1quaPIy и обозначать через F |W 1 .

Определение 9. Сужение модели M � xF, V y на множество W 1 � W , где W – множе-
ство миров F будем называть модель xF |W 1 , V 1y, где V 1ppq � V ppq XW 1 для всех p P P ,
и обозначать через M |W 1 .

1.3. Универсальный и транзитивный операторы, связность. Здесь и да-
лее считаем, что в рассматриваемых нами шкалах есть одно отношение R, которое мы
будем называть базовым, и соответствующий модальный оператор l. Также шкалы мо-
гут содержать порожденные R универсальное и/или рефлексивно-транзитивное замыка-
ние (определены ниже). Наличие этих отношений в каждом случае будет обозначено явно.
Свойства шкалы, такие как слабая связность, транзитивность, рефлексивность и другие
будут относиться только к отношению R.

Определение 10. Пусть F � xW,Ry – шкала Крипке. Будем писать Flu � xW, tR,Ruuy,
где Ru � W �W . Оператор, соответствующий отношению Ru, будем обозначать lu .

Определение 11. Пусть F � xW,Ry – шкала Крипке. Будем писать Fl� � xW, tR,R�uy,
где

wR�w1 ðñ Dpw1, w2, . . . , wnq w1 � w ^ wn � w1 ^ wiRwi�1, pn ¥ 1q,

т. е. R� – рефлексивно-транзитивное замыкание R. Модальность, соответствующую отно-
шению R�, будем обозначать l� .

Также обозначим Flul� � xW, tR,Ru, R
�uy. Если F – класс шкал, то Flu � tFlu |F P Fu,

аналогично для Fl� ,Flul� .

Определение 12. Шкала F � xW, tRauaPIy называется слабо связной по отношениям
tRbubPJ (где J � I), если для любых w,w1 существуют w1, w2, . . . , wn такие, что w � w1,
w1 � wn, а также для всех i от 1 до n � 1 выполнено wiRbwi�1, или wi�1Rbwi для некото-
рого b P J (причем для разных i могут подойти разные b P J ). Такое отношение между
вершинами w,w1 назовем отношением слабой достижимости.
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Лемма 13. Отношение слабой достижимости является отношением эквивалентно-
сти.

Доказательство оставим читателю.
Если C – класс шкал с базовым отношением R и, возможно, с порожденными уни-

версальным и/или транзитивным отношениями, то определим

CAC � tF P C |F – слабо связно по Ru .

Определение 14. Введем отношение эквивалентности на шкале F с базовым отношени-
ем R: w �R w1 ðñ pwR�w1 ^ w1R�wq. Классы эквивалентности по этому отношению бу-
дем называть сгустками. Проще говоря, сгустки – компоненты сильной связности ориен-
тированного графа с ребрами R.

Определение 15. Сгусток F 1 в шкале F называется максимальным, если для любых
w1, w из того, что w1 P F 1 и w1Rw, следует, что w P F 1.

Определение 16. Подшкала F 1 шкалы F � xW,Ry называется порожденной, если

@w1 P F 1 @w P F pw1R�w ñ w P F 1q.

Определение 17. Подшкала F 1 шкалы F называется корневой с корнем w, если

@w1 P F pwR�w1 ðñ w1 P F 1q.

Замечание 18. Корневая подшкала всегда является порожденной.

Определение 19. Шкала F называется слабо транзитивной, если для всех x, y, z P F

xRy ^ yRz ^ x � z ñ xRz.

1.4. Связь логик и классов шкал

Определение 20. Пусть C – класс шкал Крипке. Логикой класса C называют множество
формул

LogpCq � tA | @F P C pF |ù Aqu .

Определение 21. Пусть L – I-логика. Классом I-шкал, порожденных L, называют

FrpLq � tF � xW, tRauaPIy | @ϕ P L F |ù ϕu.

Классом конечных I-шкал называют

FrfinpLq � tF |F P FrpLq и F – конечнаu .
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Определение 22. Функция f : W Ñ U называется p-морфизмом шкалы F � xW, tRauaPIy

на шкалу G � xU, tSauaPIy, если
1) f является сюръекцией;
2) xRay ñ fpxqSafpyq (монотонность);
3) fpxqSauñ Dy fpyq � u и xRay (поднятие).

Обозначение: f : F ↠ G.

Следующая теорема хорошо известна (см. [5]).

Теорема 23 (о p-морфизме). Пусть F ↠ G. Тогда LogpF q � LogpGq.

Определение 24. Шкалы F1 � xW1, tR
1
auaPIy и F2 � xW2, tR

2
auaPIy называются изоморф-

ными (обозначается F1 � F2), если существует биекция f : W1 Ñ W2 со свойством

@a P I wR1
aw

1 ðñ fpwqR2
afpw

1q.

Определение 25. Логика L называется полной по Крипке относительно класса F , если
LogpFq � L.

Если логика L полна по Крипке относительно класса F , то ϕ P L равносильно об-
щезначимости ϕ во всех шкалах класса F , что в свою очередь равносильно невыполнимо-
сти  ϕ в классе F . Таким образом, задачи выполнимости и общезначимости – двойствен-
ные.

1.5. Логики и аксиомы. В этой работе нас будут интересовать слабо транзитивные
шкалы и логики классов таких шкал. Наименьшей такой логикой является
wK4 � K � pp ^ lpq Ñ llp. Полнота этой логики относительно класса всех слабо тран-
зитивных шкал была доказана в [6]. Финитная аппроксимируемость wK4 была доказана
в [7].

Среди таких логик есть широко известные логики, такие как логика класса всех
транзитивных шкал K4 � K�lpÑ llp и логика класса всех рефлексивно-транзитивных
шкал S4 � K4�lpÑ p. Соответствующие теоремы о полноте можно найти в [8].

Теорема 26. Аксиома AC (см. введение) общезначима в шкале F � xW, tR,Ruuy тогда
и только тогда, когда шкала F слабо связна по отношению R.

Доказательство импликации слева направо. Докажем контрапозицию, т. е. если F не сла-
бо связна, тоAC не общезначима. Из того, что F не слабо связна следует, чтоW � W1 \W2,
где W1,W2 � ∅, W1,W2 – объединения классов эквивалентности отношения слабой до-
стижимости. Рассмотрим оценку V на шкале F , такую, что V ppq � W1. Тогда в модели
M � xF, V y опровергается аксиома AC, так как в любом мире ее посылка верна, а заклю-
чение – нет.
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Доказательство импликации справа налево. Предположим, чтоAC не общезначима. Сле-
довательно, существует оценка V шкалы F (обозначим M � xF, V y) и мир w0 P F такие,
что:

1) M,w0 |ù lu pplp^ pq _ pl p^ pqq, т. е. @w M,w |ù plp^ pq _ pl p^ pq;
2) M,w0 ��|ùlu p_lu p, т. е. Du1 M,u1 |ù p и Du2 M,u2 |ù  p.

Из пункта 1 следует, что если wRw1, то выполнено lp^ p или l p^ p, следовательно,
выполнена равносильность M,w |ù p ðñ M,w1 |ù p.

Но, по определению слабой связности, найдется путь между u1 и u2. Используя на-
блюдение выше, индукцией по длине пути легко доказать, что M,u1 |ù p ðñ M,u2 |ù p,
что противоречит пункту 2.

1.6. Сложностные классы. Формальные определения понятий теории сложностей
можно найти в [9], здесь мы дадим лишь неформальные определения сложностных классов
PSPACE и NPSPACE.

Определение 27. Множество формул Ω лежит в классе PSPACE, если существует машина
Тьюринга MT и многочлен ppnq такие, что:

• MT pϕq �

$&
%1, если ϕ P Ω,

0 иначе;
• на входе длины n машина MT использует не более ppnq клеток на ленте.

Определение 28. Множество формул Ω лежит в классе NPSPACE, если существует ал-
горитм (машина Тьюринга) MT и многочлен ppnq, такие, что:

• если w P Ω, то Ds : |s|   pp|w|q ^MT pw, sq � 1;
• если w R Ω, то @s : |s|   pp|w|q ñMT pw, sq � 0;
• на входе длины n машина MT использует только полиномиальное от n количество

клеток на ленте.

Доказательство следующей теоремы также можно найти в [9].

Теорема 29. PSPACE � NPSPACE.

Если C – класс шкал, то через C � sat будем обозначать множество выполнимых в
этом классе формул:

tϕ | ϕ выполнима в Cu.

2. Вытянутые шкалы

В этом разделе будет строиться преобразование шкалы, сохраняющее выполнимость
данной формулы и общезначимость всех формул, приводящее ее в удобный вид. Построе-
ние и доказательство во многом повторяет доказательство [2, теорема 14], но с нескольки-
ми важными изменениями, благодаря которым оно будет работать не только для S4-шкал,
но и для произвольной шкалы.
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Также в этом разделе будем считать, что шкалы унимодальны, т. е. имеют лишь одно
отношение R. Будем отождествлять шкалу с ориентированным графом (имеется ребро
из x в y, если xRy).

Определение 30. Шкалу F � xW,Ry назовем вытянутой, если найдутся такие

F1 � F |W1 , F2 � F |W2 , . . . , Fn � F |Wn ,pF1 � F |
xW1
, pF2 � F |

xW2
, . . . , pFm � F |

xWm
,

1 � i0   i1   i2   � � �   im�1   im � n,

удовлетворяющие условиям:
1) W1 YW2 Y . . .YWn � W ;
2) все Fi – корневые порожденные подшкалы;
3) все pFi – непересекающиеся максимальные сгустки;

4) если i � j, то Fi X Fj �

$&
%
pFk, если ik�1 ¤ i ¤ ik и ik�1 ¤ j ¤ ik,

∅ иначе.

Подшкалы Fi1 , Fi2 , . . . , Fim�1 будем называть основными, все остальные Fi – висячи-
ми, pFi – связующими сгустками.

Неформально говоря, вытянутая шкала – это шкала, составленная из последователь-
ности корневых порожденных подшкал, причем соседние сцеплены по сгустку и никаких
других пересечений не имеющие. Пример изображен на рис. 1.

Fi1 Fi2 Fim�1

F̂1

F1 Fi1�1

F̂2

Fi1�1 Fi2�1

F̂3

Fi2�1 Fi3�1

F̂m�1

Fim�2�1Fim�1�1

F̂m

Fim�1�1 Fn

Рис. 1. Вытянутая шкала

Теорема 31. Пусть L – логика, F � FrfinpLq, F P Flu , F � xW, tR,Ruuy – слабо связная
по R. Тогда найдется вытянутая шкала F 1 P Flu такая, что существует p-морфизм
f : F 1 ↠ F .

Доказательство. В этом доказательстве будем считать, что в шкале есть лишь одно отно-
шение R. В полученной шкале тривиальным образом определим отношение R1u � W �W ,
и легко заметить, что свойства p-морфизма для универсальных отношений выполнены.



66 К.М. Мясников, А.В.Кудинов

Порожденную отношением R шкалу с корнем w обозначим FÒw � F |tw1|wR�w1u. Рас-
смотрим ориентированный граф skpF q без петель, вершинами которого являются сгустки
шкалы F , ребро ведет из одной вершины в другую, если из одной из вершин первого
сгустка ведет ребро в одну из вершин второго сгустка. Заметим, что полученный граф яв-
ляется ациклическим. Сгусток будем являться максимальным (см. определение 15), если
у соответствующей ему вершины графа skpF q нет исходящих ребер, и будем называть ми-
нимальным – если нет входящих. Из ацикличности и конечности графа skpF q следует, что
из каждого сгустка (и, соответственно, из каждого мира шкалы F ) достижим некоторый
максимальный сгусток, а также каждый максимальный сгусток достижим из некоторого
минимального сгустка.

Выделим по представителю из каждого минимального сгустка, и выпишем их в по-
следовательность w1, w2, . . . , wn так, чтобы все представители встречались хотя бы по
одному разу и чтобы FÒwi X FÒwi�1 � ∅. Это возможно, так как из слабой связности
шкалы F между любыми двумя ее мирами есть путь, состоящий из прямых и обрат-
ных ребер (ребер отношений R и R�1). Обозначим через Wi носитель шкалы FÒwi. Тогда
FÒwi � F |Wi

.
Заметим, что FÒw замкнуто относительноR, т. е. если w1 P FÒw и w1Rw2, то w2 P FÒw.

Тогда, так как FÒwiXFÒwi�1 � ∅, то FÒwiXFÒwi�1 содержит некоторый максимальный
сгусток. Для каждого i, такого что 1 ¤ i ¤ n � 1, зафиксируем некоторый такой макси-
мальный сгусток. Пусть его миры образуют множество �Wi и rFi � F |

�Wi
. Таким образом,rFi � FÒwi и rFi � FÒwi�1.

Рассмотрим множество T � tpw, iq | w PWiu. Определим на T отношение эквива-
лентности � как наименьшее отношение, при котором выполняются следующие условия

pw, iq � pw, i� 1q, если w P �Wi.

Таким образом, при i   j

pw, iq � pw, jq ðñ w P �Wi и �Wi � �Wi�1 � . . . � �Wj�1.

Мирами шкалы F 1 будут классы эквивалентности Tä�. Класс эквивалентности,
порожденный pw, iq, будем обозначать rw, is. Отношение R1 определим так: rw, isR1rw1, is,
если wRw1. Определим функцию f : fprw, isq � w. Это определение корректно, так как
если pw1, iq � pw2, jq, то w1 � w2. Эта функция является p-морфизмом, так как
rw, isR1rw1, is ðñ wRw1, а также является сюръективной, благодаря выбору w1, w2, . . . , wn
как порождающего набора.

Предположим, что F 1 R F . Из этого следует, что не все формулы из L общезначимы
в F , т. е. найдутся ϕ P L, а также мир rw0, i0s такие, что F 1, rw0, i0s ��|ù ϕ. Но из условия
rw, isR1rw1, is ðñ wRw1, а также из определения � следует, что F 1Òrw, is � FÒw. Таким
образом, F,w0

��|ù ϕ, что противоречит условию F P F .
Покажем, что F 1 – вытянутая. Для этого построим множества миров W 1

1,W
1
2, . . . ,W

1
n,
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xW 1
1,
xW 1

2, . . . ,
xW 1
m, а также индексы i1, i2, . . . , im�1, задающие основные подшкалы из опре-

деления 30.
Число n определено выше как размер последовательности w1, w2, . . . , wn. Пусть

I � ti | �Wi�1 � �Wiu. Тогда определим i1, i2, . . . , im�1 как набор элементов множества I, вы-
писанных в возрастающем порядке, соответственноm � |I|�1. Доопределим i0 и im как 1 и
n соответственно. Это можно сделать, поскольку 1, n R I, так как �W0 и �Wn не определены.

Определим W 1
i как носитель F 1Òrwi, is, xW 1

j – как носитель F 1Òr rwij�1
, ij�1s,

где rwi – некоторый представитель �Wi. В силу максимальности �Wij�1
, имеем равенствоxW 1

j � �Wij�1
. Проверим определение вытянутой шкалы:

Пункт 1 верен, так как w1, w2, . . . , wn – порождающий набор.

Пункт 2 верен по построению W 1
i .

Пункт 3. xW 1
j являются сгустками, так как xW 1

j � �Wij�1
по построению.

Также, по построению последовательности tiju, r rwij , ijs � r rwik , iks при j � k, следо-
вательно, xW 1

j XxW 1
k � ∅.

Пункт 4. Из определения последовательности tijum�1j�1 следует, что

�Wij �
�Wij�1 � . . . � �Wij�1�1.

Также, так как ij, ij�1 P I, то �Wij�1 �
�Wij , а также �Wij�1�1 �

�Wij�1
. Следовательно, если

w P�Wij , то

pw, ij�1q � pw, ijq � pw, ij � 1q � . . . � pw, ij�1 � 1q � pw, ij�1q � pw, ij�1 � 1q.

Таким образом, нетривиальными классами эквивалентности по отношению � в точности
являются множества !

pw, kq | w P �Wij , ij ¤ k ¤ ij�1

)
.

Из этого следует, что при i � j пересечением F 1i и F 1j могут являться либоxW 1
k, либо ∅,

причем первое выполнено в том и только том случае, когда i, j P rik�1; iks, что в точности
соответствует третьему пункту определения.

Замечание 32. Пусть c P N. Тогда теорему 31 можно усилить, наложив такое ограни-
чение на шкалу F 1: для любой ее подшкалы F 1i найдется не менее c подшкал F 1j среди
F 11, F

1
2, . . . , F

1
n таких, что fpF 1i q � fpF 1jq.

Доказательство. В доказательстве достаточно вместо последовательности w1, w2, . . . wn
рассмотреть последовательность

w1, w1, . . . , w1looooooomooooooon
c раз

, w2, w2, . . . , w2looooooomooooooon
c раз

, . . . , wn, wn, . . . , wnlooooooomooooooon
c раз

.
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3. Проверка наличия подшкалы

Для использования вытянутых подшкал в алгоритме необходимо будет научиться
проверять существование модели, удовлетворяющей некоторому свойству (а именно, ис-
тинность некоторой формулы) и при этом содержащей в себе определенные подмодели
(этими подмоделями будут связующие сгустки). В этом разделе будет решен этот вопрос.

Для начала сведем интересующую нас проблему к проблеме выполнимости формулы
в классе Flul� .

Лемма 33. Пусть F � FrfinpLq, pF P Flu – некоторая шкала, xM � x pF , pV y, ϕ – формула
вида η1^lu η2^lu η3^. . .^lu ηl, где формулы η1, η2, . . . , ηl не содержат модальность lu . Тогда
существует такая формула ψ, которую можно построить за полиномиальное от длины
ϕ и мощности pF время, что выполнимость ψ в классе Flul� равносильна одновременному
выполнению следующих условий:

1) DM � xF, V y, где F P Flu – корневая;
2) DW 1 � F M |W 1 � xM , F |W 1 – порожденная подшкала F ;
3) Dw P F M,w |ù ϕ.

Доказательство. Обозначим p1, p2, . . . , pm – переменные формулы ϕ, n – размер pF ,
а g, v1, v2, . . . , vn – переменные, не участвующие в ϕ.

Построим формулу, которая выполнима тогда и только тогда, когда в шкале есть по-
рожденная подшкала pF . Обозначим за pw1, pw2, . . . , pwn миры pF . Опишем требованиеM |W 1 � xM
с помощью формулы:

ψ1 � ♢� g ^lu pg Ñ lgq.

Переменная g будет верна в тех мирах, которые образуют порожденную подшкалу pF .

ψ2 � lu p g Ñ p v1 ^ v2 ^ . . .^ vnqq ^lu pg Ñ ppv1 ^ v2 ^ . . .^ vnq_

_p v1 ^ v2 ^ v3 ^ . . .^ vnq _ . . ._ p v1 ^ v2 ^ . . .^ vn�1 ^ vnqqq^

^♢� v1 ^♢� v2 ^ . . .^♢� vn.

Переменные v1, v2, . . . , vn кодируют миры, соответствующие мирам pF с теми же но-
мерами.

ψ3 � lu
n©
i�1

�
� ©
pwi
pR pwj

pvi Ñ ♢vjq ^
©

 pwi
pR pwj

pvi Ñ l vjq

�

.

Формула ψ3 описывает ребра графа pF , гарантируя F |W 1 � pF .

ψ4 � lu
n©
i�1

�
� ©
wiPpV ppkq

pvi Ñ pkq ^
©

wiRpV ppkq

pvi Ñ  pkq

�

.

Формула ψ4 описывает значения переменных p1, p2, . . . , pk в требуемой подшкале.
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Таким образом, формула ψ1^ψ2^ψ3^ψ4 верна в тех и только тех моделях, в кото-
рых найдется подмодель xM (строго доказано ниже). Тогда искомая формула ψ выглядит
следуюшим образом:

ψ � ♢� η1 ^
l©

i�2

lu ηi ^ ψ1 ^ ψ2 ^ ψ3 ^ ψ4.

Из определения ψ видно, что время ее построения на машине Тьюринга не превы-
шает полинома от входных данных.

Пусть модель M удовлетворяет условиям 1–3 из формулировки леммы. Изменим
значениями переменных g, v1, v2, . . . , vn в модели M . Заметим, что, так как все эти пере-
менные не участвуют в ϕ, то такое изменение не повлияет на условия 1–3.

1) g истинна в мирах W 1;
2) vi истинна в i-м мире подшкалы pF .

Покажем, что в этой измененной модели формула ψ будет истинна в корне шкалы F :
1) ψ1 истинна, так как pF – порожденная подшкала и g истинна в точности на точках

шкалы pF .
2) ψ2 истинна благодаря выбору оценки для vi.
3) ψ3 истинна, так как для wi, wj P xW верно, что M,wi |ù vi, и M,wi |ù ♢vj ô wiRwj.
4) ψ4 истинна, так как M |W 1 � xM .
5) ♢� η1 и lu ηi при i ¥ 2 истинны, так как Dw P F :M,w |ù ϕ.

Пусть теперь формула ψ выполнена в мире rw модели �M 1 � x rF 1, rV 1y, где rF 1 P Flul� .
Заметим, что из того, что ηi не содержат модальности lu , следует, что все модальности lu
в формуле ψ стоят на верхнем уровне и связаны конъюнкцией, поэтому если lu ξ – под-
формула ψ, то �M 1, rw |ù lu ξ. Таким образом, получаем, что ψ также выполнена в мире rw
модели �M 1

rw� (так же, как и выше, под этим обозначением понимаем сужение на миры,
достижимые из rw). Обозначим �M � �M 1

rw�, причем �M � x rF , rV y, rF � x�W, t rR, rRu, rR�uy.
Обозначим �Wi � tru P �W | �M, ru |ù viu. Определим

�WF �
n¤
i�1

�Wi, �Wm � �W z�WF .

Модель �M � x rF , rV y обладает следующими свойствами:
1) из истинности формулы ψ2 следует, что все �Wi � ∅, �Wi X�Wj � ∅ при i � j,

а также �WF – это в точности множество тех миров, в которых истинна g;
2) из истинности формулы ψ1 следует, что шкала rF |

�WF
является порожденной под-

шкалой rF ;
3) по построению формулы ψ3 для всех i, j выполнено:

• если pwi pR pwj, то @rui P �Wi Druj P �Wj : rui rRruj,
• если  pwi pR pwj, то @rui P �Wi @ruj P �Wj :  rui rRruj;

4) если rui P �Wi, то �M, rui |ù pk ðñ xM, pwi |ù pk.
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Построим шкалу F . Множество миров W определим как множество классов эквива-

лентности
�W
ä�, где

rw1 � rw2 ðñ rw1 � rw2 или Di rw1, rw2 P �Wi.

Для i P t1, . . . , nu обозначим через wi класс эквивалентности, соответствующий �Wi, через
Wm – множество классов эквивалентности, соответствующих�Wm, т. е.Wm � W ztw1, . . . wnu.
Заметим, что элементы Wm однозначно соответствуют элементам�Wm. Если u PWm, будем
обозначать соответствующий элемент �Wm через ru. Определим отношение R следующим
образом:

1) если u, u1 P Wm, то uRu1 ðñ ru rRru1;
2) если u PWm, то uRwi ðñ Drui P �Wi ru rRrui;
3) wiRwj ðñ pwi pR pwj ðñ @ rwi P �Wi D rwj P �Wj rwi rR rwj (из свойства 3 модели �M).

Итого, F � xW, tR,Ruuy, где Ru � W�W . Таким образом, из определения R следует,
что существует p-морфизм f : x�W, t rR, rRuuy↠ F , определенный так:

• если u PWm, то fpruq � u;
• если rwi P �Wi, то fp rwiq � wi.

Таким образом, из теоремы 23 следует, что F P Flu .
Определим оценку V на F для переменных p1, p2, . . . , pm следующим образом:
• F, V, wi |ù pk ðñ @ rwi P �Wi : �M, rwi |ù pk ðñ xM, pwi |ù pk;
• если u PWm, то F, V, u |ù pk ðñ �M, ru |ù pk.

Докажем, что модель M � xF, V y удовлетворяет условию теоремы.
1) F P Flu – доказано выше;
2) в качествеW 1 возьмем tw1, w2, . . . wnu. Тогда из определения отношения R следует,

что wiRwj ðñ pwi pR pwj, т. е. F |W 1 � pF . Из определения оценки V получаем, что

M,V,wi |ù pk ðñ xM, pwi |ù pk;

таким образом, M |W 1 � xM ;
3) из определения оценки V p-морфизм f обладает следующим свойством:

�M, ru |ù pk ðñ M, fpruq |ù pk.

Используя индукцию по построению формулы, получаем, что для любой форму-
лы ξ, содержащей только переменные p1, p2, . . . , pm, верно

�M, ru |ù ξ ðñ M, fpruq |ù ξ.

Таким образом, по построению формулы ψ в некотором мире rw1 модели �M ис-
тинна η1, а также во всех мирах �M выполнены формулы ηi, при i P t2, 3, . . . , lu.
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Из этого следует, что

�M, fpruq |ù η1 ^
l©

i�1

lu ηi � ϕ,

т. е. требуемое условие выполнено.

Следствие 34. Пусть F � FrfinpLq, F 1, F 2 P Flul� – некоторые шкалы, M1 � xF 1, V 1y,
M2 � xF 2, V 2y, ϕ – формула вида η1^lu η2^lu η3^ . . .^lu ηl, где η1, η2, . . . , ηl имеют только
модальность l. Тогда существует такая формула ψ, которую можно построить за
полиномиальное время от суммы размеров ϕ, F 1, F 2, что выполнимость ψ в классе Flul�
равносильна

1) DM � xF, V y, где F P Flu ;
2) DW 1 � F M |W 1 �M1, F |W 1 – порожденная подшкала F ;
3) DW 2 � F M |W 2 �M2, F |W 2 – порожденная подшкала F ;
4) W 1 XW 2 � ∅;
5) Dw P F M,w |ù ϕ.

Доказательство. Аналогично лемме 33 по модели M1 построим формулы ψ1
1, ψ

1
2, ψ

1
3, ψ

1
4,

переменные обозначим как g1, v11, v
1
2, . . . , v

1
n1 , а по модели M2 – формулы ψ2

1, ψ
2
2, ψ

2
3, ψ

2
4,

соотвествующие переменные обозначим через g2, v21, v22, . . . , v2n2 .
Тогда искомой формулой будет

ψ � ♢� η1 ^
l©

i�2

lu ηi ^ ψ
1
1 ^ ψ

1
2 ^ ψ

1
3 ^ ψ

1
4 ^ ψ

2
1 ^ ψ

2
2 ^ ψ

2
3 ^ ψ

2
4.

Доказательство полностью повторяет доказательство леммы 33.

Пусть A, B – множества формул. Дадим определения сводимостей ¤p и ¤NPctt .

Определение 35. A ¤p B, если существует полиномиально вычислимая f такая, что

ϕ P A ðñ fpϕq P B.

Определение 36 (см. [3]). A ¤NPctt B, если существует недетерменированная машина Тью-
ринга M такая, что x P A тогда и только тогда, когда на каком-то вычислении на входе x,
M выводит y1#y2# . . .#yk и ty1, y2, . . . , yku � B.

Научимся избавляться от модальностей lu и l� . Для избавления от lu применим
[3, теорема 4.1]. Из нее следуют следующие результаты:

Утверждение 37. Пусть L – логика, F � FrfinpLq. Тогда Flul� � sat ¤NPctt Fl� .

Утверждение 38. Пусть L – логика, F � FrfinpLq. Тогда Flu � sat ¤NPctt Fl� .

Далее, научимся избавляться от модальности l� в слабо транзитивных шкалах. Сле-
дующая лемма практически очевидна, так как R совпадает с R� с точностью до рефлек-
сивных петель, но для полноты ниже приведено ее доказательство.
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Лемма 39. Пусть L � wK4, F � FrfinpLq. Тогда Fl� � sat ¤p F � sat.

Доказательство. Пусть ϕ P LpR,R�q. Пусть Subpϕq – множество всех подформул ϕ. Так
как L � wK4, то для любой F P Fl� выполнено

@x, y P F xR�y ðñ xRy _ x � y.

Построим рекурсивное преобразование f : LpR,R�q Ñ LpRq по следующему правилу:

fppq � p, где p P P ,
fpψ ^ ηq � fpψq ^ fpηq,

fp ψq �  fpψq,

fplψq � lfpψq,

fpl� ψq � lpψ ^ pψ.

Тогда
gpϕq � fpϕq ^l

©
l� ξPSubpϕq

ppξ Ø fpξqq ^
©

l� ξPSubpϕq

ppξ Ø fpξqq

является искомым сведением. Функция g полиномиально вычислима, так как |fpϕq| ¤ 2|ϕ|,
а также |Subpϕq ¤ |ϕ|.

Если ϕ является Flu -выполнимой, то gpϕq истинна в модели на той же шкале с оцен-
кой V 1, так что V 1ppξq � V pξq, и V 1ppq � V ppq для остальных переменных.

Если gpϕq выполнима в модели M � xF, V y в мире wr, то для w P FÒwr верно

M,w |ù pξ ðñ M,w |ù ξ.

Из этого индукцией по построению формулы получим, что для w P FÒwr выполнено

M,w |ù gpϕq ðñ M,w |ù ϕ,

что и требовалось.

Из доказанных лемм вытекает следующий результат:

Теорема 40. Пусть L � wK4, F � FrfinpLq и F � sat P PSPACE. Тогда существует
PSPACE-алгоритм, решающий следующую задачу: дана формула ϕ вида η1^lu η2^. . .^lu ηl,
а также модели M1,M2, определить, существует ли такая модель M � xF, V y, что:

1) F P Flu ;
2) DW 1,W 2 � F :M |W 1 �M1,M |W 2 �M2, и W 1 XW 2 � ∅;
3) ϕ – истинна в некотором мире M .
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Доказательство. По следствию 34 построим формулу ψ P LpR,Ru, R
�q. Согласно утвер-

ждению 37 и лемме 39 получаем, что

Flul� ¤NPctt Fl� ¤p F ,

но так как ¤NPctt и ¤p сохраняют принадлежность PSPACE (см. [3]), и по условию
F � sat P PSPACE, получаем требуемое.

Замечание 41. Если одна (или обе) из моделей M1 или M2 равна ∅, то считаем, что во
втором условии теоремы 40 убрано соответствующее условие.

Определение 42. Формулу ϕ, удовлетворяющую условию теоремы 40, будем называть
Flu -выполнимой с подмоделями M1,M2. В случае, если M2 � ∅, не будем различать по-
нятия Flu -выполнимости c подмоделями M1 и ∅, а также F -выполнимости с подмоделями
M1 иM1, т. е. под F -выполнимостью с подмоделямиM иM понимаем либо выполненность
теоремы при M1 �M и M2 �M , либо c M1 �M , M2 � ∅.

4. Основная теорема

Теорема 43. Пусть L � wK4, F � FrfinpLq и F�sat P PSPACE. Тогда FAC
lu �sat P PSPACE.

План доказательства следующий: будем проверять выполнимость формулы на клас-
се вытянутых шкал. Количество основных подшкал такой шкалы может оказаться экспо-
ненциальным. Для того чтобы выполнить требуемую проверку, будет использован метод,
примененный в доказательстве теоремы Савича (см. [9, глава 4]).

Лемма 44. Пусть L � wK4, ϕ – Flu -выполнима, |ϕ| � n. Тогда существует шкала
F P Flu , размеры каждого сгустка которой не превосходят 4n � 1, такая, что ϕ вы-
полнима в F .

Доказательство. Рассмотрим F � xW, tR,Ruuy – наименьшую по количеству миров шка-
лу, в которой выполнена ϕ, M � xF, V y – соответствующая модель. Докажем, что она
удовлетворяет условию леммы. Предположим, что это не так, и найдется сгусток с мира-
ми w1, w2, . . . , wm, где m ¥ 4n�2. Обозначим Wc � tw1, w2, . . . , wmu. Из того, что L � wK4,
следует, что

@i@j pi � j Ñ wiRwjq, (1)

а также,
если w P W zWc и wRwi, то @j wRwj. (2)

Рассмотрим ξ – подформулу ϕ. Обозначим

Wξ � twi P Wc | M,wi |ù ξu.
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Среди миров Wξ отметим произвольные minp2, |Wξ|q миров. Аналогично поступим с мира-
миWczWξ. Тогда для любой ξ мы отметим не более четырех миров. Проделав эту операцию
для всех ξ получим, что отмечено не более 4n миров. Не умаляя общности, пусть это будут
миры w1, w2, . . . , w4n (если было отмечено меньше 4n миров, то доотметим произвольные).

Докажем, что при удалении wi из модели M , где i ¡ 4n, истинность всех формул во
всех мирах W ztwiu не поменяется. Обозначим M 1 � M |pW ztwiuq. Предположим, что это не
так, и значение некоторой формулы в каком-то мире поменялось. Из всех таких формул
рассмотрим наименьшую по длине. Пусть это ϕ0, истинность которой в мире w измени-
лась. По выбору ϕ0, ни одна ее подформула не поменяла свое значение. Заметим, что ϕ0 не
могла иметь вид ξ^ η или  ξ, так как в таком случае нашлась бы более короткая форму-
ла, значение которой изменилось. Таким образом, ϕ0 имеет вид lψ или lu ψ. Рассмотрим
ϕ0 � lψ, вариант lu ψ разбирается аналогично. Разберем два случая:

1) M,w |ù lψ, но M 1, w ��|ùlψ.
Из M,w |ù lψ следует, что

@w1 P W wRw1 ñM,w1 |ù ψ.

Так как ψ – подформула ϕ0, то

@w1 P W ztwiu wRw
1 ñM 1, w1 |ù ψ.

Таким образом, M 1, w |ù lψ, что противоречит предположению.

2) M,w ��|ùlψ, но M 1, w |ù lψ.
Из M 1, w |ù lψ следует, что

@w1 P W ztwiu wRw
1 ñM 1, w1 |ù ψ.

Из M,w ��|ùlψ следует, что

Dw1 P W wRw1 ^M,w1 ��|ù ψ.

Таким образом, из свойств (1) и (2) шкалы получаем, что M,wi ��|ù ψ, и для всех
u P Wc таких, что u � wi и u � w, верно M,w |ù ψ. Таким образом, по выбору
отмеченных миров w1, w2, . . . , w4n получаем, что wi P tw1, w2, . . . , w4nu, что проти-
воречит выбору i ¡ 4n. Таким образом, случай невозможен.

Итак, ни один из этих случаев невозможен, следовательно, требуемое свойство уста-
новлено.

Докажем теперь, что добавление рефлексивной петли к любому из миров wi, где
i ¡ 4n, если ее там не было, также не меняет истинности ни одной из формул ни в одном
мире. Пусть F 1 � F \ pwi, wiq, M 1 � xF 1, V y. Аналогично рассуждению выше, рассмотрим
наименьшую формулу, которая поменяла свое значение. Пусть это формула ϕ0, поменяв-
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шая свое значение в мире w. Также получаем, что ϕ0 � lψ или ϕ0 � lu ψ, рассмотрим
только первый вариант. Рассмотрим два случая:

1) M,w |ù lψ, но M 1, w ��|ùlψ.
Так как модель M 1 отличается от модели M только наличием рефлексивной пет-
ли pwi, wiq, и согласно выбору ϕ0 истинность ψ ни в одном из миров не поменялась,
то w � wi, и M,wi ��|ù ψ, и @wj � wi M,wj |ù ψ. Таким образом, wi – отмеченная
вершина, что противоречит выбору i ¡ 4n.

2) M,w ��|ùlψ, но M 1, w |ù lψ.
Аналогично, получаем, что w � wi. Тогда из M 1, w |ù lψ следует, что

@wj � wi M,wj |ù ψ,

что противоречит M,w ��|ùlψ.

Итак, ни один из двух случаев не реализуется, следовательно, свойство установлено.
Перейдем к построению pF , размер которой меньше размера F , и в которой выпол-

нима ϕ. Пусть

xW � W ztwmu, pR � pR X pxW �xW qq Y pwm�1, wm�1q, pRu � xW �xW, pF � xxW, t pR, pRuuy.

Рассмотрим функцию f : W Ñ xW такую, что

fpwq �

$&
%w, если w � wm,

wm�1, если w � wm.

Докажем, что она является p-морфизмом шкалы F на шкалу pF . Сюръективность очевид-
на. Так как шкала F – слабо транзитивная, и wm�1 и wm принадлежат одному сгустку, то
выполнено

@w R twm�1, wmu pwRwm�1 ðñ wRwmq и pwm�1Rw ðñ wmRwq.

Также из определения pR следует, что если w,w1 P W ztwmu и хотя бы один из миров w,w1

не равен wm�1, то
wRw1 ðñ w pRw1.

Таким образом, достаточно проверить свойства p-морфизма только для x, y P twm�1, wmu.
В этом случае свойства следуют из того, что wm�1Rwm, wmRwm�1, а также wm�1 pRwm�1.

Итак, F ↠ pF . Тогда из теоремы 23 следует, что pF P Flu . Определим оценку pV на pF
следующим образом: pV ppq � V ppq XxW, где p P P .

Определим модель xM � x pF , pV y. Заметим, что xM получена изM следующим образом:
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1) удаляем мир wm;
2) добавляем рефлексивную петлю на мире wm�1, если ее там не было.

Тогда, используя ранее доказанное, а также факт, что m� 1 ¡ 4n и m ¡ 4n, получаем,
что для всех w PW ztwmu и ξ – подформул ϕ верно

M,w |ù ξ ðñ xM,w |ù ξ.

Таким, образом, мы нашли шкалу pF , размер которой меньше размера F , и в которой
выполнена формула ϕ. Итак, наше изначальное предположение неверно, и все сгустки F

имеют размер не более 4n� 1.

Замечание 45. Заметим, что в лемме 44 можно наложить условие вытянутости на шкалу.
Для этого в доказательстве нужно рассмотреть наименьшую F среди вытянутых, а также
заметить, что преобразование шкалы F в шкалу pF сохраняет вытянутость.

Определение 46. Обозначим Clpϕq – множество всех подформул ϕ, замкнутое отно-
сительно взятия единичного отрицания, т. е. если ξ P Clpϕq и ξ не имеет вид  η, то
 ξ P Clpϕq.

Пусть ϕ P LpR,Ruq – некоторая формула. Обозначим

Σϕ � tξ | lu ξ P Clpϕqu.

Пусть M – некоторая модель. Выберем некоторый мир w P W и определим

ΣT
ϕ pMq � tξ P Σϕ | M,w |ù lu ξu.

Очевидно, что определение не зависит от выбора мира w, так как истинность формулы,
начинающейся с lu , не зависит от мира.

Также определим

ΣF
ϕ pMq � tξ P Σϕ | M,w ��|ùlu ξu � ΣϕzΣ

T
ϕ pMq.

Теорема 47. Пусть L � wK4, F � FrfinpLq, ϕ P LpR,Ruq. Тогда FAC
lu -выполнимость ϕ

равносильна существованию модели M � xF, V y такой, что
1) F P FAC

lu – вытянутая.

2) связующие сгустки pF1, pF2, . . . , pFm шкалы F имеют размер не более 4n� 1, где
n � |ϕ|.

3) для всякой ξ P ΣF
ϕ pMq Y t ϕu найдутся iξ, wξ P Wiξ (здесь W1,W2, . . . ,Wn – из

определения вытянутой шкалы) такие, что

M |Wiξ
, wξ |ù  ξ.
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4) все iξ из предыдущего пункта можно выбрать различными.

Доказательство. Доказательство импликации справа налево очевидно, так как

M |Wi ϕ
, w ϕ |ù   ϕ,

и из этого
M,w ϕ |ù ϕ,

следовательно, ϕ является FAC
lu -выполнимой.

Докажем импликацию слева направо. Пусть M2 � xF 2, V 2y – модель, в которой вы-
полнена ϕ, где F 2 P FAC

lu . Воспользовавшись теоремой 31 и замечанием 32 к ней для шка-
лы F 2 и c � |ϕ|, найдем вытянутую шкалу F 1 и p-морфизм f : F 1 ↠ F 2. Рассмотрим модель
M 1 � xF 1, V 1y, где V 1 получен как прообраз V 2 при действии f , а именно для каждой пере-
менной p выполнено V 1ppq � f�1pV 2ppqq. Докажем, что для модели M выполнены условия
3) и 4) теоремы. Пункт 1 очевиден по построению.

Пусть ξ P ΣF
ϕ pMq Y t ϕu. Тогда, по определению найдется w2 P F 2 такой, что

M2, w2 |ù  ξ.

Рассмотрим некоторый прообраз w1 P f�1pw2q. Пусть w1 P W 1
jξ

(здесь W 1
1, w

1
2, . . . ,W

1
n1 взяты

из определения вытянутой шкалы). Тогда по построению модели M 1 выполнено

M 1, w1 |ù  ξ.

Согласно замечанию 32, получаем, что найдутся i1ξ , i2ξ , . . . , i
|ϕ|
ξ такие, что fpW 1

ijξ
q � fpW 1

jξ
q.

Тогда для каждого j найдется w1
ijξ
P Wijξ

, принадлежащий f�1pw2q. Таким образом,

M 1, w1
ijξ
|ù  ξ.

Заметим, что ��ΣF
ϕ pMq Y t ϕu

�� ¤ |Σϕ| � 1 ¤ |ϕ|.

Из этого для каждого ξ P ΣF
ϕ pMq Y t ϕu можно выбрать iξ среди i1ξ , i2ξ , . . . , i

|ϕ|
ξ так, чтобы

все iξ были различны. Таким образом, для модели M выполнены условия 3) и 4) теоремы.
Построим модель M , воспользовавшись леммой 44. Тогда, воспользовавшись заме-

чанием 45 и тем, что значения всех формул в модели M совпадают со значениями этих
формул в соответствующих мирах M 1, получим, что M – искомая.

Теперь перейдем к доказательству основной теоремы.

Доказательство теоремы 43. Пусть ϕ P LpR,Ruq – формула, |ϕ| � n. Определим

M � tM � xF, V y | |F | ¤ 4n� 1, V ppq � ∅ для всех p не входящих в ϕu ,
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т. е. M – множество моделей размера не более 4n� 1.
Пусть ϕ является FAC

lu -выполнимой. Тогда рассмотрим модель M � xF, V y из тео-
ремы 47, а также индексы iξ. Пусть ξ1, ξ2, . . . , ξk – некоторая нумерация ΣF

ϕ pMq Y tϕu.
Через F1, F2, . . . , Fl обозначим подшкалы из определения вытянутой шкалы, а связующие
сгустки – через pF1, pF2, . . . , pFm.

Обозначим M1
j и M2

j – связующие сгустки, соответствующие Fiξj . Если Fiξj – висячая
подшкала (см. определении 30), то считаем M1

j � M2
j . Тогда, из теоремы 47 следует, что

для всех j верно, что
 ξj ^

©
ξPΣT

ϕ pMq

lu ξ

является Flu -выполнимой с подмоделями M1
j и M2

j .
Рассмотрим граф GΣT

ϕ pMq
, вершинами которого будут служить элементы M. Две

вершины графа GΣT
ϕ pMq

, т. е. модели M1 и M2, соединены, если формула

©
ξPΣT

ϕ pMq

lu ξ

является Flu -выполнимой с подмоделями M1 и M2. Заметим, что так как во всех мирах
модели M истинны формулы вида lu ξ для ξ P ΣT

ϕ pMq, то для всех j между M |
pFj

и M |
pFj�1

в графе GΣT
ϕ pMq

есть путь. Таким образом, M2
j соединена ребром с M1

j�1.
Итак, если ϕ является Flu -выполнимой, то
1) Найдутся ΣT , ΣF такие, что

ΣT \ ΣF � Σϕ,

ξ1, ξ2, . . . , ξk – некоторая нумерация ΣF Y t ϕu.
2) Найдутся M1

1 ,M
2
1 ,M

1
2 ,M

2
2 , . . . ,M

1
k ,M

2
k P M такие, что  ξj ^

�
ξPΣT lu ξ является

Flu -выполнимой с подмоделями M1
j и M2

j .
3) В графе GΣT при всех j есть путь между M2

j и M1
j�1.

В обратную сторону, эти условия обеспечивают FAC
lu -выполнимость ϕ, так как по-

строенная по ним естественным образом модель удовлетворяет условию теоремы 47.
Построим недетерминированный алгоритм, работающий на полиномиальной памяти,

проверяющий выполнение полученного нами условия. Сертификатом нашего алгоритма
будем считать следующий кортеж:

ΣT ,ΣF , ξ1, ξ2, . . . , ξk,M
1
1 ,M

2
1 ,M

1
2 ,M

2
2 , . . . ,M

1
k ,M

2
k ,

где

ΣT \ ΣF � Σϕ,

ξ1, ξ2, . . . , ξk – некоторая нумерация ΣF Y t ϕu,

M1
1 ,M

2
1 ,M

1
2 ,M

2
2 , . . . ,M

1
k ,M

2
k PM.
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Через Pϕ обозначим множество переменных формулы ϕ. Оценим размер M:

|M| ¤
4n�1̧

i�1

2i
2

� 2|P|�i ¤ 5n � 2p5nq
2

� 2|P|�5n ¤ 5n � 2p5nq
2

� 25n
2

¤ 5n � 230n
2

¤ 25n � 230n
2

¤ 235n
2

.

Введем преобразование формулы ξ Ñ ξ1, определенное рекурсивно по построению
формулы:

p1 � p, где p P P ,
pψ ^ ηq1 � ψ1 ^ η1,

p ψq1 �  ψ1,

plψq1 � lψ1,

plu ψq1 �

$&
%J, если ψ P ΣT ,

K иначе.

Введем предикат Connpu, v, tq, верный, если между вершинами u и v графа GΣT есть
путь длины не более 2t. Его вычисление будем производить рекурсивно.

1) если t � 0, то Connpu, v, tq ðñ u � v или u и v соединены ребром. Проверка
наличия ребра осуществляется при помощи теоремы 40, примененной к формуле

©
ξPΣT

lu ξ1.

2) если t ¡ 0, то

Connpu, v, tq �
ª
wPG

pConnpu,w, t� 1q ^ Connpw, v, t� 1qq .

При таком построении ξ1 не содержит модальности lu .
Так как модель M такая, что ΣT

ϕ pMq � ΣT , а ΣF
ϕ pMq � ΣF , то истинности формул ξ

и ξ1 равносильны.
Если t полиномиально зависит от n, то приведенный алгоритм требует полиноми-

альной памяти, так как глубина рекурсии составляет t, и на каждом шаге рекурсии вы-
числения выполняются на полиномиальной памяти.

Таким образом, для любых u, v PM верно, что

Connpu, v, 35n2q � 1 ðñ между u и v есть путь в GΣT .

Таким образом, запустив вычисление Conn для всех M2
j и M1

j�1, проверим условие 3.
Условие 2 проверяется при помощи запуска k раз алгоритма из теоремы 40, приме-
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ненной к формулам вида
 ξ1j ^

©
ξPΣT

lu ξ1.

Условие 1 проверяется очевидно.
Таким образом, построен NPSPACE алгоритм, и применение теоремы 29 завершает

доказательство.

5. Связь с задачами выводимости в логиках

Определение 48. Модальная логика L называется финитно аппроксимируемой (для
краткости будем писать ФА), если L � LogpFrfinpLqq.

Теорема 49. Логики K4,D4, S4 являются ФА и, более того, задача выполнимости в
соответствующих классах конечных шкал является PSPACE-полной.

Эта теорема содержит несколько классических результатов. Детали доказательства
можно найти в [5].

Теорема 50. Логика wK4 является ФА, а задача выполнимости в классе FrfinpwK4q

является PSPACE-полной.

Для логики wK4 ФА была доказана в работе [7] с помощью фильтрации,
а PSPACE-полнота задачи выполнимости для этой логики следует из теоремы в статье [4].

Теорема 51. Если логика L P twK4,K4,D4, S4u, то логики L.U и L.UC полны по Крип-
ке и ФА.

Доказательство. Все упомянутые логики каноничны, и все аксиомы связанные с уни-
версальной модальностью тоже каноничны. Поэтому L.U – канонична и, значит, полна по
Крипке.

Для доказательства ФА можно воспользоваться стандартным методом фильтрации
(см. [5]). Дело в том, что универсальная модальность хорошо себя ведет с фильтрацией
и все теоремы о фильтрации доказываются в присутствии универсальной модальности
практически без изменений.

Для логики L.UC мы поступим аналогично [2]. Мы будем доказывать полноту и ФА
логики L.UC одновременно, фильтруя конус канонической модели логики L.UC. Детали
доказательства можно легко восстановить, так как оно такое же, как в [2].

Из теорем в этом разделе и теоремы 4 следует

Теорема 52. Задачи принадлежности (выводимости) в логиках wK4.UC, K4.UC, D4.UC,
S4.UC являются PSPACE-полными.
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6. Заключение

В этой работе впервые получено ограничение на вычислительную сложность класса
модальных логик с аксиомой связности.

Для применения этого результата к соответствующей синтаксической задаче,
т. е. к задаче проверки выводимости, достаточно полноты исследуемой логики по Крип-
ке, а также наличия свойства финитной аппроксимируемости. В этом случае ϕ выводима
тогда и только тогда, когда  ϕ не выполнима в соответствующем классе шкал.

В доказательстве результата существенно использовалась слабая транзитивность в
двух местах:

1) В лемме 44 при доказательстве полиномиального (и даже линейного) ограничения
на размер сгустков. В слабо транзитивном случае сгустки имеют очень простую
структуру, что позволяет преобразовать их без влияния на истинность формулы.
С другой стороны, такое ограничение требуется лишь для двух сгустков в шкале,
что потенциально может ослабить требование слабой транзитивности.

2) В лемме 39 при замене модальности l� на l.

В связи с этим остается открытым вопрос о расширении класса логик, для ко-
торых верна теорема 43, а также о равенстве этого класса с классом всех логик, т. е.
о существовании примера логики L, для которой L.U-выполнимость лежит в PSPACE,
а L.UC-выполнимость – нет.
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