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Аннотация. Обобщенный случайный процесс со значениями в измеримом
пространстве определяется как комплекснозначная конечная аддитивная ци-
линдрическая мера на пространстве траекторий со значениями в этом изме-
римом пространстве. Для получения представления решений эволюционных
уравнений с помощью усреднения функционалов на пространстве траекторий
обобщенного случайного процесса в нашей статье построено и исследовано
биективное отображение пространства операторнозначных функций в множе-
ство комплекснозначных конечных аддитивных цилиндрических мер на про-
странстве траекторий. Получены предельные теоремы для обобщенных слу-
чайных процессов. Во второй части статьи будет рассмотрено применение по-
строенного биективного отображения к заданию возмущенных полугрупп и
эволюционных семейств операторов с помощью формулы Фейнмана–Каца.
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Введение

В статье приводится обзор по применению теории случайных процессов к эволюци-
онным дифференциальным уравнения. Получены представления однопараметрических и
двухпараметрических эволюционных семейств линейных операторов с помощью контину-
альных интегралов от функционалов на пространстве траекторий по комплекснозначным
конечно-аддитивным мерам.

Предложен подход, основанный на расширении понятия случайного процесса со
значениями в измеримом пространстве до цилиндрической комплекснозначной конечно-
аддитивной меры на пространстве траекторий со значениями в измеримом пространстве.
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Такое расширение понятия случайного процесса позволит применить метод континуально-
го интегрирования Фейнмана–Каца для получения представлений произвольных однопа-
раметрических полугрупп линейных операторов в гильбертовом пространстве с помощью
цилиндрических мер типа меры Винера или псевдомеры Фейнмана.

Континуальное интегрирование используется [1, 2] при получении решения задачи
Коши для возмущенного потенциалом уравнения диффузии. Построение на пространстве
траекторий вероятностной меры, заданной на порожденной цилиндрическими множества-
ми в пространстве траекторий сигма-алгебре, потребовало привлечения теоремы Колмо-
горова о согласованных распределениях [3] и конструкции Лебега продолжения меры [1].

Р. Фейнман предложил конструкцию континуального интегрирования для полугрупп,
порождаемых уравнением Шредингера [4,5], однако строгое математическое обоснование
интегрирования по комплекснозначной конечно-аддитивной не обладающей ограничен-
ной вариацией мере Фейнмана потребовало значительного развития математического ап-
парата [2, 6]. Мы предлагаем расширить применение формулы Фейнмана–Каца, распро-
странив ее на возмущения не только полугрупп, порождаемых оператором Лапласа, но и
произвольных сильно непрерывных полугрупп. Для этой цели нам потребуется заменить
случайные процессы, соответствующие распределениям вероятностных мер, на процессы,
соответствующие распределениям конечно-аддитивных комплекснозначных цилиндриче-
ских мер.

В работах Фейнмана предложено использовать комплекснозначные меры на про-
странстве траекторий для получения представлений решения уравнения Шредингера и
его возмущений посредством потенциала. Отсутствие у рассмотренных Фейнманом мер на
пространстве траекторий свойства счетной аддитивности и неограниченность их вариации
стало существенной проблемой в развитии подхода, основанного на применении методов
континуального интегрирования в квантовой механике ([2, 7]). В работе Э.Нельсона [6] с
помощью теоремы Троттера об аппроксимации полугрупп итерациями операторнознач-
ных функций было дано обоснование применения к описанию решения уравнения Шре-
дингера подхода континуального интегрирования функционалов на пространстве траек-
торий в конфигурационном пространстве, определяемых действием в лагранжевой форме.
В работах О.Г.Смолянова, Е.Т. Шавгулидзе [2,8] было дано описание пространства функ-
ций, интегрируемых по комплекснозначной конечно-аддитивной мере Фейнмана и разви-
ты применения интегрирования по таким мерам к описанию решений задач Коши для
уравнений квантовой механики и свойств оператора Шредингера. В некоторых случаях
комплекснозначную конечно-аддитивную меру удается продолжить до счетно-аддитивной
меры ограниченной вариации [9].

Введение комплекснозначных конечно-аддитивных мер с неограниченной вариаци-
ей позволило расширить область применимости методов континуального интегрирования
с эволюционных уравнений, описывающих диффузионные процессы, на эволюционные
уравнения, описывающие квантовую динамику [2]. Как показано в работах [10, 11], ком-
плекснозначные цилиндрические меры на пространстве траекторий позволяют описать
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произвольную полугруппу, действующую в гильбертовом пространстве функций, квадра-
тично интегрируемых по неотрицательной мере на том измеримом пространстве, в кото-
ром принимают значения траектории.

В рамках предложенного метода сопоставления обобщенного случайного процесса
эволюционному семейству операторов исследована биекция между пространством задан-
ных на вещественной полупрямой операторнозначных функций и множеством марковских
стационарных цилиндрических мер на пространстве траекторий. На пространстве опера-
торнозначных функций и пространстве цилиндрических мер введены топологии, обеспе-
чивающие секвенциальную непрерывность биективного отображения и обратного к нему.
Для случая процессов со значениями в конечномерном евклидовом пространстве решение
этой задачи описывалось в [12]. Подобная схема была применена к случайным процессам
со значениями в пространстве матриц [13,14].

Каждому параболическому уравнению второго порядка может быть поставлено в
соответствие стохастическое дифференциальное уравнение, решением которого являет-
ся некоторый диффузионный процесс [3, 15]. Изучению дифференциальных уравнений в
бесконечномерных пространствах с точки зрения теории вероятностей посвящены публи-
кации [16–20]. При этом соответствующие переходные вероятности диффузионного про-
цесса составляют ядро интегрального эволюционного оператора [2,20,21]. Так, например,
построение эволюционных уравнений для математического ожидания функций от слу-
чайного блуждания часто используется для исследования уравнения Фоккера–Планка–
Колмогорова (ФПК) в конечномерных пространствах [16, 22–24]. Математическими ожи-
даниями функционалов от марковских случайных процессов с субординацией и масшта-
бированных гауссовских процессов задаются решения интегро-дифференциальных урав-
нений с дробными производными, описывающими аномальную диффузию [25,26].

В теории случайных процессов используются различные определения сходимости.
В работе Ю.В.Прохорова [27] сходимость последовательности случайных процессов опре-
делялась как слабая сходимость конечных борелевских мер в соответствующих функци-
ональных пространствах. Помимо исследования слабой сходимости мер в полных метри-
ческих пространствах, в работе [27] были приведены также необходимые и достаточные
условия компактности семейства мер. Систематическое изложение предельных теорем для
случайных процессов и их применение в статистике содержится в [28]. Асимптотические
задачи теории случайных сред рассмотрены в работе [29]. Функциональный подход к фор-
мулировке предельных теорем с уточнениями был освещен в статье [30].

В нашей статье устанавливаются предельные теоремы для случайных процессов,
основанные на обобщении слабой сходимости мер. Сходимость по распределению компо-
зиций независимых операторов случайного сдвига определяется с помощью обобщенной
слабой сходимости соответствующих мер. Слабая сходимость мер рассматривается как
поточечная сходимость операторов свертки с мерой, действующих в пространстве непре-
рывных ограниченных функций, наделенном топологией поточечной сходимости [31, 32].
Обобщенная слабая сходимость мер задается аналогичным образом, однако соответствую-
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щие операторы свертки действуют теперь в некотором локально выпуклом пространстве
функций. В случае гильбертова пространства квадратично интегрируемых функций при-
веден ряд примеров последовательности случайных преобразований [33, 34], для которых
имеет место сходимость сверток с функциями из этого пространства.

Для широкого класса композиций случайных операторов обобщенная сходимость по
распределению устанавливается с помощью теоремы Чернова об аппроксимации полу-
групп [35,36]. В частности, центральная предельная теорема для композиций операторов
случайного сдвига может быть получена на основе теоремы Чернова [33, 37], при этом
предельное распределение определяется через предельную полугруппу преобразований.

В работе рассмотрены случайные процессы, принимающие значения как в локально
компактных топологических группах, к примеру, в пространстве линейных ограниченных
операторов на конечномерном евклидовом пространстве [33], так и не локально компакт-
ных группах, например, в сепарабельном гильбертовом пространстве (см. [38,39]). Однако,
при отказе от свойства локальной компактности возникает проблема с построением меры,
продолжающей понятие объема в конечномерных пространствах [40]. По теореме Вейля
[41,42] не существует нетривиальной локально конечной, σ-конечной, счетно-аддитивной,
борелевской левоинвариантной меры на топологической группе, не являющейся локаль-
но компактной. Жертвуя по крайней мере одним из перечисленных свойств можно полу-
чать аналоги меры Лебега в бесконечномерных пространствах. При работе с операторным
аналогом слабой сходимости, предложенным в статье [33], потребуются именно трансля-
ционно инвариантные меры, поскольку они гарантируют равномерную ограниченность
семейства операторов сдвига аргумента на произвольный вектор.

Трансляционно инвариантная локально-конечная σ-конечная мера на гильбертовом
пространстве построена в [43, 44] по схеме Жордана: сначала мера определяется на си-
стеме брусов, являющихся бесконечномерными аналогами прямоугольников. Как и в ко-
нечномерном случае, заданная на системе брусов неотрицательная функция множества
аддитивна и инвариантна относительно сдвига, что позволило продолжить ее до трансля-
ционно инвариантной меры, заданной на кольце, порожденном брусами.

Построение в бесконечномерном пространстве счетно-аддитивной трансляционно ин-
вариантной меры сталкивается с проблемами, которые преодолеваются либо отказом от
условия локальной конечности и σ-конечности ([45–48]), либо отказом от счетной ад-
дитивности. Построенная в работах [43, 44] мера помимо того, что не является счетно-
аддитивной, не определена на всех борелевских множествах, задана на специальном коль-
це. Ввиду этой проблемы будет предложен аппарат для исследования случайных процес-
сов, применимый к измеримым пространствам с произвольным кольцом подмножеств.

В операторном подходе к слабой сходимости особая роль отводится теореме Черно-
ва [36] об усреднении операторнозначных отображений. Продемонстрировано, что теорема
Чернова не только представляет собой обобщенный аналог центральной предельной тео-
ремы для сумм векторнозначных процеcсов, но и позволяет получить аппроксимации в
слабом смысле случайного процесса, разрешающего уравнение ФПК. С помощью теоре-
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мы Чернова были получены предельные теоремы типа центральной предельной теоре-
мы и закона больших чисел в статье [37] для последовательности композиций случайных
матриц, а также продемонстрированы их приложения к теории систем линейных диф-
ференциальных стохастических уравнений. Работа [49] посвящена предельным теоремам
на алгебраических структурах. В [33] операторный аналог слабой сходимости мер был
адаптирован для мер на пространствах операторов.

Среди работ, посвященных изучению случайных линейных операторов и характери-
стик связанных с ними распределений, отметим статью В.И.Оселедеца [50], где без огра-
ничений на коммутативный случай рассматриваются случайные блуждания на локаль-
но компактной группе в приложении к эргодическим теоремам. Также выделим статью
А.В.Скорохода [51], в которой сформулирован операторный аналог процесса с независи-
мыми приращениями, а также общий метод для оценки поведения произведения одинаково
распределенных независимых сомножителей. В работах [34,37,52] получен аналог закона
больших чисел для композиции случайных линейных операторов, сформулированы доста-
точные условия его выполнения и приведены примеры его нарушения.

Настоящая статья представляет обзор, основанный на исследованиях авторов
[10–13, 32, 33], в котором приводятся полные доказательства формулируемых утвержде-
ний.

Опишем структуру статьи. В разделе 1 предложены обобщенные определения слу-
чайных величин и случайных процессов. Случайные процессы в силу теоремы Колмогоро-
ва о согласованных распределениях представляются вероятностными мерами на простран-
стве траекторий. Определение случайного процесса в некотором конфигурационном про-
странстве расширено до цилиндрической комплекснозначной конечно-аддитивной меры,
заданной на некоторой цилиндрической алгебре пространства траекторий со значениями
в конфигурационном пространстве.

Раздел 2 посвящен построению соответствия между операторнозначными функци-
ями, действующими в подходящем функциональном пространстве, и цилиндрическими
мерами. Определена биекция пространства операторнозначных функций на множество
цилиндрических мер. Рассмотрены связи между свойствами стационарности и марковости
обобщенных случайных процессов и соответствующих им мер и полугрупповым свойством
операторнозначных функций.

В разделе 3 исследована обобщенная сходимость по распределению как случай-
ных величин. На пространстве операторнозначных функций и пространстве цилиндри-
ческих мер введены топологии, обеспечивающие секвенциальную непрерывность биектив-
ного отображения из раздела 2 и обратного к нему. Показано, что теорема Чернова играет
роль предельной теоремы, описывающей сходимость по распределению последовательно-
стей обобщенных случайных процессов к некоторому строго марковскому, стационарному
обобщенному цилиндрическому процессу.

Применение рассмотренной в части I статьи биекции к получению представления
формулами Фейнмана–Каца полугрупп и эволюционных семейств операторов, описыва-
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ющих решений эволюционных уравнений, будет реализовано в части 2. Будут описаны
пространства функций на множестве траекторий, интегрируемых по мерам из подходя-
щего подпространства в пространстве цилиндрических мер. Посредством континуальных
интегралов будут заданы решения линейных дифференциальных и дифференциально-
разностных уравнений.

1. Случайные процессы и меры на пространстве траекторий

Введем вероятностное пространство (Ω,F ,P) и дадим несколько определений. Че-
рез Ω обозначено некоторое множество, F является σ-алгеброй, а P – вероятностной ме-
рой. Пусть E – некоторое множество и R – кольцо его подмножеств. Пусть A – σ-алгебра
подмножеств E, порожденная кольцом R. Рассмотрим измеримое пространство (E,A).

Определение 1. Случайной величиной называется измеримое отображение ξ из вероят-
ностного пространства (Ω,F ,P) в измеримое пространство (E,A), т. е. такое отображение
ξ, что

∀A ∈ A : ξ−1(A) ∈ F .

Определение 2. Распределением случайной величины ξ называется конечно аддитивная
мера µξ на пространстве E, определяемая согласно

µξ(A) = P(ξ−1(A)), A ∈ A.

Определение 3. Случайным процecсом (или случайной функцией) со значениями в из-
меримом пространстве (E,A) называется семейство случайных величин {ξ(t, •), t ∈ T} со
значениями в измеримом пространстве (E,A) и определенных на одном и том же вероят-
ностном пространстве (Ω,F ,P).

Аналогично тому, как мы перешли от описания случайных величин к порожден-
ным ими распределениям, случайный процесс можно рассматривать с точки зрения его
конечномерных распределений или как некоторую меру.

Пусть задан случайный процесс {ξ(t, •), t ∈ T}. Рассмотрим произвольный конечный
набор индексов {t1, . . . , tn}, и построим для него наименьшую σ-алгебру An, содержащее
все множества вида A1 × A2 × · · · × An, где Ak ∈ A, k = 1, . . . , n.

Определение 4. Для всякого конечного набора временных индексов {t1, . . . , tn} ⊂ T ко-
нечномерное распределение Pt1,...,tn случайного процесса ξ определяется, как распределе-
ние случайного вектора ξ⃗(⃗t, •) = (ξ(t1, •), ξ(t2, •), . . . , ξ(tn, •)), т. е. мера на измеримом про-
странстве (En,An).

Корректность данного определения обусловлена тем, что для каждого t ∈ T имеет
место ξ(t, •) ∈ A, а значит, если Ak ∈ A при k = 1, . . . , n, то выполняется

ξ⃗−1
t⃗
(A1 × A2 × · · · × An) =

n⋂
k=1

ξ−1
tk
(Ak) ∈ F . (1.1)
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И поскольку операция взятия прообраза коммутирует со всеми теоретико множественны-
ми операциями, то условие (1.1) будет выполняться для любого множества, принадлежа-
щего алгебре An. При этом

Pt1,...,tn(A1 × A2 × · · · × An) = P
(
ξ−1
t⃗
(A1 × A2 × · · · × An)

)
.

По аддитивности можно продолжить Pt1,...,tn на всю алгебру An.

Лемма 5. Случайный процесс ξ(t, •) в смысле определения 3 задан в том и только том
случае, если для любого N ∈ N, для произвольных t1, . . . , tN ∈ T и произвольных Bk ∈ A,
где k = 1, . . . , N , имеет место включение

Θt1,..., tN
B1,...,BN

≡ {ω ∈ Ω | ξ(tk, ω) ∈ Bk ⊂ E, k = 1, . . . , N} ∈ F .

Доказательство. Пусть заданы всевозможные Θt1,..., tN
B1,...,BN

для N ∈ N. Тогда, в частности,
для любого t ∈ T и для каждого B ∈ A имеем Θt

B ∈ F , а это и значит, что для всякого
фиксированного значения параметра t отображение ξ(t, ω) есть случайная величина. Им-
пликация в обратную сторону является следствием того, что операция взятия прообраза
коммутирует с теоретико-множественными операциями, в частности, с пересечением, а
алгебра (как семейство множеств) замкнута относительно операции конечного пересече-
ния.

Определение 6. Траекторией случайного процесса называется такая детерминированная
функция

ξω0 : T → E : ξω0(t) = ξ(t, ω0) ∈ E,

для произвольного t ∈ T при некотором фиксированном ω0 ∈ Ω.

Обозначим через M(T,E) множество всех возможных отображений, которые в мо-
мент времени t ∈ T принимают значение во множестве E. В случае изучения случайных
процессов со значениями в одном пространстве E, соответствующее пространство траек-
торий будем записывать как M(T,E).

Рассмотрим на пространстве M(T,E) так называемые цилиндрические множества,
т. е. множества вида

C t0,..., tn
B0,...,Bn

= {γ ∈ M(T,E) | γ(tk) ∈ Bk, k = 0, . . . , n} ,
n ∈ N0, 0 ⩽ t0 < t1 < t2 < · · · < tn < +∞, Bk ∈ A, k = 1, . . . , n.

(1.2)

Набор множеств B⃗ = (B0, . . . , Bn) в выражении (1.2) называется базой цилиндрическо-
го множества, а набор чисел t⃗ = (t0, . . . , tn) – временными индексами цилиндрического
множества. Совокупность всех цилиндрических множеств обозначим через Cyl. В этих
обозначениях сформулируем и докажем следующее утверждение.

Лемма 7. Множество Cyl образует полуалгебру.
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Доказательство. Согласно определению полуагебры, необходимо проверить, что для про-
извольных цилиндрических множеств C t⃗

B⃗
и C s⃗

A⃗
выполняются условия

C t⃗
B⃗
∩ C s⃗

A⃗
∈ Cyl, (1.3)

C t⃗
B⃗
\ C s⃗

A⃗
=

K⊔
k=1

C τ⃗k
D⃗k

, ∀k = 1, . . . , K : C τ⃗k
D⃗k

∈ Cyl. (1.4)

Сперва докажем, что имеет место (1.3). Отметим, что если t⃗ и s⃗ не совпадают, то каждое из
множеств временных индексов можно дополнить до более широкого множества временных
индексов τ⃗ , основываясь на свойстве

C
t0,..., tm, t, tm+1,..., tn
B0,...,Bm,Et,Bm+1,...,Bn

= C
t0,..., tm, tm+1,..., tn
B0,...,Bm,Bm+1,...,Bn

= C t⃗
B⃗
,

для произвольного C t⃗
B⃗
∈ Cyl. Следовательно, без ограничения общности будем полагать,

что t⃗ = s⃗. Находим

C t⃗
B⃗
∩ C s⃗

A⃗
= C t0,..., tn

B0∩A0,...,Bn∩An
∈ Cyl ⇐ Bk ∩ Ak ∈ A, k = 1, . . . , n.

Докажем теперь, что справедливо условие (1.4). Пусть выполнено

t⃗ = {tk1 , . . . , tkN} ∪ {tj1 , . . . , tjM}, s⃗ = {sl1 , . . . , slH} ∪ {si1 , . . . , siM},
t⃗ ∩ s⃗ = {tj1 , . . . , tjM} = {si1 , . . . , siM}.

Обозначим через D множество всех неупорядоченных выборок без повторений из множе-
ства временных индексов, определяемых s⃗. Произвольную такую выборку будем записы-
вать как d⃗ = (d1, . . . , dp), причем d1 < d2 < · · · < dp. Тогда мы утверждаем, что

C t⃗
B⃗
\ C s⃗

A⃗
=
⊔
d⃗∈D

C
τ⃗
d⃗

D⃗
d⃗

, (1.5)

где

C
τ⃗
d⃗

D⃗
d⃗

=


γ ∈ M(T,E) :



γ(tkj) ∈ Bkj , j = 1, . . . , N,

γ(slj) ∈ Alj , slj ∈ d⃗,

γ(sip) ∈ Aip ∩Bjp , sip = tjp ∈ d⃗,

γ(slj) ∈ E \ Alj , slj /∈ d⃗,

γ(sip) ∈ Bjp \ Aip , sip = tjp /∈ d⃗.


.

По построению все множества {
C

x0,τ⃗d⃗
D⃗

d⃗

, d⃗ ∈ D
}

попарно не пересекаются. Действительно, пусть даны две выборки d⃗1 и d⃗2 из множества
временных индексов. Тогда существует по крайней мере один временной индекс d′, при-
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надлежащий ровно одной выборке. Без ограничения общности будем считать, что d′ ∈ d⃗1.
Если d′ ∈ t⃗ ∩ s⃗, то для γ ∈ C

τ⃗
d⃗1

D⃗
d⃗1

будет выполнено ξ(d′) ∈ Ad′ ∩Bd′ , однако, для всякого

ξ ∈ C
τ⃗
d⃗2

D⃗
d⃗2

выполнено γ(d′) /∈ Ad′ , значит рассматриваемые цилиндрические множества не

пересекаются. Аналогично дело обстоит в случае, когда d′ /∈ t⃗ ∩ s⃗. Кроме того, для всякого
γ ∈ C t⃗

B⃗
\ C s⃗

A⃗
найдется соответствующий набор временных индексов d⃗ ⊂ s⃗, по которым в

точности имеет место принадлежность At, (t ∈ d⃗). Таким образом, равенство (1.5) доказа-
но.

Расширим полуалгебру цилиндрических множеств до так называемой цилиндриче-
ской алгебры согласно общей конструкции кольца, порожденного полукольцом. Данную
алгебру будем обозначать с помощью ACyl. Комплекснозначные конечно-аддитивные ме-
ры, определенные на цилиндрической алгебре мы будем называть цилиндрическими мера-
ми. Пространство цилиндрических мер обозначим символом a(M(T,E),ACyl) = a(ACyl).

Лемма 8. Cуществует взаимнооднозначное соответствие между случайными процес-
сами {ξ(t, •), t ∈ T} со значениями в измеримом пространстве (E,A) и цилиндрическими
мерами из пространства a(M(T,E),ACyl).

Доказательство. Для любого случайного процесса ξ(t, ω) : T×Ω → E определим сначала
значение меры µξ на цилиндрических множествах согласно

µξ(C
t⃗
B⃗
) = P

(
n⋂

k=1

ξ−1
tk
(Bk)

)
,

где
n ∈ N0, 0 ⩽ t0 < t1 < t2 < · · · < tn < +∞, Bk ∈ A, k = 1, . . . , n.

Далее мера продолжается по аддитивности на всю алгебру ACyl. Обратно, по значениям
цилиндрической меры определяется семейство всех конечномерных распределений.

Чтобы получить описание полугрупп и других семейств операторов в пространстве
функций, заданных на множестве E, с помощью случайных процессов как мер на про-
странстве траекторий дадим следующее

Определение 9. Обобщенной случайной величиной со значениями в пространстве E на-
зывается конечно-аддитивная комплекснозначная мера, заданная на некоторой алгебре
подмножеств пространства E.

Определение 10. Обобщенным цилиндрическим случайным процессом со значениями в
пространстве E (или цилиндрической мерой) называется конечно-аддитивная комплекс-
нозначная мера, заданная на алгебре ACyl подмножеств пространства M(T,E).

Введенное определение позволяет каждой C0-полугруппе операторов, действующих
в пространстве L2(E), сопоставить обобщенный случайный процесс.
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2. Цилиндрические меры и операторнозначные функции

2.1. Мера Фейнмана и формула Фейнмана–Каца. В лемме 8 было установле-
но, что с каждым случайным процессом в смысле определения 3 можно связать некоторую
цилиндрическую меру на пространстве траекторий, т. е. обобщенный случайный процесс
в смысле определения 10. Теперь построим соответствие между некоторым классом ци-
линдрических мер из a(M(T,E),ACyl), отвечающих E-значным случайным процессам, и
множеством операторнозначных функций, действующих в подходящем функциональном
пространстве. При этом предлагаемая нами конструкция является обобщением конструк-
ции, предложенной Р.П.Фейнманом [4,5] и разработанной впоследствии Э.Нельсоном [6],
О.Г. Смоляновым [2,53] и другими авторами.

Прежде чем приступать к описанию конструкции, напомним основные моменты свя-
занные с мерой Фейнмана, а также получим формулу Фейнмана–Каца для уравнения
Шредингера с ограниченным возмущением.

Теорема 11 ([1, VIII.31]). Пусть H – генератор сильно непрерывной полугруппы в ба-
наховом пространстве X, а оператор V – линейный ограниченный оператор в X. Тогда
H+V является генератором сильно непрерывной полугруппы и

lim
n→∞

sup
t∈[0, T ]

∥∥∥(et(H+V) −
(
e

t
n
He

t
n
V
)n)

u
∥∥∥
X
= 0, ∀T > 0, u ∈ X. (2.1)

Рассмотрим формулу Фейнмана–Каца, полученную с помощью формулы Тротте-
ра [14]. Пусть E = R и A – σ-алгебра борелевских подмножеств R. Пусть X = Cb(R).
Пусть H = ∆ – оператор Лапласа и V – оператор умножения на непрерывную ограничен-
ную функцию f ∈ Cb(R). Тогда в силу теоремы Троттера для любого u ∈ X

et(H+V)u(x) =

∫
M([0,t],E)

exp

∫
γ

f(γ(s))ds

u(γ(t))dP x(γ), v ∈ E. (2.2)

Пусть x ∈ E. На пространстве траекторий Mx(R+, E) = {γ ∈ M(R+, E) : γ(0) = x}, снаб-
женном алгеброй цилиндрических подмножеств ACyl, мера P x определена равенством

∀ x ∈ E P x({γ : γ(0) = x; γ(t
j

n
) ∈ Bj, j = 1, . . . , n})

= P x
(
A

0, 1
n
t,...,n−1

n
t, t

{x},B1,...,Bn−1,Bn

)
=
(
e

t
n
∆PB1e

t
n
∆ · · ·PBn−1e

t
n
∆χBn

)
(x). (2.3)

Следовательно, для каждого B0 ∈ B(R) ∀ n ∈ N, t > 0, B0, . . . , Bn ∈ B(R) имеем∫
B0

P x
(
A

0, 1
n
t,...,n−1

n
t,t

{x},B1,...,Bn−1,Bn

)
dλ(x) =

(
χB0 , e

t
n
∆PB1 · · ·PBn−1e

t
n
∆χBn

)
. (2.4)
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Равенство (2.3) определяет на полуалгебре Cyl множеств пространства

Mx(R+, E) = {γ ∈ M(R+, E) : γ(0) = x},

образованной цилиндрическими множествами вида

A
0, 1

n
t,...,n−1

n
t, t

{x},B1,...,Bn−1,Bn
) =

{
γ ∈ Mx(R+, E) : γ

(
k

n
t

)
∈ Bk, k = 1, . . . , n

}
, Bk ∈ A,

функцию множества, которая неотрицательна, нормированна и счетно-аддитивна. Ее про-
должение по схеме Лебега–Каратеодори на σ-алгебру, порожденную полуалгеброй Cyl,
совпадает с мерой Винера [1]. В частности, носитель меры Винера сосредоточен на функ-
циях из пространства C([0, t], E), что обосновывает существование интеграла в показателе
эспоненты в подынтегральном выражении в (2.2).

Рассмотрим получение формулы Фейнмана–Каца из теоремы Троттера для возму-
щения уравнения Шредингера свободной частицы ограниченным непрерывным исчезаю-
щим на бесконечности потенциалом. Пусть E = Rd, X = L2(R) ≡ H. Зададим операторы
H : D(H) → L2(E) и V : D(V) → L2(E), которые действуют как

Hu = i∆u, u ∈ H; Vu(x) = −if(x)u(x), x ∈ E, f ∈ C0
b (E),

причем
D(H) ∩D(V) = D(H) = {u ∈ L2(E) |∆u ∈ L2(E)}.

Рассмотрим следующую задачу Коши для возмущенного гамильтониана:

∂

∂t
u(x, t) = (H + V)u(x, t), u(x, 0) = u0(x) ∈ D(H). (2.5)

Явный вид решения задачи (2.5) в форме континуального интеграла может быть получен
с помощью теоремы Троттера.

Поскольку V ∈ B(X), а оператор Лапласа ∆ является самосопряженным в гильбер-
товом пространстве X = L2(E), то et(H+V) представляет собой корректно определенную
сильно непрерывную полугруппу [35], разрешающую задачу Коши (2.5).

Пусть Rb – σ-кольцо ограниченных борелевских подмножеств пространства E и
Ab – σ-алгебра, порожденная Rb. Пусть Cylb – полуалгебра подмножеств в простран-
стве M(R+, E) цилиндрических множеств вида (1.2) при A = Ab. Пусть ACylb – алгебра
подмножеств в пространстве M(R+, E), порожденная полуалгеброй Cylb.

Поскольку f ограничена и непрерывна на E, множество f(E) является ограни-
ченным промежутком. Значит, для всякого натурального номера r ∈ N найдется раз-
биение τr = {∆r

1,∆
r
2, . . . ,∆

r
mr

} промежутка f(E) на промежутки с мелкостью разбиения
|τr| = max

k=1,...,mr

diam(∆r
k) <

1
r
. Веберем для каждого k = 1, . . . ,mr некоторое значение V r

k

функции, принадлежащее элементу разбиения ∆r
k. В силу условия f ∈ C0

b (E) множества
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Br
k = f−1(∆r

k) борелевские для всех k = 0, 1, . . . ,mr образуют дизъюнктное разбиение про-

странства E, т. е.
mr⊔
i=0

Br
i = E ⇒

∑mr

i=0 PBr
i
= I, где PB – оператор умножения на индикатор-

ную функцию χB борелевского множества B. При этом Br
k ∈ Rb для всех k = 1, . . . ,mr.

По построению имеет место следующее соотношение∣∣∣∣∣f(x)−
mr∑
k=1

V r
k χBr

k
(x)

∣∣∣∣∣ < 1

r
, ∀x ∈ E.

Для каждого r ∈ N введем оператор

Vru(x) =
mr∑
k=1

(−i)V r
k χBr

k
(x)u(x), x ∈ E, u ∈ L2(E),

и операторнозначные полугруппы

UVr(t)u = et(H+Vr)u, Uu = etHu, u ∈ L2(E).

Следовательно, последовательность Vr сходится в сильной операторной топологии к опе-
ратору V; достаточно применить теорему Лебега о мажорируемой сходимости. Далее, мы
докажем три леммы, позволяющие перейти в формуле (2.1) от генераторов V к генера-
торам Vr и аппроксимировать разрешающую полугруппу задачи Коши (2.5) итерациями
полугрупп etVr , t ≥ 0, и U.

Напомним некоторые свойства сходимости последовательности ограниченных опе-
раторов в сильной операторной топологии.

Лемма 12. Пусть (Ak)k∈N и (Bk)k∈N – последовательности ограниченных линейных опе-
раторов на банаховом пространстве X, причем имеет место Ak

τSOT→ A при k → ∞, а
Bk

τSOT→ B при k → ∞, где A, B ∈ B(X). Тогда

Ak ◦Bk
τSOT→ A ◦B, k → ∞.

Следствие 13. Пусть M ∈ N, и для каждого m = 1, . . . ,M последовательность огра-
ниченных линейных операторов (Am

k )k∈N сходится в сильной операторной топологии к
ограниченному линейному оператору Am. Тогда последовательность линейных ограни-
ченных операторов (A1

k ◦A2
k ◦ . . . ◦AM

k )k∈N поточечно сходится к линейному ограничен-
ному оператору A1 ◦A2 ◦ . . . ◦AM .

Лемма 14. Пусть (Ak)k∈N – последовательность ограниченных линейных операторов
на банаховом пространстве X, причем Ak

τSOT→ A при k → ∞, где A ∈ B(X). Тогда
(eAk)k∈N и eA являются ограниченными линейными операторами в пространстве X и,
кроме того, выполняется

eAk
τSOT→ eA, k → ∞.
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Доказательство. Ограниченность очевидна, ведь∥∥eA∥∥ ⩽ e∥A∥ ⇒ eA ∈ B(X);

Имея в виду поточечную сходимость последовательности операторов (Ak)k∈N, по теореме
Банаха–Штейнгауза получаем равномерную ограниченность данной последовательности
некоторой константой C > 0. Значит,

∥∥(eAk − eA
)
u
∥∥ ⩽

∥∥∥∥∥
N∑

n=0

(
An

k

n!
− An

n!

)
u

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

∞∑
n=N+1

An
k

n!
u

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

∞∑
n=N+1

An

n!
u

∥∥∥∥∥
⩽

N∑
n=0

∥∥∥∥(An
k

n!
− An

n!

)
u

∥∥∥∥+ ∞∑
n=N+1

(
(∥Ak∥n + ∥A∥n) · ∥u∥

n!

)

⩽
N∑

n=0

∥∥∥∥(An
k

n!
− An

n!

)
u

∥∥∥∥+ ∞∑
n=N+1

(
(Cn + ∥A∥n) · ∥u∥

n!

)
. (2.6)

Второе слагаемое в последнем выражении (2.6) не зависит от k. Следовательно, в силу
абсолютной сходимости ряда Тейлора функции экспоненты на всей вещественной прямой,
для любого ε > 0 найдется такое N = N(ε), что

∞∑
n=N+1

(
(Cn + ∥A∥n) · ∥u∥

n!

)
< ε.

Далее, каждое слагаемое из первой суммы стремится к нулю в силу следствия 13, а значит,
существует такое K = K(ε, N(ε)), что для любого k ⩾ K каждое из слагаемых меньше

ε

N
.

Таким образом, для любого сколь угодно малого ε > 0 найдется номер K ∈ N, начиная с
которого, т. е. для любого k ⩾ K, будет выполнено∥∥(eAk − eA

)
u
∥∥ < 2ε,

что и требовалось доказать.

Операторы (Vr)r∈N и V ограничены, причем

∥Vr∥ ⩽ max
k=1,...,mr

|V r
k |, ∥V∥ ⩽ sup

x∈E
|f(x)|.

Тогда в силу леммы 14 операторы
(
eVr
)
r∈N и eV являются ограниченными и последова-

тельность
(
eVr
)
r∈N сходится в сильной операторной топологии к eV. Введенные операторы

(Vr)r∈N и сильно непрерывные полугруппы
(
etVr

)
r∈N пригодятся при работе с аппрокси-

мациями решения задачи Коши (2.5), также как и следующая

Лемма 15. Пусть (Ak)k∈N – последовательность ограниченных линейных операторов на
банаховом пространстве, причем Ak

τSOT→ A, где A ∈ B(X). И пусть (uk)k∈N такова, что
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∥uk − u∥ → 0 при k → ∞. Тогда Akuk → Au по норме банахова пространства X.

Доказательство. По теореме Банаха–Штейнгауза существует неотрицательная константа
C > 0 такая, что supk∈N ∥Ak∥ < C. Значит, справедлива следующая оценка:

∥Akuk − Au∥ ⩽ ∥Akuk − Aku∥+ ∥Aku− Au∥ ⩽ C∥uk − u∥+ ∥Aku−Au∥,

из которой следует доказываемое утверждение.

Применяя последовательно леммы 14 и 15, для произвольного u ∈ L2(E) получаем
при любых t ≥ 0, n ∈ N имеет место равенство

U
(
t

n

)
e

t
n
V . . .U

(
t

n

)
e

t
n
Vu = lim

r→∞
U
(
t

n

)
e

t
n
Vr . . .U

(
t

n

)
e

t
n
Vru,

где предел понимается в смысле L2-нормы. Значит, согласно теореме 11 и леммам 14, 15,
для каждого u ∈ L2(E) и любого t ≥ 0 верно равенство:

UVu = lim
n→∞

lim
r→∞

U
(
t

n

)
e

t
n
Vr . . .U

(
t

n

)
e

t
n
Vru. (2.7)

Теперь мы “вооружились” всем необходимым для того, чтобы в некотором смысле “разне-
сти” часть, соответствующую возмущению и часть, соответствующую свободной невозму-
щенной динамике. Условимся через σn(mr) обозначать совокупность всевозможных упо-
рядоченных выборок с повторением длины n. Тогда согласно (2.7) при всех t ≥ 0 и любых
u ∈ L2(E) имеем

UV(t)u = lim
n→∞

lim
r→∞

U
(
t

n

)
e

t
n
Vr . . .U

(
t

n

)
e

t
n
Vru

= lim
n→∞

lim
r→∞

∑
{j0,...,jn−1}∈σn(mr)

U
(
t

n

)
e

t
n
VrPBr

jn−1
. . .PBr

j1
U
(
t

n

)
e

t
n
VrPBr

j0
u

= lim
n→∞

lim
r→∞

∑
{j0,...,jn−1}∈σn(mr)

U
(
t

n

)
e(−i) t

n
V r
jn−1PBjn−1

. . .PBj1
U
(
t

n

)
e(−i) t

n
V r
j0PBj0

u

= lim
n→∞

lim
r→∞

∑
{j0,...,jn−1}∈σn(mr)

e(−i) t
n

∑n−1
k=0 V r

jkU
(
t

n

)
PBjn−1

. . .PBj1
U
(
t

n

)
PBj0

u. (2.8)

В силу (2.8) для любой пары ограниченных борелевских множеств B0 и B справед-
ливо следующее равенство

(χB, UV(t)χB0)

= lim
n→∞

lim
r→∞

∑
{j0,...,jn−1}∈σn(mr)

e(−i) t
n

∑n−1
k=0 V r

jk

(
χB, U

(
t

n

)
PBjn−1

. . .PBj1
U
(
t

n

)
PBj0

χB0

)
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= lim
n→∞

lim
r→∞

∑
{j0,...,jn−1}∈σn(mr)

e(−i) t
n

∑n−1
k=0 V r

jk µU

(
C

0, t
n
, ...,

(n−1)t
n

, t

Bj0
∩B0, Bj1

, ..., Bjn−1
, B

)
. (2.9)

Цилиндрическое множество в (2.9) из полуалгебры Cylb задается равенством

C
0, t

n
, ...,

(n−1)t
n

, t

Bj0
∩B0, Bj1

, ..., Bjn−1
, B

=

{
γ ∈ M(T, E) | γ(t) ∈ B, γ

(
(n− 1)t

n

)
∈ Bjn−1 , . . . , γ(0) ∈ Bj0 ∩B0

}
,

а отображение µU : ACylb → C – комплекснозначная аддитивная функция множества, за-
даваемая на полуалгебре Cylb посредством выражения

µU

(
C

0, t
n
, ...,

(n−1)t
n

, t

Bj0
∩B0, Bj1

, ..., Bjn−1
, B

)
=

(
χB, U

(
t

n

)
PBjn−1

. . .PBj1
U
(
t

n

)
PBj0

χB0

)
(2.10)

при условии B0, B ∈ Rb, есть мера Фейнмана. По аддитивности она может быть продол-
жена на всю цилиндрическую алгебру пространства траекторий. Корректность определе-
ния такой меры, в смысле ее свойства аддитивности, мы установим в разделе 2.3 в более
общем случае. Предел при r → ∞ фактически означает, что мелкость разбиения множе-
ства значений функции V стремится к нулю. Поскольку правомерность соотношения (2.9)
обеспечивается выполнением условий теоремы Троттера, то для полученного предела мы
можем ввести следующие обозначения интегрирования по конечно аддитивной мере, что
и дает известную формулу Фейнмана–Каца:

(χBn , UV(t)χB0) =

∫
M([0, t], E)

χB(γ(t)) e

t∫
0

(−i)f(γ(s)) ds
χB0(γ(0)) dµU(γ). (2.11)

Интегрирование в показателе экспоненты объясняется тем, что на каждой непрерывной
траектории сумма в показателе экспоненты в формуле (2.9) доставляет в пределе интеграл
Римана от непрерывной функции. Для произвольной траектории γ ∈ M([0, t], E) это не
так и потому правая часть (2.11) является символом, обозначающим предел (2.9). Суще-
ствование повторного предела (2.9) в случае выбора меры µF согласно (2.10) и функции
V ∈ C0

b (E) гарантируется леммами 14, 15 и теоремой 11. Значит, приближение функции
f ступенчатыми позволяет аппроксимировать действие операторной полугруппы UV ин-
тегралами от линейных комбинаций индикаторных функций по мере (2.10).

Учитывая в (2.9) выражение для свободного пропагатора согласно [1]

U(t)u(x) =
1

(4πit)
d
2

∫
E

e
i|x−y|2

4t u(y) dy, u(x) ∈ D(H),

и полагая xn = x, u(x) ∈ D(H), нетрудно видеть, что имеет место предел, понимаемый в
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смысле L2-нормы:

et(H+V)u(x) = lim
n→∞

(
ne

3π
2

4πt

) dn
2 ∫

E

· · ·
∫
E

e
∑n

k=1 i
t
n

(
|xk−xk−1|

2n2

4t2
−f(xk−1)

)
u(x0) dx0 . . . dxn−1.

Это формула есть явное выражение для итераций в формуле Троттера. Можно при этом
также задать значение меры Фейнмана на произвольном цилиндрическом множестве c
B0, . . . , Bn−1, B ∈ Rb

µU

(
C

0, t
n
, ...,

(n−1)t
n

, t

Bj0
∩B0, Bj1

, ..., Bjn−1
, B

)
=

(
ne

3π
2

4πt

) dn
2 ∫

B

∫
Bjn−1

· · ·
∫
Bj0

e
∑n

k=1 i
|xk−xk−1|

2n

4t χB0(x0) dx0 . . . dxn.

Полученная мера Фейнмана имеет следующие примечательные свойства: она не яв-
ляется счетно-аддитивной и имеет неограниченную вариацию [2] в отличие, например, от
меры Винера, которая представляет собой классическую счетно-аддитивную нормирован-
ную меру на пространстве траекторий. Мера Винера играет такую же роль для уравнения
теплопроводности, что и полученная мера Фейнмана для уравнения Шредингера. А по-
скольку мы изучаем как классические случайные процессы, так и процессы, отвечающие
квантовой динамике, мы расширили понятие случайного процесса в определении 10.

В данной статье предложено применение формул Фейнмана–Каца к возмущениям
произвольных сильно непрерывных полугрупп, действующих в гильбертовом простран-
стве. Обобщение изложенных в разделе 2.1 результатов на случай произвольной полугруп-
пы U(t), t ≥ 0, действующей в гильбертовом пространстве H = L2(E,A, λ,C), основано
на интегрировании функционалов в формуле Фейнмана–Каца по мере µU, определенной
на алгебре цилиндрических подмножеств ACyl(M(R+, E)) равенством

µU(C
t0, ..., tm
B0,...,Bm

) =
(
χBm ,U(tm − tm−1)PBm−1 · · ·PB1U(t1 − t0)χB0

)
. (2.12)

В случае U = e∆t, t ≥ 0, равенство (2.12) связано с мерой Винера (2.3) равенством (2.4),
а в случае U = e−i∆t, t ≥ 0, (2.12) задает меру Фейнмана (2.10).

В разделе 2.4 (см. теорему 29) построено биективное отображение, которое позволяет
каждой сильно непрерывной полугруппе (а не только полугруппе, порожденной операто-
ром Лапласа ∆) ставить в соответствие цилиндрическую меру, т. е. случайный процесс в
смысле определения 10. Данный формализм позволит описать процессы, принимающие
значения не только в конечномерных евклидовых пространствах, но и в топологических
группах, не являющихся локально компактными ([13]). Отметим, что в бесконечномер-
ном пространстве вопрос самосопряженности оператора Лапласа (что существенно для
применения теоремы Троттера) составляет нетривиальную проблему [38,54–57].

2.2. Кольца и функции на пространстве значений процесса. Будем по-
лагать, что на пространстве E выделено некоторое кольцо его подмножеств R. Мини-
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мальную алгебру, порожденную данным кольцом R, будем обозначать с помощью A(R).
Напомним, что A ∈ A(R) если и только если, либо A ∈ R, либо E \ A ∈ R. Также бу-
дем считать, что задана комплекснозначная конечно-аддитивная неотрицательная мера
λ : R → C, которая обладает свойством локальной конечности. Существование окрест-
ности конечной меры λ для всякой точки топологического векторного пространства E

необходимо для того, чтобы построить вспомогательное пространство квадратично ин-
тегрируемых по мере λ функций. Для этого рассмотрим сперва линейное пространство
конечных линейных комбинаций характеристических функций множеств из кольца R:

S(R) =

{
N∑
k=1

αkχBk
|N ∈ N, B1, . . . , Bn ∈ R

}
.

На нем определим полуторалинейную форму согласно

(χB0 , χB1)
def
= λ(B0 ∩B1), ∀B0, B1 ∈ R,(

N∑
k=1

αkχBk
,

N ′∑
k=1

α′
kχB′

k

)
def
=

N∑
k=1

N ′∑
l=1

αkα
′
k(χBk

, χB′
l
),

∀ (Bk)
N
k=1, (Bl)

N ′

l=1 ⊂ R, ∀ (αk)
N
k=1, (αl)

N ′

l=1 ⊂ C.

Функции f, g ∈ S(R) назовем эквивалентными, если справедливо равенство (f−g, f−g) = 0.
Факторизуя пространство S(R) по данному отношению эквивалентности и затем попол-
няя его по норме, порожденной скалярным произведением, получаем гильбертово про-
странство H = L2(E, R, λ, C), т. е. пространство квадратично интегрируемых по мере λ

функций.
Далее, нам потребуется еще одно вспомогательное пространство – пространство ли-

нейных комбинаций над полем C характеристических функций попарно непересекающих-
ся множеств из алгебры A(R):

S(A(R)) =

{
N∑
k=1

αkχBk
|N ∈ N, B1, . . . , Bn ∈ A(R) : Bk ∩Bj = ∅, ∀ k ̸= j

}
.

На этом пространстве введем полунорму

∥f∥∞ = sup{c ∈ R : λ(f−1(c)) > 0}, λ(B) = sup
S⊂B
S∈R

λ(S). (2.13)

Первые две аксиомы полунормы, очевидно, выполнены. Покажем, что полунорма (2.13)
удовлетворяет неравенству треугольника. Пусть даны произвольные f, g ∈ S(A(R)):

f(x) =
N∑
k=1

αkχBk
(x), g(x) =

M∑
l=1

βlχAl
(x).
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Тогда

f(x) + g(x) =
N∑
k=1

M∑
l=1

(αk + βl)χBk∩Al
(x).

Пусть ∥f∥∞ = αk0 , ∥g∥∞ = βl0 . Тогда ∀ k ∈ {1, . . . , N} : αk > αk0 имеет место λ(Bk) = 0,
аналогично ∀l ∈ {1, . . . ,M} : βl > βl0 имеет место λ(Al) = 0. Следовательно, для таких
k ∈ 1, . . . , m получаем λ(C) = 0, если C = Bk ∩ C ′, для всех C ′ ∈ A(R). То же верно и
для множеств Al.

Значит, указанные номера k, l могут не учитываться при нахождении полунормы
∥f + g∥∞. Поэтому ∥f + g∥∞ ⩽ αk0 + βl0 = ∥g∥∞ + ∥f∥∞. Равенство достигается в случае,
если имеет место неравенство λ(Al0 ∩Bk0) > 0.

Производя процедуру факторизации, получим нормированное пространство

S∞
A (E, R, λ, C) def

= S(A(R))/{f ∈ S(A(R)) : ∥f∥∞ = 0}.

Обозначим через L∞(E, R, λ, C) пополнение по норме ∥ · ∥∞ введенного пространства
S∞
A (E, R, λ, C).

Лемма 16. Пусть f ∈ L∞(E, R, λ, C). Тогда оператор Mf умножения на функцию f

корректно задан на пространстве H, причем справедливо неравенство

∥Mfu∥H ⩽ ∥f∥L∞∥u∥H . (2.14)

Доказательство. Возьмем f ∈ S∞
A (E, R, λ, C), u ∈ H и un ∈ S(A(R)) : ∥un − u∥ → 0.

Тогда если

f(x) =
N∑
k=1

αkχBk
(x), un(x) =

Mn∑
k=1

βn
kχAn

k
(x), An

k ∩ An
j = ∅, k ̸= j,

то имеет место равенство

∥f(x)u(x)∥2 =

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

αkχBk
(x)u(x)

∥∥∥∥∥
2

= lim
n→∞

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

αkχBk
(x)un(x)

∥∥∥∥∥
2

= lim
n→∞

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

αkχBk
(x)

Mn∑
k=1

βn
kχAn

k
(x)

∥∥∥∥∥
2

= lim
n→∞

N∑
k=1

Mn∑
l=1

|αk|2 · |βn
l |2 · λAn

l ∩Bk
.

Пусть теперь ∥f∥∞ = αk0 , тогда для любого k ̸= k0, либо αk < αk0 , либо λ(Bk) = 0. Следо-
вательно справедлива оценка

∥f(x)u(x)∥2 ⩽ |αk0|2∥u∥2. (2.15)

Если f ∈ L∞(E, R, λ, C), то существует ∥ · ∥∞–фундаментальная последовательность
fn ∈ S∞

A (E, R, λ, C) такая, что ∥fn − f∥∞ → 0 при n → ∞. Из неравенства (2.15) легко
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заключаем, что последовательность Mfn также будет фундаментальной в пространстве
B(H), снабженном операторной нормой. Так как пространство H полно, то и простран-
ство B(H) тоже является полным, а значит фундаментальная последовательность Mfn

будет сходится по норме пространства B(H), причем ее пределом будет оператор Mf . На
основании этого факта уже легко получить оценку

∥Mfu∥ ⩽ ∥(Mfn − Mf )u∥+ ∥Mfnu∥ ⩽ lim
m→∞

∥Mfn − Mfm∥ · ∥u∥+ ∥Mfnu∥

⩽ lim
m→∞

∥fn − fm∥ · ∥u∥+ ∥fn∥∞∥u∥.

Осуществляя предельный переход n, m → ∞, получаем требуемое неравенство (2.14).

Введем пространство операторнозначных функций, которое будет нами использо-
ваться для построения биективного отображения на пространстве цилиндрических мер.
Обозначим символом (M(R+, B(H)), τ) локально выпуклое пространство отображений
положительной полуоси [0, +∞) в банахово пространство B(H) линейных ограниченных
операторов в H с топологией, определяемой следующим семейством функционалов:

{ϕt,u,v | t ∈ R+, u, v ∈ H}, ϕt,u,v(F) = |(F(t)u, v)|.

Однако, мы будем работать не со всем пространством M(R+, B(H)), а только с его под-
пространством Mm(R+, B(H)), состоящим из B(H)-значных функций на R+ = [0,+∞),
значения которых в начальный момент времени принадлежат абелевой подалгебре Am(H),
содержащей линейные операторы вида Mf , где f ∈ L∞(E, R, λ, C). О необходимости та-
кого ограничения для задания меры по операторнозначной функции см. раздел 2.3.

Введем пространство мультипликативно ступенчатых операторнозначных функций
S∞(R+, L∞(E)), где введено обозначение L∞(E) = L∞(E, R, λ, C). Операторнозначная
функция F(t) принадлежит S∞(R+, L∞(E)), если для каждого числа T > 0 существу-
ет такое конечное разбиение [0, T ] = ⊔K

k=1Ak отрезка [0, T ] на попарно непересекающиеся
промежутки A1, . . . , AK , что имеет место равенство

F(t) =
K∑
k=1

χAk
(t)Mfk ,

здесь Mfk – оператор умножения на функцию fk из пространства L∞(E, R, λ, C), т. е.
Mfku(x) = fk(x)u(x), где fk(x) ∈ L∞(E, R, λ, C) при каждом k ∈ N. Далее, пополняя про-
странство S∞(R+, L∞(E)) по норме ∥F(·)∥L∞(R+,L∞(E)) = sups∈R+

||F(s)|L∞(E,R, λ,C)|, полу-
чаем банахово пространство L∞(R+, L∞(E)). Поскольку fk ∈ L∞(E, R, λ, C) при каждом
k ∈ 1, K, то для всякого N ∈ N найдется простая функция

fN
k (x) =

mk
N∑

m=1

αN, k
m χBN, k

m
(x), x ∈ E, αN, k

m ∈ C, BN, k
m ∈ A(R),
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такая, что выполняется неравенство

∥fk − fN
k ∥L∞(E) ≤

1

N
, ∀ k ∈ 1, K.

Для каждого k ∈ 1, K введем последовательность линейных операторов MfN
k
, N ∈ N.

Тогда в силу леммы 16 для любого k ∈ 1, K справедливо

∥MfN
k
u(x)− Mfku(x)∥H ≤ ∥fk(x)− fk

N(x)∥L∞(E) ∥u∥H → 0, N → ∞.

Таким образом, справедлива

Лемма 17. Пусть F ∈ L∞(R+,L∞(E)). Тогда для любых T > 0, ϵ > 0 существует
разбиение отрезка [0, T ] на промежутки A1, . . . , Am и набор ступенчатых функций
f1, . . . , fm ∈ S∞

A (E,R, λ,C) такие, что

sup
t∈[0,T ]

∥F (t)−
m∑
k=1

χAk
(t)fk∥L∞(E,R,λ,C) < ϵ.

2.3. Построение меры на ACyl по оператор-функции. Построим биекцию меж-
ду пространством Mm(R+, B(H)) и пространством a(M(R+, E), ACyl) конечно-аддитивных
комплекснозначных мер, заданных на измеримом пространстве (M(R+E), ACyl). Опреде-
лим отображение

Λ : Mm(R+, B(H)) → a(ACyl), Λ[F] = µF, ImΛ = aΛ(ACyl). (2.16)

Сначала определим значение меры µF на цилиндрических множествах из полуалгебры
Cyl, которые обладают базой, содержащей только множества из кольца R, по следующей
формуле

µF
(
C t⃗

B⃗

)
=
(
χBn ,F(tn − tn−1)PBn−1 · · ·PB1F(t1 − t0)χB0

)
,

n ∈ N, Bi ∈ R, ∀ i = 0, . . . , n.
(2.17)

Здесь действующий в H оператор вида PB есть оператор умножения на индикаторную
функцию множества B из кольца R.

Для n = 0 и произвольного t0 ⩾ 0, принимая во внимание, что

F(0) ∈ Am : F(0)(•) = f(x)(•),

где f ∈ L∞(E, R, λ, C), положим

µF(Ct0
B ) =


(χB, F(0)χB) =

∫
B

f(x) dλ(x), B ∈ R,

M0 −
(
χE\B, F(0)χE\B

)
= M0 −

∫
E\B

f(x) dλ(x), B ∈ A(R), B /∈ R.
(2.18)
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Заметим, что константа M0 = µF(M(E)) может быть выбрана произвольно подобно
константе интегрирования при выборе потенциала. Константа M0 не имеет значения для
построения биекции, поскольку, как мы убедимся далее, для того, чтобы восстановить
по мере из образа отображения Λ операторнозначную функцию, нам потребуются только
значения меры на тех цилиндрических множествах из полуалгебры Cyl, база которых
содержит только множества, принадлежащие кольцу R.

Пусть C t⃗
B⃗
∈ Cyl и будем считать, что m ∈ N максимальный номер среди тех, которые

соответствуют множествам в базе B⃗, не входящим в кольцо R. Тогда значение меры µF

на цилиндрическом множестве C t⃗
B⃗

удовлетворяет следующему равенству:

µF
(
C t0, ...,

B0, ...,
tm−1,
Bm−1

tm,
, Bm,

tm+1,
Bm+1,

...,

...,
tn
Bn

)
= µF

(
C t0, ...,

B0, ...,
tm−1,
Bm−1,

tm+1,
Bm+1,

...,

...,
tn
Bn

)
− µF

(
C t0, ...,

B0, ...,
tm−1,
Bm−1

tm,
, E\Bm,

tm+1,
Bm+1,

...,

...,
tn
Bn

)
. (2.19)

Таким образом, индуктивно разворачивая данную формулу, можно получить значение
функции µF на всех множествах из полукольца Cyl. Следующая лемма и ее следствие
устанавливают, что данная функция действительно является цилиндрической мерой.

Лемма 18 ([10]). Функция множества µF : Cyl → C определяемая из (2.17)–(2.19) на
полуалгебре Cyl является аддитивной.

Доказательство. Для любого C s⃗
B⃗
∈ Cyl рассмотрим его произвольное дизъюнктное раз-

биение на множества из полуалгебры. Докажем, что значение функции µF на множестве
C s⃗

B⃗
равно сумме значений на элементах разбиения. Будем доказывать это в три этапа.

Докажем свойство для случая разбиения, состоящего только из двух непересекаю-
щихся множеств. Случай произвольного конечного разбиения сводится к случаю разбие-
ния на два множества с помощью индукции.

I. Пусть при некотором m ∈ {0, 1, . . . , n} множество C s⃗
B⃗

удовлетворяет условию
Bm = Am

⊔
Cm, где Am, Cm ∈ A(R) и Am ∩ Cm = ∅. Докажем, что в этом случае имеет

место
µF
(
C ...,

...,
sm,
Am∪Cm,

...
...

)
= µF

(
C ...,

...,
sm,
Am

...
...

)
+ µF

(
C ...,

...,
sm,
Cm,

...
...

)
. (2.20)

Возможны несколько различных ситуаций.
1) Пусть база цилиндрического множества C s⃗

B⃗
включает только множества, содер-

жащиеся в кольце R. Тогда равенство (2.20) для n ⩾ 1 непосредственно следует из (2.17)
и того, что для непересекающихся множеств Am и Cm выполняется PAm⊔Cm = PAm +PCm .
Если n = 0, тогда из (2.18) может быть получена цепочка равенств:

µF(C t0
B0
) = (χA0⊔C0(x), F(0)χA0⊔C0(x)) = (χA0(x) + χC0(x), F(0)(χA0(x) + χC0(x)))

= (χA0(x), F(0)χA0(x))+(χC0(x), F(0)χC0(x))+(χA0(x), F(0)χC0(x))+(χC0(x), F(0)χA0(x))

= µF(C t0
C0
) + µF(C t0

A0
),
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так как
(χC0(x), F(0)χA0(x)) = (χA0(x), F(0)χC0(x)) =

∫
A0∩C0

f(x) dλ(x) = 0.

Именно здесь для нас важно условие F(0) ∈ Am(H).
2) Будем полагать, что Bm ∈ R, но в базе имеются множества, которые не принадле-

жат кольцу. В этом случае свойство аддитивности будем устанавливать индукционно по
количеству таких множеств. Применим метод математической индукции. Пусть Bk для
некоторого k ∈ {0, 1, . . . n}, k ̸= m, есть единственное множество в базе, дополнение ко-
торого принадлежит кольцу R. Тогда при помощи (2.19) применим результаты первого
пункта и снова воспользовавшись (2.19) установим справедливость (2.20).

Предположение индукции: пусть при некотором k ∈ N: 2 ≤ k ≤ n−1 равенство (2.20)
имеет место для всех цилиндрических множеств, база которых содержит j множеств не
принадлежащих кольцу R, при j = 1, . . . , k−1. Доказательство того, что свойство аддитив-
ности выполняется и на цилиндрических множествах, база которых содержат ровно j = k

множеств не принадлежащих кольцу R, производится аналогичным образом: применяем
(2.19), для образовавшихся в результате этого множеств уже применимо предположение
индукции, а далее группируем с учетом (2.19).

3) Теперь будем считать, что Bm = Am

⊔
Cm /∈ R. Покажем, что ровно одно из мно-

жеств Am и Cm содержится в кольце R. Предположим противное. Тогда в соответствии с
определением A(R) имеем E \Am, E \Cm ∈ R, и более того, Cm ⊂ E \Am и Am ⊂ E \Cm,
а значит выполнено

E = (E \ Am) ∪ (E \ Cm) = (E \ Am) ∪ ((E \ Cm) \ (E \ Am)) ∈ R.

Пришли к противоречию, что доказывает требуемое. Без ограничения общности будем
считать,что Am /∈ R. Этот случай также будем исследовать в несколько этапов.

3.1) Пусть Am

⊔
Cm = E и sm находится среди временных индексов, соответствую-

щих множествам из базы B⃗, которые не принадлежат кольцу R. Тогда из (2.19) получаем

µF
(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Am

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
= µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Cm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
= µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm
E

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Cm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
.

Откуда следует (2.20).
3.2) Положим теперь, что Am

⊔
Cm ̸= E и sm по-прежнему временной индекс, соот-

ветствующий множеству из базы B⃗, которое не содержится в кольце. Запишем теоретико-
множественное соотношение

E = Bm

⊔
(E \Bm) = Am

⊔ (
(E \Bm)

⊔
Cm

)
, (E \Bm)

⊔
Cm ∈ R.

Тогда на основе соотношения выше, равенства (2.19) и пункта 2), получаем выполнение
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условия аддитивности

µF
(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Am

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
= µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

, sm
,(E\Bm)

⊔
Cm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
= µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

, sm
,(E\Bm)

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Cm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
= µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Bm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...

...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Cm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
.

Таким образом, если при некотором m ∈ {0, 1, . . . , n} множество C s⃗
B⃗

удовлетворяет
условию Bm = Am

⊔
Cm, где Am, Cm ∈ A(R) и Am ∩ Cm = ∅, то выполняется (2.20).

II. На следующей стадии доказательства мы рассмотрим конкретный вид разбиения
цилиндрического множества C s⃗

B⃗
. Будем полагать, что для каждого j ∈ {1, . . . , n} имеет

место

Bj =
w⊔

k=1

Aj
k. (2.21)

Обозначим через Σ совокупность всех возможных отображений

σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , w}.

Тогда всякое цилиндрическое множество, содержащееся в выбранном дизъюнктном раз-
биении, имеет следующий вид

C s⃗
D⃗σ

= C s1,

A1
σ(1)

,
...,
...,

sj ,

Aj
σ(j)

,

...,
...,

sn
An

σ(n)
. (2.22)

Воспользуемся результатом пункта I для m = 1, затем для m = 2, и так далее до
m = n. Получим, что

µF (C s⃗
B⃗

)
= µF

(⊔
σ∈Σ

C s⃗
D⃗σ

)
=
∑
σ∈Σ

µF
(
C s⃗

D⃗σ

)
.

III. Для завершения доказательства остается показать, что если множество C s⃗
B⃗
∈ Cyl

может быть представлено как объединение конечного числа попарно непересекающихся
цилиндрических множеств C τ⃗α

A⃗α
∈ Cyl, где α = 1, . . . ,M , то тогда имеет место равенство

M∑
α=1

µF
(
C τ⃗α

A⃗α

)
= µF

(
M⊔
α=1

C τ⃗α
A⃗α

)
= µF(C s⃗

B⃗
).

Мы вправе ограничиться рассмотрением ситуации, когда τ⃗α = s⃗ при всех α = 1, . . . ,M .
Воспользовавшись свойствами полуалгебры, построим разбиение аналогичное (2.21), (2.22),
которое бы было согласовано с разбиением C t⃗

B⃗
=
⊔M

α=1C
τ⃗α
A⃗α

, или иначе говоря, являлось
бы его измельчением:

C τ⃗α
A⃗α

=
⊔

σ∈Σα

C τ⃗α
D⃗σ

, ∀α = 1, . . . ,M,
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Это утверждение также легко доказать индукцией по количеству временных компонент.
Теперь воспользуемся доказанным в пункте II и получим требуемое

µF(C s⃗
B⃗
) =

∑
σ∈Σ

µF
(
C s⃗

D⃗σ

)
=

M∑
α=1

∑
σ∈Σα

µF
(
C s⃗

D⃗σ

)
=

M∑
α=1

µF
(
C τ⃗α

A⃗α

)
.

Теорема 19. Конечно-аддитивная функция множества µF имеет единственное продол-
жение до конечно-аддитивной меры на алгебре ACyl. Отображение (2.16)

Λ : Mm(R+, B(H)) → a(ACyl),

определяемое условиями (2.17)–(2.19), инъективно.

Доказательство. По стандартной процедуре продолжения конечно-аддитивной функции
с полуалгебры на порожденную алгебру получаем, что при каждом F ∈ Mm(R+, B(H))

заданная условиями (2.17)–(2.19) аддитивная функция µF : Cyl → C однозначно продол-
жается до комплекснозначной конечно-аддитивной меры µF = Λ(F) ∈ a(ACyl).

Докажем инъективность отображения Λ. Пусть F1(t) ̸= F2(t) для некоторого t ≥ 0.

Тогда в силу того, что пространство S(R) всюду плотно в пространстве H, получаем
F1(t)|S(R) ̸= F2(t)|S(R). Поскольку всякий ограниченный оператор на гильбертовом про-
странстве однозначно определяется своей квадратичной формой, то получаем, что най-
дется f ∈ S(R) такая, что (f, F1(t)f) ̸= (f, F2(t)f). А в силу того, что f представима в
виде конечной линейной комбинации индикаторных функций множеств из кольца, полу-
чаем, что найдутся множества B′

1, B
′
2 ∈ R :

µF1

(
C 0, t

B′
1, B

′
2

)
= (χB′

2
, F1(t)χB′

1
) ̸= (χB′

2
, F2(t)χB′

1
) = µF2

(
C 0, t

B′
1, B

′
2

)
.

2.4. Построение оператор-функции по цилиндрической мере на ACyl.
Восстановим операторнозначную функцию по заданной мере µ ∈ aΛ(ACyl). Дадим некото-
рые определения, которые в дальнейшем сыграют ключевую роль.

Пусть S(R) – пространство простых R-измеримых функций E → C, являющихся
линейными комбинациями индикаторных функций множеств из кольца R. Для произ-
вольного числа n ∈ N, произвольного набора неотрицательных чисел t0, t1, . . . , tn таких,
что t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn, и произвольного набора множеств B1, . . . Bn−1 ∈ A(R) рассмотрим
полуторалинейную форму βt0,t1,...,tn

µ;B1,...,Bn−1
на линейном пространстве S(R), заданную на упо-

рядоченной паре (χB0 , χBn) индикаторных функций B0, Bn ∈ R равенством

β t0,t1,...,tn
µ; B1,...,Bn−1

(χB0 , χBn) = µ
(
C t0,t1,...,tn

B0,B1,...,Bn

)
(2.23)

и продолженную на пространство S(R) по условию полуторалинейности.
Заметим, что тогда из условия (2.23) при n = 1 и t1 = t0 следует, что при n = 0

для произвольного t0 > 0 на линейном пространстве S(R) полуторалинейная форма βt0
µ
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определена с помощью равенств

β t0
µ (χB0 , χBn) = µ

(
Ct0

B0
⋂

B1

)
, B0, B1 ∈ R. (2.24)

Для непрерывного продолжения полуторалинейных форм с плотного в простран-
стве H подпространства S(R) на все пространство H достаточно потребовать от меры µ

обладания следующим свойством.

Определение 20. Цилиндрическую меру µ из a(ACyl) назовем непрерывной по базе, если
она удовлетворяет следующим условиям

∀ n ∈ N, ∀ t0 ≤ · · · ≤ tn ∈ R+, ∃M ∈ (0,+∞) : ∀ B1, . . . , Bn−1 ∈ A(R),

sup
u,v∈S(R): ∥u∥H=∥v∥H=1

∣∣∣β t0,t1,...,tn
µ; B1,...,Bn−1

(u, v)
∣∣∣ ≤ M ∥u∥H ∥v∥H .

(2.25)

Заметим, что из условия (2.25) при n = 1 и t0 = t1 следует, что для любого t0 ≥ 0

существует число M ∈ (0,+∞) такое, что

sup
u,v∈S(R): ∥u∥H=∥v∥H=1

∣∣β t0
µ (u, v)

∣∣ ≤ M ∥u∥H ∥v∥H .

Семейство непрерывных по базе цилиндрических мер, заданных на алгебре ACyl,
будем обозначать через aBc(ACyl).

Определение 21. Мера µ ∈ a(ACyl) называется стационарной, если для всякого τ > 0

и любого n ∈ N для произвольных 0 ≤ t0 ≤ · · · ≤ tn и B0, B1, . . . , Bn ∈ A(R) имеет место
равенство

µ
(
C t0,..., tn

B0,...,Bn

)
= µ

(
C t0+τ,...,tn+τ

B0,...,Bn

)
.

Множество стационарных цилиндрических мер, заданных на алгебре ACyl, обозначается
символом aS(ACyl).

Замечание 22. Поясним предварительно: свойство непрерывности по базе цилиндриче-
ской меры позволяет получить ограниченную полуторалинейную форму в H, значения
которой на индикаторных функциях суть значения цилиндрической меры на множествах
из Cyl. По ограниченной полуторалинейной форме однозначно восстанавливается многопа-
раметрическая операторнозначная функция. Далее, свойство стационарности предоставит
возможность осуществить переход к однопараметрической оператор-функции.

Лемма 23. Всякая мера µ ∈ ImΛ = aΛ(ACyl) является непрерывной по базе и стационар-
ной, т. е.

aΛ(ACyl) ⊂ aBc(ACyl)
⋂

aS(ACyl) ≡ aBc,S(ACyl).

Доказательство. Действительно, пусть F ∈ Mm(R+, B(H)) и µF = Λ(F). Тогда при n = 0

для любого t0 ≥ 0 в силу (2.18) имеем

βt0
µF(χB0 , χB1) = µF

(
Ct0

D0
⋂

B1

)
=
(
χB0

⋂
B1 ,F(0)χB0

⋂
B1

)
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согласно (2.24) при любых B0, B1 ∈ R. Следовательно, форма βt0
µF удовлетворяет усло-

вию (2.25). Поскольку нормы проекторов PB не превосходят единицы, то для любых
B1, . . . , Bn−1 ∈ A(R) и для произвольного набора временных индексов 0 ≤ t0 < · · · < tn вы-
полняется следующее неравенство

∣∣(χBn ,F(sn − sn−1)PBn−1 . . .PB1F(s1 − s0)χB0)
∣∣

⩽
∏

k=1...n

∥F(sk − sk−1)∥B(H)

√
λ(B0)λ(Bn). (2.26)

Пусть u =
n∑

k=1

δkχDk
, v =

n∑
k=1

βkχBk
∈ S(R) при некоторых δj, βi ∈ C и Dj, Bi ∈ R.

Тогда по определению продолжения функции (2.23) на пространство S(R) по условию
полуторалинейности справедливо равенство

β t0,...,tn
µ;B1,...,Bn−1

(u, v) = (u,F(sn − sn−1)PBn−1 . . .PB1F(s1 − s0)v)

и, следовательно, справедлива оценка

∣∣(u,F(sn − sn−1)PBn−1 . . .PB1F(s1 − s0)v)
∣∣ ⩽

∏
k=1...n

∥F(sk − sk−1)∥B(H) ∥u∥H ∥v∥H , (2.27)

доказывающая непрерывность по базе меры µF. Стационарность меры µF следует из усло-
вий (2.17), (2.18).

Теорема 24. Мера µ ∈ aBc(ACyl) задает двухпараметрическое семейство ограниченных
линейных операторов Uµ(t1, t2), t1, t2 ≥ 0, в пространстве H.

Доказательство. Для произвольно зафиксированных 0 ≤ t0, . . . , tn и B1, . . . , Bn−1 ∈ R
функционал (2.23) определяет ограниченную (2.25) полуторалинейную форму на про-
странстве S(R), а значит может быть по непрерывности продолжен единственным об-
разом до ограниченной полуторалинейной формы β t0,t1,...,tn

µ; B1,...,Bn−1
на всем H. Следовательно

(см. [58]), с ограниченной полуторалинейной формой β t0,t1,...,tn
µ; B1,...,Bn−1

ассоциирован ограни-
ченный линейный оператор U t0, ..., tn

µ; B1, ..., Bn−1
, действующий в H, по формуле:(

g, U t0, ... ,tn
µ; B1, ... ,Bn−1

f
)
= β t0, t1, ..., tn

µ; B1, ..., Bn−1
(f, g), f, g ∈ H.

При этом существует зависящая от выбранных t0 ≤ · · · ≤ tn ∈ R+ постоянная M ∈ (0,+∞)

такая, что для любых B1, . . . , Bn−1 ∈ A(R) выполняется неравенство∥∥∥U t0, ... ,tn
µ; B1, ... ,Bn−1

∥∥∥
B(H)

≤ M.

В частности, для n = 1 мы получаем(
χB1 , U

t0, t1
µ χB0

)
= βt0,t1

µ (χB0 , χB1) = µ
(
C t0, t1

B0, B1

)
, C t0, t1

B0, B1
∈ Cyl. (2.28)
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Таким образом, можно построить двухпараметрическую операторнозначную функцию
Uµ : R+ × R+ → B(H) при любых t0, t1 ∈ R+ : t0 < t1, которая в силу взаимно однознач-
ного соответствия между ограниченными полуторалинейными формами в H и ограничен-
ными линейными операторами из B(H), а также ввиду всюду плотности пространства
S(R) в пространстве H, однозначно определяется равенством (2.28) по значениям

(χB1 , Uµ(t0, t1)χB0) = µ
(
C t0, t1

B0, B1

)
, ∀B0, B1 ∈ R; t0, t1 ∈ R+, t0 ≤ t1. (2.29)

Множества мер aS(ACyl) и aBc(ACyl) являются, как нетрудно проверить, линейны-
ми подпространствами в пространстве мер a(ACyl). Рассмотрим линейное пространство
aS,Bc(ACyl) = aS(ACyl) ∩ aBc(ACyl).

Теорема 25. Равенство
V(µ) = Fµ, µ ∈ aS,Bc(ACyl),

где
Fµ(t) = Uµ(0, t), t ≥ 0, (2.30)

задает на линейном пространстве aS,Bc(ACyl) линейное отображение

V : aS,Bc(ACyl) → Mm(R+, B(H)).

Доказательство. В силу стационарности меры µ двухпараметрическое семейство огра-
ниченных линейных операторов, заданное условием (2.29), удовлетворяет равенству

Uµ(0, t) = Uµ(τ, t+ τ), τ, t ≥ 0.

Следовательно, равенство (2.30) определяет операторнозначное отображение

Fµ ∈ M(R+, B(H)).

Значение операторнозначного отображения при t = 0 в силу (2.30) и (2.29) обладает
свойством

(χB0 ,Fµ(0)χB1) = µ
(
C0, 0

B0,B1

)
= µ

(
C0

B0
⋂

B1

)
=
(
χB0

⋂
B1 ,Fµ(0)χB0

⋂
B1

)
. (2.31)

Остается доказать, что заданный равенством (2.31) оператор Fµ(0) самосопряжен и
принадлежит алгебре Am.

В силу (2.31), Fµ(0) ∈ B(H) и (Fµ(0)χB′
0
, χB′′

0
) = 0 для любых B′

0, B
′′
0 ∈ R таких, что

B′
0

⋂
B′′

0 = ∅. Тогда оператор Fµ(0) симметричен на плотном в пространстве H подпро-
странстве S(R). Симметричный плотно определенный оператор Fµ(0) ограничен и допус-
кает продолжение по непрерывности на пространство H, которое является ограниченным
самосопряженным оператором.
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Далее, для всякой функции u ∈ S(R) вида u =
n∑

k=1

αkχBk
при некоторых n ∈ N, αj ∈ C,

Bj ∈ R и для всякого множества B ∈ R из условия (2.31) получаем, что справедлива це-
почка равенств

(u, Fµ(0)PBu) =
n∑

j,k=1

αkᾱj

(
χBk

, Fµ(0)χBj∩B
)
=

n∑
k=1

|αk|2 (χBk∩B, Fµ(0)χBk∩B)

=
n∑

k=1

|αk|2 (χBk∩B, Fµ(0)χBk
) = (PBu, Fµ(0)u) = (u, PBFµ(0)u) .

Из равенства квадратичных форм операторов на всюду плотном подпространстве S(R)

следует их равенство на всем гильбертовом пространстве H:

Fµ(0)PB = PBFµ(0) ∀B ∈ R.

Значит, оператор Fµ(0) принадлежит коммутанту абелевой алгебры Am(H), где
H = L2(E,R, λ,C). Абелева алгебра операторов Am(H) изоморфна алгебре L∞(E,R, λ,C).
Следовательно, она является алгеброй фон Неймана и совпадает со своим вторым ком-
мутантом. А поскольку алгебра Am(H) коммутативна, то ее коммутант совпадает с ее
вторым коммутантом. Поэтому Fµ(0) ∈ Am(H).

Таким образом, по значениям цилиндрической меры µ ∈ aS,Bc(ACyl) на двувремен-
ных и одновременных цилиндрах построена операторнозначная функция
Fµ ∈ Mm(R+, B(H)). Отображение aS,Bc(ACyl) → Mm(R+, B(H)) линейно, но не инъек-
тивно. Для получения инъективного отображения сузим область определения до класса
мер, значения которых на произвольных цилиндрических множествах восстанавливаются
по значениям на двувременных и одновременных цилиндрических множествах.

Определение 26. Непрерывную по базе меру µ из семейства aBc((ACyl)) будем называть
марковской, если

U tm, ..., tn−1, tn
µ; Bm+1, ..., Bn−1

PBmU t0, ... tm−1, tm
µ;B1, ... Bm−1

= U t0, ... tn
µ; B1, ...Bn−1

,

∀ t0, . . . , tn : 0 ≤ t0 < . . . < tm < . . . tn; ∀B1, . . . , Bn−1 ∈ R.
(2.32)

Если условие (2.32)) выполнено при всех B1, . . . , Bn−1 ∈ AR, то мера µ называется строго
марковской.

Через aM((ACyl)) (aM∗
((ACyl))) обозначим совокупность марковских (строго марков-

ских) цилиндрических мер, заданных на цилиндрической алгебре ACyl. В наших обозна-
чениях имеем aM

∗
((ACyl)) ⊂ aM((ACyl)) ⊂ aBc((ACyl)).

Замечание 27. Данное свойство позволяет получать значения многовременной оператор-
нозначной функции U t0, ... tn

µ; B0, ...Bn−1
по значениям двувременных оператор-функций Uµ(t0, t1),
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t0, t1 ∈ R+. Например, значения меры на цилиндрах с трехвременными основаниями за-
даются равенством Ut0,t1,t2

µ; B1
= Ut1,t2

µ PB1 U
t0,t1
µ при любом B1 ∈ AR. Продолжение меры на

всю алгебру ACyl может быть проведено с применением индукциии.

Лемма 28. Всякая мера из множества aΛ(ACyl) является марковской.

Доказательство. Если µ ∈ aΛ(ACyl), то существует функция F ∈ Mm(R+, B(H)) такая,
что µ = Λ(F) ≡ µF. Для произвольно зафиксированных 0 ≤ t0, . . . , tn и B1, . . . , Bn−1 ∈ R
рассмотрим многопараметрическое отображение U t0, ... tn

µF; B0, ...Bn−1
, порожденное цилиндриче-

ской мерой µF ∈ aΛ(ACyl). Тогда для произвольных B0, Bn ∈ R имеем(
χBn , U

t0, ... ,tn
µF; B1, ... ,Bn−1

χB0

)
= µF

(
C t⃗

B⃗

)
= (χBn ,F(tn − tn−1) . . .PB1F(t1 − t0)χB0) .

Полученное равенство имеет место для индикаторных функций произвольных множеств
B0, Bn ∈ R. По линейности скалярного произведения в H можно заключить, что оно
будет выполняться и для произвольных функций f, g ∈ S(R). В виду того, что S(R) всюду
плотно в H получаем равенство

U t0, ... ,tn
µF; B1, ... ,Bn−1

=
[
F(tn − tn−1)PBn−1 . . .F(tm+1 − tm)

]
PBm [F(tm − tm−1) . . .PB1F(t1 − t0)]

= U tm,...,tn−1, tn
µF; Bm+1,..., Bn−1

PBmU t0,...tm−1, tm
µF;B1,...Bm−1

, (2.33)

означающее выполнение условия марковости для меры µF.

Исследуем отображение, обратное к инъективному отображению Λ.

Теорема 29. Образ aΛ(C) отображения Λ совпадает с пространством aBc,S,M(ACyl).
Определенное равенством (2.30) отображение V : aBc,S,M(ACyl) → Mm(R+, B(H)) явля-
ется обратным к биектиному отображению Λ : Mm(R+, B(H)) → aΛ(ACyl).

Доказательство. Согласно леммам 23, 28 имеем ImΛ = aΛ(ACyl) ⊂ aBc,S,M(ACyl). Кроме
того, из (2.33) и теоремы 25 следует, что если µF ∈ ImΛ, то FµF(t) = F(t), т. е.

V ◦Λ = I : Mm(R+, B(H)) → Mm(R+, B(H)).

Согласно теореме 25 имеет место вложение Im(V) ⊂ Mm(R+, B(H)). Для некоторой ме-
ры µ ∈ aBc,S,M(ACyl) рассмотрим цилиндрическую меру Λ ◦ V(µ) = µV(µ). Нам нужно
установить равенство мер µ и µV(µ). А так как обе меры обладают свойством марковости
(2.32) (согласно лемме 28), достаточно установить равенство их значений на произвольном
двувременном и одновременном цилиндрическом множестве из полукольца Cyl. Для лю-
бого двупараметрического C t0, t1

B0, B1
∈ Cyl и всякого одновременного C t

B ∈ Cyl при помощи
(2.29), (2.30) и (2.31) имеем

µV(µ)
(
C t0, t1

B0, B1

)
= (χB1 , V(µ)[t1]χB0) = µV(µ)

(
C t0, t1

B0, B1

)
,
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µV(µ)
(
C t

B

)
= (χB, V(µ)χB) = µ

(
C t

B

)
.

Значит, µ = Λ(V(µ)) и µ ∈ aΛ(ACyl), и поэтому aΛ(ACyl) = aBc,S,M(ACyl).

Лемма 30. Функция F ∈ Mm, удовлетворяющая условию F(0) = I, является однопара-
метрической полугруппой тогда и только тогда, когда мера µF = Λ(F) является строго
марковской.

Доказательство. Если функция F является однорараметрической полугруппой, то из
(2.33) следует выполнение (2.32) при произвольных B1, . . . , Bn−1 ∈ AR. В обратную сторо-
ну утверждение леммы следует из (2.32) при n = 2, m = 1 и B1 = E.

3. Сходимость случайных процессов

3.1. Обобщенная слабая сходимость случайных векторов. Пусть E – век-
торное пространство, R – кольцо подмножеств, а A(R) – минимальная алгебра, порож-
денная кольцом R. Будем рассматривать случайные величины, распределения которых
суть конечно-аддитивные меры ограниченной вариации, определенные на данном кольце
множеств R. Банахово пространство таких мер договоримся обозначать через ba(E, R).
Нам потребуется усреднять операторы сдвига аргумента, заданные на подходящем функ-
цональном пространстве. В качестве пространства функций бесконечномерного аргумента
для представления алгебры операторов сдвига предлагается брать пространство функций,
квадратично интегрируемых по некоторой неотрицательной конечно-аддитивной мере λ,
заданной на кольце множеств R. Тогда гарантировать равномерную ограничесть семей-
ства операторов сдвига аргумента на вектор может тот факт, что функциональное про-
странство строится относительно трансляционно инвариантной меры:

∥Shf∥2 =

∥∥∥∥∥Sh

(
n∑

k=1

αkχBk
(x)

)∥∥∥∥∥
2

=
n∑

k, j=1

αkαj(χBj+h(x), χBk+h(x))

=
n∑

k, j=1

αkαjλ(Bj ∩Bk) =
n∑

k=1

|αk|2λ(Bk) = ∥f∥2, ∀ f ∈ S(R).

Следовательно, чтобы применять операторный подход для анализа операторов сдвига на
случайные векторы гильбертова пространства E, меру на E для построения простран-
ства представления стоит выбрать трансляционно инвариантной. Выбор трансляционно
инвариантной меры на пространстве E приводит к необходимости рассмотрения конечно-
аддитивных мер, определенных на некотором кольце R подмножеств пространства E.

Пусть X – некоторое локально-выпуклое пространство R|B(C)-измеримых функ-
ций, инвариантное относительно оператора сдвига аргумента на произвольный вектор
пространства E. Здесь B(C) – борелевская σ-алгебра множеств в C.
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Определение 31. Оператором свертки с мерой µ ∈ a(E, R) назовем линейный ограни-
ченный оператор Φµ, действующий на пространстве X по формуле

Φµu(x) =

∫
E

u(x− y) dµ(y) ∀u ∈ X , ∀x ∈ E, (3.1)

при условии, что зависящий от параметра интеграл (3.1) существует.

Замечание 32. Если µ представляет собой распределение случайной величины ξ, то опе-
ратор (3.1) есть ни что иное, как математическое ожидание оператора Sξ : X → X сдвига
на случайный вектор ξ (пространство X инвариантно относительно оператора сдвига ар-
гумента на произвольный вектор пространства E). Для счетно-аддитивных мер и изме-
римых относительно соответствующих σ-алгебр функций это утверждение является след-
ствием [17, теорема 3.6.1]. Распишем для случая конечно-аддитивных мер и ограниченных
R|B(C)-измеримых функций из X :

(ESξ)u(x) =

∫
Ω

u(x− ξ(ω)) dP(ω) =
∫
Ω

f ◦ ξ(ω) dP(ω) = lim
|τ |→0

N∑
j=1

ajP
(
(f ◦ ξ)−1(∆j)

)
.

Здесь

f ◦ ξ(Ω) =
N⊔
j=1

∆j, aj ∈ ∆j, j = 1, . . . , N, τ = {∆1, . . . ,∆N}, |τ | = max
k=1,...,N

diam(∆k),

(ESξ)u(x) = lim
N→∞

N∑
j=1

ajP ◦ ξ−1
(
f−1(∆j)

)
=

∫
E

u(x− y) dµ(y).

Если рассматриваемая функция неограничена, но измерима и интегрируема по ука-
занной мере, то в качестве отрезка [A, B] берем последовательность [AN , BN ] такую, что
AN → −∞ и BN → +∞ при N → ∞. Для каждого номера N ∈ N повторяем рассуждения
и, затем, переходим к пределу, что обосновано в силу предположения об интегрируемости
функции.

Обозначим согласно L(X ) локально-выпуклое пространство линейных ограниченных
операторов на X , а через baX (E, R) – подпространство мер, для которых свертка с мерой
функций из X определена. Если baX (E, R) непусто, то имеем отображение

Ψ : baX (E, R) → L(X ) : Ψ(µ) = Φµ.

Определение 33. Последовательность мер (µn)
∞
n=1 ⊂ baX (E, R) называется сходящейся

(L(X (E)), τ)-слабо к мере µ ∈ ba(E, R), если последовательность операторов Φµn = Ψ(µn),
действующих в пространстве X (E) согласно (3.1), сходится в пространстве L(X (E)), снаб-
женном некоторой топологией τ , к оператору Φµ = Ψ(µ).

Определение 34. Последовательность случайных величин (ξn) называется сходящейся
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(L(X (E)), τ)-слабо по распределению к случайной величине ξ, если последовательность
мер (µn)

∞
n=1 ⊂ baX (E, R), где

µn(A) = P ◦ ξ−1
n (A), ∀A ∈ R,

сходится (L(X (E)), τ)-слабо к мере µ, определяемой по формуле

µ(A) = P ◦ ξ−1(A), ∀A ∈ R.

В статье [33] теорема 2 показывает, что определение 33 является обобщением слабой
сходимости радоновых мер, если в качестве X выбрать пространство непрерывных и огра-
ниченных функций на метрическом пространстве E, снабженное топологией поточечной
сходимости, а в качестве топологии на пространстве L(X ) принять сильную операторную
топологию τSOT .

Такое обобщение понятия слабой сходимости мер позволяет индуцировать тополо-
гии вида Ψ−1(τ) на пространстве мер по топологии на пространстве операторов L(X ).
При этом классическая слабая топология на пространстве мер является частным случаем
в общей схеме. К примеру, зафиксируем в качестве топологии на пространстве операторов
L(X ) сильную операторную топологию. Тогда, если топология на пространстве X опре-
деляется семейством полунорм {ϕα, α ∈ I}, то X -слабая топология τwX на пространстве
baX (E, R) задается семейством функционалов {Φα, u, α ∈ I, u ∈ X}, действие которых
для каждой меры baX (E, R) дается формулой

Φα, u(µ) = ϕα

(∫
E

u(x− y) dµ(y)

)
, α ∈ I, u ∈ X .

Различные топологии на пространстве мер и взаимосвязи между ними были исследованы
в работе [33].

Замечание 35. В последней статье приведен пример последовательности распределений
на конечномерном евклидовом пространстве E, сходящихся (L2(E), τw)-слабо, но не схо-
дящихся Cb(E)-слабо.

3.2. Обобщенная слабая сходимость случайных процессов

Определение 36. Последовательность случайных процессов {ξn(t, •), t ∈ T}, задавае-
мых согласно определению 10, сходится (L(Xt(Et)), τt)-слабо поточечно, если для любого
временного индекса t ∈ T имеет место (L(Xt(Et)), τt)-слабая сходимость по распределению
последовательности ξn(t) случайных величин к случайной величине ξ(t).

Теорема Чернова позволяет исследование сходимости мер свести к вопросу о сходи-
мости операторнозначных отображений
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Теорема 37 ([36], Чернов). Пусть X – банахово, а B(X) – снабженное операторной
нормой банахово пространство линейных ограниченных операторов, действующих на X.
Рассмотрим сильно непрерывную операторнозначную функцию F : [0, ∞) → B(X), удо-
влетворяющую следующим условиям:

• F(0) = I;
• найдется такое a ∈ R, что ∥F(t)∥B(X) ⩽ eat при всех t ⩾ 0;
• существует линейный плотно определенный оператор A : D(A) → X, для кото-

рого имеет место равенство A = lim
t→0

F(t)−I
t

в смысле сильной операторной топо-
логии.

Тогда, если оператор A замыкаем и его замыкание является генератором сильно
непрерывной полугруппы U(t), t ⩾ 0, то для любого f ∈ X и произвольного T > 0 имеет
место

lim
n→∞

{
sup

t∈[0, T ]

∥∥∥∥((F
(
t

n

))n

−U(t)

)
f

∥∥∥∥
X

}
= 0.

Пусть X – некоторое банахово пространство R-измеримых функций, инвариантное
относительно оператора сдвига аргумента на произвольный вектор пространства E.

Теорема 38. Пусть ξ(t, •)t⩾0 – случайный процесс в смысле определения 3, принима-
ющий значения в некотором векторном пространстве E с кольцом R; пусть также
ξn(t, •)t⩾0 – последовательность случайных процессов таких, что процессы независимы
в совокупности и для любых n ∈ N и t ⩾ 0 имеет место

P ◦ ξ−1(A) = P ◦ ξ−1
n (A), ∀A ∈ A(R).

Пусть для каждого t ⩾ 0 отображение u → F(t)u = E(Sξ(t)u) является корректно
определенным на пространстве X . Если операторнозначная функция F(t), t ⩾ 0, удовле-
творяет условиям теоремы Чернова, то последовательность случайных процессов{

ηn(t) = ξn

(
t

n

)
+ · · ·+ ξ1

(
t

n

)
, t ⩾ 0

}
(B(X ), τsot)-слабо сходится по распределению к марковскому цилиндрическому случайно-
му процессу, являющемуся образом полугруппы exp(F′(0)t), t ⩾ 0, при отображении Λ.

Доказательство. Для всякого t ⩾ 0 и для любого f ∈ X имеет место равенство

E(Sξn(t)◦· · ·◦Sξ1(t)f) = E(f(x−ξ1(t)−· · ·−ξn(t))) =

∫
Ω

f(x−ξ1(t, ω)−· · ·−ξn(t, ω)) dP(ω)

=

∫
E×···×E

f(x− y1 · · · − yn) dµ1,...,n(y⃗) =

∫
E×···×E

gf, x(y1 + · · ·+ yn) dµ1,...,n(y⃗).

Поскольку интеграл определен корректно, то в случае ограниченной функции f интеграл
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можно выразить через предел интегральных сумм при измельчении множества значений

gf, x(E) =
N⊔
j=1

∆j ⊂ C, aj ∈ ∆j, j = 1, . . . , N,

τ = {∆1, . . . ,∆N}, |τ | = max
k=1... N

diam(∆k),

E(Sξn(t) ◦ · · · ◦ Sξ1(t)f) = lim
|τ |→0

N∑
k=1

akµ1,...,n

{
y⃗ ∈ E × · · · × E | y1 + · · ·+ yn ∈ g−1

f, x(∆k)
}

= lim
|τ |→0

N∑
k=1

ak

∫
E

dµ1(y1)

∫
E

dµ2(y2) · · ·
∫
E

dµn(yn)χg−1
f, x(∆k)−y1− ...−yn−1

(yn)

= lim
|τ |→0

N∑
k=1

ak

∫
E

dµ1(y1)

∫
E

dµ2(y2) · · ·
∫
E

dµn(yn)χg−1
f, x(∆k)

(y1 + · · ·+ yn−1 + yn)

=

∫
E

dµ1(y1)

∫
E

dµ2(y2) · · ·
∫
E

dµn(yn)gf, x(y1 + · · ·+ yn−1 + yn)

=

∫
E

dµ1(y1)

∫
E

dµ2(y2) · · ·
∫
E

dµn(yn)f(x− y1 − · · · − yn−1 − yn)

= ESξn(t) ◦ · · · ◦ ESξ1(t)f = (F(t))nf.

Подобно тому, как это оговаривалось в замечании 32, результат можно распространить на
случай неограниченных измеримых функций, если интегралы выше для них корректно
определены. Отметим, что для случая счетно-аддитивных борелевских нормированных
мер этот результат можно найти в [59]. Поскольку в условиях теоремы мы предполагаем,
что оператор F(t) удовлетворяет условиям теоремы Чернова, то, обозначив замыкание
оператора A, фигурирующего в теореме 37, через F′(0), получаем, что для любого f ∈ X
и всякого T > 0:

lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥E(Sξn(
t
n
)+···+ξ1(

t
n
)f
)
− exp(F′(0)t)f

∥∥∥
X
= 0.

Последнее означает (L(X ), τSOT )-слабую сходимость по распределению последовательно-

сти случайных процессов
{
ηn(t) = ξn

(
t

n

)
+ · · ·+ ξ1

(
t

n

)
, t ⩾ 0

}
к марковскому процес-

су {η(t), t ⩾ 0}, соответствующему полугруппе exp(F′(0)t), t ⩾ 0, причем

exp(F′(0)t)f = E(Sη(t)f).

Последнее означает, что η является обобщенным цилиндрическим процессом, представи-
мым комплекснозначной конечно-аддитивной мерой µη = Λ(exp(F′(0)t)) в соответствии с
определением 10. При этом в силу теоремы 29 и леммы 30 процесс η обладает свойствами
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стационарности и строгой марковости.

Замечание 39. Для последовательности композиций независимых случайных операто-
ров сдвига на вектор евклидова пространства утверждение теоремы включает утвержде-
ние центральной предельной теоремы для сумм независимых случайных векторов, если в
качестве пространства X(E) выбрать пространство Cb(E) с топологией поточечной схо-
димости [32,33].

3.3. Цилиндрически поточечная сходимость случайных процессов.
Пусть {ξ(t, •), t ∈ R+} – обобщенный случайный процесс со значениями в пространстве E.
При этом для всякого t ≥ 0, ξ(t) есть случайная величина со значением в E. Пусть ему
соответствует цилиндрическая мера µξ, заданная на цилиндрической алгебре ACyl про-
странства траекторий M(R+, E).

Определение 40 ([43, 44]). Последовательность обобщенных случайных векторнознач-
ных процессов ξn(t) сходится цилиндрически поточечно к обобщенному процессу ξ(t), если
для всякого цилиндрического множества C t⃗

B⃗
∈ Cyl имеет место

lim
n→∞

µξn

(
C t⃗

B⃗

)
= µξ

(
C t⃗

B⃗

)
. (3.2)

В силу свойства аддитивности цилиндрических мер сразу получаем, что из предель-
ного соотношения (3.2) будет следовать аналогичное для любого множества, принадлежа-
щего цилиндрической алгебре ACyl. Отметим также, что

µξ

(
C t⃗

B⃗

)
= P ◦ ξ⃗−1

t⃗
(B1 ×B2 × · · · ×Bn) = Pt1,...,tn(B1 ×B2 × · · · ×Bn).

Таким образом, цилиндрически поточечная сходимость процесса эквивалентна поточеч-
ной сходимости конечномерных распределений на алгебрах At1,...,tn . Заметим, что даже
для классических вероятностных борелевских мер на метрическом пространстве из слабой
сходимости последовательности мер не следует сходимость их значений на всяком бэров-
ском множестве, согласно [60, пример 8.1.4]. С другой стороны, по теореме Александрова
[60] слабая сходимость последовательности вероятностных мер эквивалентна сходимости
последовательности их значений на всяком борелевском множестве непрерывности, т. е.
множестве с границей меры нуль. Так, с точки зрения классической теории вероятностей
цилиндрически поточечная сходимость сильнее классической сходимости последователь-
ности случайных процессов в смысле конечномерных распределений.

Теорема 41. Пусть {µn} : N → aBc,S,M(ACyl) – последовательность обобщенных цилин-
дрических случайных процессов со значениями в измеримом пространстве (E, A(R)).
Тогда из поточечной на алгебре ACyl сходимости последовательности {µn} к непрерыв-
ному по базе стационарному марковскому процессу µ ∈ aBc,S,M(ACyl) следует поточечная
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на полуоси R+ сходимость в слабой операторной топологии последовательность опера-
торнозначных функций (V(µξn))

∞
n=1 к операторнозначной функции V(µξ). Если последова-

тельность оператор-функций {Fk} : N → Mm(R+, B(H)) сходится к оператор-функции
F ∈ Mm(R+, B(H)) в сильной операторной топологии поточечно на полуоси R+, то име-
ет место поточечная сходимость соответствующих им обобщенных цилиндрических
процессов {Λ(Fk)} на алгебре ACyl к обобщенному процессу Λ(F).

Доказательство. Докажем, что из поточечной на ACyl сходимости последовательности
{µξn} : N → aBc,S,M(ACyl) к предельной мере µξ следует сходимость в слабой операторной
топологии последовательности {V(µξn)(t)} к оператору V(µξ)(t) при каждом t ≥ 0. Сходи-
мость V(µξn) к V(µξ) при n → ∞ в слабой операторной топологии поточечно на полуоси
R+ в силу всюду плотности множества S(E, R, C) в пространстве H равносильна тому,
что

lim
k→∞

(χB1 , V(µξk)[t]χB0) = (χB1 , V(µξ)[t]χB0) ∀ t ⩾ 0, ∀B0B1 ∈ R.

В силу теоремы 29 и свойства стационарности (определение 21) рассматриваемых цилин-
дрических мер, это эквивалентно следующему:

lim
k→∞

µξk

(
C 0, t

B0, B1

)
= µ

(
C 0, t

B0, B1

)
, ∀ t ⩾ 0, ∀B0, B1 ∈ R.

Последнее равенство следует из поточечной сходимости цилиндрических мер.
Докажем вторую часть утверждения. Пусть Fk(t) сходится в сильной операторной

топологии к F(t) при каждом t ≥ 0. Докажем, что тогда lim
k→∞

µFk(C) = µF(C) при любых
C ∈ ACyl. Принимая во внимание аддитивность меры на алгебре ACyl, а также соотноше-
ния (2.17) и (2.19), достаточно проверить утверждение для цилиндрических множеств с
базой, включающей только множества из кольца R. Напомним, что тогда значения ци-
линдрических мер определяются как

µFk
(
C s⃗

B⃗

)
=
(
χBn ,Fk(sn − sn−1)PBn−1 . . .PB1Fk(s1 − s0)χB0

)
,

n ∈ N, Bi ∈ R, ∀ i = 0, . . . , n.

Значит, поточечная сходимость цилиндрических мер µFk к мере µF следует из леммы 15
и следствия 13.

3.4. Связь обобщенной слабой и поточечной сходимости. Установим связь
между обобщенной слабой сходимостью векторнозначных и операторнозначных процессов
с одной стороны, и цилиндрической поточечной сходимостью соответствующих им цилин-
дрических мер с другой. Пусть E – сепарабельное гильбертово пространство. Если E ко-
нечномерно, то мы фиксируем кольцо RL измеримых по Лебегу ограниченных множеств, а
также A(RL) минимальную алгебру, порожденную кольцом RL. В случае бесконечномер-
ного пространства все менее тривиально, поскольку не существует меры Лебега, т. е. нетри-
виальной, счетно-аддитивной, σ-конечной, локально конечной и трансляционно инвари-
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антной борелевской меры на бесконечномерных нормированных пространствах [41]. Одна-
ко, лишаясь одного из этих свойств, можно получить аналоги меры Лебега. Поскольку, как
уже отмечалось ранее, нас интересуют трансляционно инвариантные и σ-конечные меры,
необходимо отказаться от свойства счетной-аддитивности. Для того, чтобы в дальнейшем
иметь возможность применять развиваемую теорию, рассмотрим конечно-аддитивную ме-
ру, удовлетворяющую заявленным требованиям. С подробным описанием ее построения и
свойств можно ознакомиться в работах [34,44]. Мы же сейчас дадим краткий обзор. Итак,
пусть E – бесконечномерное сепарабельное гильбертово пространство.

Определение 42. Брусом в пространстве E назовем такое множество Π ⊂ E, что суще-
ствует ортонормированный базис E в пространстве E, в котором координаты элементов
множества Π удовлетворяют условию

Π = {x ∈ E : (x, ej) = xj ∈ [aj, bj) ∀ j ∈ N}, −∞ < aj < bj < +∞, j ∈ N.

Брус является непустым множеством в том и только в том случае, если
∞∑
j=1

c2j < +∞,

где cj = inf
x∈[aj , bj)

|x|, j ∈ N.

Определение 43. Брус называется измеримым, если он либо пустой, либо следующий
ряд для него сходится:

∞∑
j=1

max{0, ln(bj − aj)}.

Фиксируем некоторый ОНБ E в пространстве E. Обозначим с помощью K1(E) со-
вокупность всех измеримых брусов, ребра которых сонаправлены векторам некоторого
ортонормированного базиса E в пространстве E. Пусть rE – кольцо подмножеств про-
странства E, порожденное семейством множеств K1(E).

Лемма 44 ([43, 44]). Семейство K1(E) не образует полукольца. Тем не менее, всякая
теоретико множественная разность элементов множества K1(E) может быть пред-
ставлена в виде счетного объединения элементов из семейства K1(E).

Введем следующее семейство множеств

K2(E) =

{
Π \

n⋃
k=1

Πk

∣∣∣∣ Π, Π1, . . .Πn ∈ K1(E), n ∈ N

}

и совокупность K3(E) всех возможных конечных объединений множеств из K2(E).

Лемма 45 ([43]). Семейство K3(E) является полукольцом, а семейство K3(E) являет-
ся кольцом для любого произвольно выбранного ортонормированного базиса E, при этом
K3(E) = rE .
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Зададим аддитивную функцию множества λ1
E на семействе K1(E) согласно

λ1
E(∅) = 0, λ1

E(Π) = exp

(
∞∑
j=1

ln(bj − aj)

)
. (3.3)

Лемма 46 ([43]). Функция множества λE : K1(E) → [0,+∞), определенная равенством
(3.3), является аддитивной на семействе K1(E), и инвариантной относительно сдвига
на любой вектор пространства E.

По аддитивности данная функция единственным образом может быть продолжена
до конечно-аддитивной меры λ2

E на кольце λ3
E : K3(E) → C, причем λ3

E |K1 = λ1
E .

Определение 47. Множество A ⊂ E назовем λE -измеримым, если для всякого ε > 0 най-
дутся множества A1, A2 ∈ K3(E), удовлетворяющие соотношениям

A1 ⊂ A ⊂ A2, λ3
E(A2 \ A1) < ε.

Лемма 48 ([43]). Семейство K(E), которое включает все λE-измеримые множества,
образует кольцо.

Определим внутреннюю меру и внешнюю меру как функции, заданные на множе-
стве 2E, которые при любом A ⊂ E удовлетворяют

λE(A) = sup
B∈K3(E)

B⊂A

λ3
E(B) и λE(A) = inf

B∈K3(E)

A⊂B

λ3
E(B).

Кроме того, для каждого A ∈ K(E) выполняется λE(A) = λE(A). Распространим однознач-
но меру λE на все кольцо K(E) так, что λE(A) = λE(A) = λE(A).

Лемма 49 ([38]). Пусть BR – шар радиуса R в пространстве E.
• Если R < 1√

2
, то λE(BR) = λE(BR) = λE(BR) = 0;

• Если R > 1√
2
, то λE(BR) = +∞ и λE(BR) = 0.

Предложенная мера является неотрицательной, конечно-аддитивной, при этом не
счетно-аддитивной, трансляционно инвариантной, локально конечной, σ-конечной и пол-
ной. Тем не менее, ввиду отсутствия свойства счетной аддитивности, ее продолжение по
схеме Лебега–Каратеодори невозможно, поскольку верхняя мера Каратеодори обращается
в нуль на всяком измеримом брусе [44]. Для данной меры корректно определено простран-
ство H = L2(E, KE, λE C) квадратично интегрируемых по мере λE функций [43].

Вернемся теперь к случайным процессам и сформулируем теорему, которая позволит
установить связь между сходимостью цилиндрических мер и обобщенной слабой сходимо-
стью, соответствующих им процессов.
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Теорема 50. Пусть последовательность E-значных случайных процессов {ξn(t), t ⩾ 0}
сходится (B(H), τSOT )-слабо поточечно к векторнозначному процессу {ξ(t), t ⩾ 0}. То-
гда последовательность цилиндрических мер (µn = V(Fn))

∞
n=1, заданных на цилиндри-

ческой алгебре ACyl пространства траекторий M(R+, E), сходится поточечно к мере
µ = V(F), где

Fn(t)u(x) = E
(
Sξn(t)u(x)

)
, и F(t)u(x) = E

(
Sξ(t)u(x)

)
для любого t ⩾ 0 и для всякой u ∈ H.

Доказательство. Сразу отметим, что в силу трансляционной инвариантности меры λE

оператор-функции Fn(t) и F(t) корректно определены (семейство операторов сдвига рав-
номерно ограничено, а меры, задающие распределения процессов, имеют ограниченные ва-
риации). Из обобщенной (B(H), τSOT )-слабой сходимости имеем для произвольного t ∈ R+

lim
n→∞

∥E(Sξn(t)u)− E(Sξ(t)u)∥H = 0.

Значит, Fn(t) сходится в сильной операторной топологии к оператору F(t). Но тогда по
теореме 41 имеем поточечную на алгебре ACyl сходимость последовательности цилиндри-
ческих мер (µn = V(Fn))

∞
n=1 к мере µ = V(F).

3.5. К случайным блужданиям в гильбертовом пространстве. Пусть
D ∈ B(E) – неотрицательный ядерный оператор с ортонормированным базисом собствен-
ных векторов E . Любой оператор D указанного класса определяет центрированную счет-
ную аддитивную гауссову меру νD на пространстве E такую, что мера νD имеет ковариа-
ционный оператор D.

Оператор сдвига на вектор h ∈ E определен на пространстве H = L2(E,KE , λE ,C)
равенством

Shu(x) = u(x− h).

Для каждого h ∈ H оператор Sh принадлежит банаховому пространству B(H) действу-
ющих в пространстве H ограниченных линейных операторов, наделенному операторной
нормой. При этом Sh является унитарным оператором в пространстве H.

Пусть h – случайный вектор пространства E распределение которого задает мера ν.
Тогда среднее значение U ∈ B(H) оператора случайного сдвига Sh задается интегралом
Петтиса ∫

E

Shdν(h) = U ⇔ (Uf, g) =

∫
E

(Shf, g)dν(h) ∀f, g ∈ H.

Согласно [61], справедлива

Теорема 51. Пусть D ∈ B(E) – неотрицательный ядерный оператор с ортонормиро-
ванным базисом из собственных векторов E. Тогда однопараметрическое семейство опе-
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раторов

Ut =

∫
E

ShdνtD(h), t ≥ 0, (3.4)

является однопараметрической полугруппой самосопряженных сжатий в пространстве H.
Полугруппа Ut, t ≥ 0, сильно непрерывна тогда и только тогда, когда оператор D

1
2 яв-

ляется ядерным.

Следствие 52. Пусть выполнены условия теоремы 51. Тогда генератор ∆ полугруппы
(3.4) является неположительным оператором в пространстве H.

Согласно теореме 51 инвариантная мера дает возможность описать случайные блуж-
дания в гильбертовом пространстве E посредством самосопряженного оператора Лапласа–
Вольтерра ∆ в пространстве L2(E,RE , λE ,C).

4. Заключение

Обобщенный случайный процесс отождествлен с цилиндрической мерой, заданной на
цилиндрической алгебре подмножеств в пространстве траекторий. Получены предельные
теоремы для обобщенных случайных процессов. Построено биективное соответствие меж-
ду комплекснозначными конечно аддитивными мерами, заданными на цилиндрических
алгебрах ACyl, и операторнозначными функциями, действующими в подходящем функци-
ональном пространстве. В части 2 с помощью построенной в настоящей статье биекции
будут получены формулы Фейнмана–Каца для решений эволюционных уравнений с по-
стоянными и переменными операторными коэффициентами.
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Abstract. A generalized random process with values in a measurable space
is defined as a complex-valued finite additive cylindrical measure on the space
of trajectories with values in the measurable space. Using this extension of the
concept of a random process, we aim to obtain a representation of solutions to
the evolutionary equation by averaging functionals on the space of trajectories of
a random process. For this purpose, a bijective mapping of the space of operator
valued functions into a set of complex valued finite additive cylindrical measures on
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