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Аннотация. 5 ноября 2024 года исполнилось 90 лет со дня рождения выдаю-
щегося ученого и замечательного человека Михаила Васильевича Долова. Это
краткое сообщение посвящено данному событию и содержит обзор некоторых
результатов М.В. Долова и других сотрудников Нижегородского государствен-
ного университета по второй части шестнадцатой проблемы Гильберта.
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В 1900 году Д. Гильберт сформулировал список из 23 важнейших нерешённых мате-
матических проблем. Шестнадцатая проблема Гильберта называлась “Проблема тополо-
гии алгебраических кривых и поверхностей” и, по существу, разделялась на две проблемы
в разных областях математики:

1) исследование взаимного расположения овалов вещественных алгебраических кри-
вых и полостей алгебраических поверхностей (алгебраическая часть);

2) получение верхней оценки на число предельных циклов полиномиального век-
торного поля и исследование их взаимного расположения (дифференциальная
часть).

Полностью шестнадцатая проблема Гильберта не решена до сих пор. При этом, сле-
дует отметить, что нижегородские (горьковские) математики активно занимались иссле-
дованием как первой, так и второй части, и получили по обоим направлениям фундамен-
тальные результаты. Исследования, касающиеся первой “алгебраической” части, в основ-
ном принадлежат научной школе Д.А. Гудкова. Описание результатов по этой теме, а так-
же некоторые малоизвестные факты об истории их открытия можно найти в обзоре [1].
В данной заметке мы подробнее остановимся на результатах нижегородских математиков,
касающихся второй “дифференциальной” части шестнадцатой проблемы Гильберта. Отме-
тим прежде, что задаче оценки числа предельных циклов алгебраических дифференциаль-
ных уравнений посвящены многочисленные исследования и в данной работе мы не ставим
целью сколько-нибудь полный их обзор.
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Итак, рассмотрим вещественную систему на плоскости

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), (1)

где P и Q суть полиномы степени n. Изучение предельных циклов полиномиальных век-
торных полей вида (1) берёт своё начало от классических трудов Г.Дарбу, А.Пуанкаре,
Н.П.Еругина. В 1923 году А.Дюлак доказал, что число предельных циклов у системы (1)
конечно [2]. Однако, в 1980-х годах Ю.С. Ильяшенко нашел в доказательстве А.Дюлака
значительный пробел, связанный с существованием плоских возмущений [3]. Этот пробел
был устранен Ю.С. Ильяшенко [4] и независимо Ж.Экалем [5].

Среди исследований, устанавливающих связь между первой и второй частями шест-
надцатой проблемы Гильберта, отметим следующую теорему выдающегося нижегородско-
го математика Н.Н. Баутина [6].

Теорема 1. Существуют системы вида (1), где P и Q – целые рациональные функции
степени n, имеющие для произвольного n ≥ 2 число алгебраических предельных циклов,
равное максимальному числу овалов алгебраической кривой порядка n,

т. е. 1 +
(n− 1)(n− 2)

2
для четного n и

(n− 1)(n− 2)

2
для нечетного n.

Активно занимался проблемой существования и устойчивости предельных циклов
Н.Ф.Отроков – ученик создателя всемирно известной “горьковской” научной школы
по нелинейным колебаниям академика А.А. Андронова. Так, исследуя вопрос о наиболь-
шем числе предельных циклов, рождающихся в окрестности фокуса, он доказал, что суще-

ствуют системы, имеющие
n2 + 5n− 20 + (−1)n6

2
циклов, где n ≥ 6 – степень полиномов P

и Q (см. [7], также [8]). Кроме того, Н.Ф.Отроков получил критерий отсутствия в систе-
ме (1) кратных предельных циклов1. В 1964 году в аспирантуру к Н.Ф.Отрокову поступил
талантливый ассистент Горьковского государственного университета Михаил Васильевич
Долов, который также занялся исследованием проблемы предельных циклов и вскоре по-
лучил значимые результаты. Уже в 1967 году М.В.Долов защитил кандидатскую диссер-
тацию “Некоторые методы исследования предельных циклов” [10] и в 1971 году перешел
на должность доцента. В 1984 году М.В.Долов защитил докторскую диссертацию “Кано-
нические интегралы и предельные циклы” [11], а в 1985 году возглавил кафедру теории
функций, а затем, в 1989 году, – кафедру дифференциальных уравнений и математиче-
ского анализа. Этой кафедрой он руководил до 2000 года, после чего до 2014 года работал
на ней в должности профессора. Значительная часть научных работ М.В.Долова, содер-
жащая его основные результаты, опубликована в журнале “Дифференциальные уравне-
ния” и посвящена проблеме оценки числа алгебраических предельных циклов. Так, в ра-
ботах [12–16] изучались системы вида (1), где P и Q – взаимно простые вещественные
полиномы, допускающие первые интегралы Дарбу (либо обобщенные интегралы Дарбу).

1Подробнее о результатах Н.Ф. Отрокова, касающихся предельных циклов, см. обзор [9].
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Все такие системы имеют рациональный интегрирующий множитель. В работах [17, 18]
исследовались системы с интегрирующим множителем типа Дарбу. В общем случае эти
множители будут многозначными функциями. М.В.Доловым и С.А.Чистяковой было до-
казано, что существуют системы вида (1) с интегрирующими множителями Дарбу и пре-
дельными циклами, причем такая возможность реализуется, в частности, в случаях, когда
число сомножителей в интегрирующем множителе не менее двух [18].

Проблемой предельных циклов занимались также коллеги и ученики М.В.Долова,
некоторые ссылки на их работы приведены в списке литературы. Отметим здесь статью
М.В.Долова и В.В. Косарева [16], где с помощью интегралов Дарбу показано, что либо
все фазовые кривые системы (1) алгебраические, либо число различных неприводимых
алгебраических частных интегралов Φ(x, y), включая полиномы с комплексными коэф-

фициентами, не более
n2 + 3n− 2

2
, причем при n = 2 оценка точная. Такая оценка для ве-

щественных алгебраических инвариантных кривыx найдена в работе Т.А.Дружковой [19].
В 2001 году М.В.Долов доказал теорему о предельных циклах систем, интегрируе-

мых по Дарбу, которую он считал одним из основных своих результатов. Приведём её фор-
мулировку. Обозначим через s число различных неприводимых над полем комплексных
чисел алгебраических кривых Pj(x, y) = 0, определяющих вещественные предельные цик-

лы системы (1). Известно, что s ≤ n2 + n

2
. Будем говорить, что система (1) интегрируема

по Дарбу, если она допускает первый интеграл Дарбу

F ≡ Φβ1

1 · · ·Φβk

k = C, (2)

где Φ1, . . . ,Φk – многочлены (в общем случае, комплексные) вещественных переменных x, y.
Считаем, что в (2) все полиномы Φ неприводимы над полем комплексных чисел и попарно
взаимно просты. Справедлива следующая

Теорема 2 ([20]).
I. Если система (1) имеет предельные циклы и интегрируема по Дарбу, то:

1) 1 ≤ s ≤ n2 + n− 2

2
;

2) все полиномы Pj(x, y) = 0, j = 1, . . . , s вещественные и входят в аналитическое
выражение F = Φβ1

1 · · ·Φβk

k = C (интеграл Дарбу);
3) у системы (1) нет других предельных циклов, отличных от Pj(x, y) = 0,

j = 1, . . . , s;
4) характеристический показатель любого цикла отличен от нуля;
5) функция F (x, y) многозначна в окрестности любого предельного цикла;
6) любой другой первый интеграл Дарбу F (x, y) = C имеет вид F1 = KF λ, где K

и λ в общем случае комплексные.

II. Если s =
n2 + n

2
, то система (1):

1) не имеет других предельных циклов кроме Pj(x, y) = 0, j = 1, . . . , s;
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2) неинтегрируема по Дарбу ;
3) допускает вещественный интегрирующий множитель Дарбу µ = P−b1

1 · · ·P−bs
s ,

где величина bj равна порядку кратности предельного цикла, определяемого урав-
нением Pj(x, y) = 0.

Кроме того, М.В.Долов нашел и устранил пробел в доказательстве теоремы Н.Н.Бау-
тина о числе алгебраических предельных циклов полиномиальной системы вида (1)
(см. [21], также [22]). Отметим также решение М.В.Доловым проблемы Н.П. Еругина о су-
ществовании полиномиальных векторных полей с центром и предельными циклами [23].
Более полный обзор результатов М.В.Долова по исследованию алгебраических систем
с интегралами Дарбу и интегралами типа Дарбу можно найти в статье [24].

Коллегами М.В.Долова, с которыми он работал на кафедре дифференциальных
уравнений и математического анализа Нижегородского университета, были получены важ-
ные результаты по так называемой “ослабленной” шестнадцатой проблеме Гильберта, ка-
сающейся оценки числа предельных циклов для полиномиальных векторных полей, близ-
ких к гамильтоновым

ẋ =
∂H(x, y)

∂y
+ εg(x, y)

ẏ = −∂H(x, y)

∂x
+ εf(x, y).

(3)

Здесь H – многочлен степени m, а g и f – многочлены степени n, ε – малый параметр. Пред-
полагается, что система (3) при ε = 0 имеет ячейку, заполненную замкнутыми фазовыми
кривыми, а возмущение неконсервативно (т. е. gx+fy ̸≡ 0). В 1984 году А.Н.Варченко дока-
зал, что при малых ε ̸= 0 число предельных циклов M в индивидуальной ячейке конечно,
но не дал оценки этого числа [25]. Отметим, что задача о предельных циклах в систе-
мах вида (3) приводит к изучению нулей некоторой функции, которую иногда называют
порождающей функцией Пуанкаре–Понтрягина (см. подробности, например, в моногра-
фии [26]). В настоящее время оценки на число предельных циклов M получены лишь для
частных случаев. Приведём некоторые результаты, полученные А.Д. Морозовым [27].

Теорема 3.
1) Для уравнения

ẍ− a20x
2 + 1 = ε

J∑
j=1

N∑
n=0

anjx
nyj

справедлива оценка M < N + J + C, C = const > 1.
2) Для уравнения

ẍ+ αx+ βx3 = ε

J∑
j=1

N∑
n=0

anjx
nyj, αβ ̸= 0,

справедлива оценка M <

[
N

2

]
+ J + 1.
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3) Для уравнения

ẍ+ sin x = ε
N∑

n=0

J∑
j=1

(anj cosnx+ bnj sinnx)x
j, N ≥ J,

справедлива оценка M osc ≤ N +

[
J − 1

2

]
, M rot ≤ N +

[
J

2

]
, где M osc – число пре-

дельных циклов первого рода (не охватывающих фазовых цилиндр),
M rot – число предельных циклов второго рода (охватывающих фазовый цилиндр).
При J = 1 оценка точная.

Отметим, что для случая 1) в 1988 году Г.С.Петров улучшил оценку: M < N+J [28].
Доказательство случая 3) основано на следующей теореме [27], которая также представ-
ляет самостоятельный интерес.

Теорема 4. Существует такое достаточно малое ε∗(n) > 0, что при любых |ε| ∈ (0, ε∗)

у уравнения ẍ + sinx = εẋ cosnx, n ∈ N, в области колебательных движений имеется
точно n− 1 грубых предельных циклов (первого рода). В области вращательных движе-
ний предельные циклы (второго рода) отсутствуют.
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