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Аннотация. Статья продолжает исследования асимптотического поведения
траекторий наиболее простых косых произведений на многомерных клетках,
проводимые авторами. Здесь дано описание структуры неблуждающего мно-
жества непрерывных косых произведений, имеющих замкнутое множество пе-
риодических точек и таких, что множество (наименьших) периодов перио-
дических точек, не ограничено. Построен пример дифференцируемого косо-
го произведения с замкнутым множеством периодических точек, заданного
на n-мерной клетке (n ≥ 3) и имеющего одномерное ω-предельное множество.
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Введение

Различные аспекты асимптотического поведения траекторий непрерывных косых
произведений с замкнутым множеством периодических точек, заданных на компактном
прямоугольнике плоскости, изучались в статьях [1–7]. Некоторые многомерные обобщения
результатов указанных работ получены в [8–10].

Данная статья является непосредственным продолжением работ [4, 9]. Так, в [9],
во-первых, дано описание неблуждающего множества непрерывных косых произведений
на многомерных клетках в предположении ограниченности множества (наименьших) пе-
риодов периодических точек (отметим, что при этом множество периодических точек каж-
дого рассматриваемого отображения замкнуто) и, во-вторых, доказаны теоремы о струк-
туре ω-предельных множеств такого рода отображений, обобщающие результаты [4].
В частности, в [9] получены необходимые условия существования одномерных ω-предель-
ных множеств непрерывных косых произведений на многомерных клетках, однако приме-
ры таких отображений на клетках размерности ≥ 3 в [9] отсутствуют.

Следует сказать, что существуют такие непрерывные (но не гладкие!) косые произве-
дения на многомерных клетках с замкнутым множеством периодических точек, множество
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(наименьших) периодов периодических точек которых, не ограничено (см. далее раздел 1).
В этой работе мы даем описание неблуждающего множества именно таких отображений.
Здесь же мы строим пример дифференцируемого косого произведения с одномерным ω-
предельным множеством на клетке размерности ≥ 3, обобщающий пример косого про-
изведения из [4] с аналогичными свойствами, заданного на замкнутом прямоугольнике
плоскости.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 приводятся определения и резуль-
таты, используемые в рассмотрениях данной статьи. В разделе 2 мы описываем неблуж-
дающее множество непрерывных косых произведений на клетках произвольной конечной
размерности, имеющих замкнутое множество периодических точек при дополнительном
предположении о неограниченности множества (наименьших) периодов периодических то-
чек. В разделе 3 строится пример дифференцируемого косого произведения на клетке
размерности ≥ 3, имеющего одномерное ω-предельное множество, заполненное неподвиж-
ными точками отображения.

1. Предварительные сведения

1.1. Отображение F : In → In (здесь In =
n∏

j=1

Ij – n-мерная клетка (n ≥ 2), Ij – невы-

рожденный отрезок прямой при любом 1 ≤ j ≤ n), представимое в виде

F (x1, x2, . . . , xn) = (f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, x2, . . . , xn)) (1)

называется косым произведением отображений интервала, а n-мерная клетка In назы-
вается фазовым пространством F .

Положим x̂j = (x1, x2, . . . , xj) для n ≥ 3, 2 ≤ j ≤ n− 1, и будем использовать обо-
значения

f2, x1(x2) = f2(x1, x2), fj+1, x̂j
(xj+1) = fj+1(x1, x2, . . . , xj+1) (2)

и
f̂2 = (f1, f2, x1), f̂j+1 = (f1, f2, x1 , . . . , fj+1, x̂j

), где f̂n ≡ F. (3)

В силу формул (1)–(3) отображение f̂j при каждом 2 ≤ j ≤ n− 1 также представляет
собой косое произведение отображений интервала, фазовым пространством которого яв-

ляется j-мерная клетка Îj =
j∏

k=1

Ik.

Следуя [8–10], условимся считать факторотображением косого произведения (1)
отображение f̂n−1, а отображение fn, x̂n−1 : In → In при каждом x̂n−1 ∈ În−1 будем рассмат-
ривать как отображение в слое над точкой x̂n−1.

Из соотношений (1)–(3) следует, что для любого k ≥ 2 выполнено:

F k(x̂n−1, xn) =
(
fk
1 (x1), f2, x1, k(x2), ..., fn,x̂n−1,k(xn)

)
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так, что для каждого 2 ≤ j ≤ n справедливо равенство:

fj, x̂j−1, k(xj) = fj, f̂k−1
j−1 (x̂j−1)

◦ . . . ◦ fj, x̂j−1
(xj), где x̂1 ≡ x1, f̂1 ≡ f1.

Обозначим через SP 0(In) (SP 1(In)), n ≥ 2, пространство всех непрерывных (всех
C1-гладких) косых произведений (1), наделенное C0-нормой (C1-нормой), индуцированной
стандартной C0-нормой (C1-нормой) пространства C0(In) (C1(In)) всех непрерывных (всех
C1-гладких) отображений n-мерной клетки In в себя.

Сформулируем определения основных динамически предельных множеств, рассмат-
риваемых в данной работе: неблуждающего множества и ω-предельных множеств траек-
торий (см. [11, гл. 0, § 0.2]).

Определение 1. Множество Ω(F ) ⊂ In называется неблуждающим множеством отоб-
ражения F ∈ SP 0(In), если оно состоит из всех тех точек фазового пространства In, ко-
торые обладают следующим свойством:
для произвольной окрестности Un(x) в In каждой такой точки x (называемой неблужда-
ющей точкой F ) существует натуральное число k, для которого верно неравенство

Un(x)
⋂

F k(Un(x)) ̸= ∅.

Определение 2. Точка x′(x̂′n−1, x
′
n) ∈ In называется ω-предельной точкой траектории

точки x(x̂n−1, xn) ∈ In относительно отображения F ∈ SP 0(In), если существует строго
возрастающая последовательность натуральных чисел k1 < k2 < . . . < km < . . . такая, что

lim
m→+∞

F km(x̂n−1, xn) = (x̂′n−1, x
′
n).

Множество всех ω-предельных точек траектории точки x относительно F называется
ω-предельным и обозначается ωF (x).

Символом prn−1 : I
n → În−1 обозначим естественную проекцию n-мерной клетки In

на (n− 1)-мерную клетку În−1.
Сформулируем свойство проекции для неблуждающего множества (см. [8])

и ω-предельных множеств траекторий точек непрерывного косого произведения отобра-
жений интервала (см. [9]) на многомерной клетке.

Лемма 3. Пусть F ∈ SP 0(In). Тогда справедливо равенство:

Ω(f̂n−1) = prn−1(Ω(F )).

Лемма 4. Пусть F ∈ SP 0(In). Тогда при любом x(x̂n−1, xn) ∈ In верно равенство:

ωf̂n−1
(x̂n−1) = prn−1(ωF (x)).
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Под срезом множества (·) слоем над точкой x̂n−1 ∈ În−1 мы понимаем множе-
ство (·)(x̂n−1), удовлетворяющее равенству

(·)(x̂n−1) = {xn : (x̂n−1, xn) ∈ (·)}.

Обозначим Per(·) множество периодических точек отображения.
Следующее утверждение содержит полную информацию о взаимосвязи множества

периодических точек отображения F ∈ SP 0(In) с множествами периодических точек его
факторотображения и отображений в слоях над периодическими точками факторотобра-
жения (см. [8]).

Лемма 5. Пусть F ∈ SP 0(In) (n ≥ 2). Тогда

Per(f̂n−1) = prn−1(Per(F )),

и для каждой точки x̂n−1 ∈ Per(f̂n−1) с (наименьшим) периодом m(x̂n−1) справедливо:

Per(fn, x̂n−1,m(x̂n−1)) = (Per(F ))(x̂n−1).

При этом (наименьший) период m(x) любой точки x(x̂n−1, xn) ∈ Per(F ) удовлетворяет
равенству

m(x) = m(x̂n−1) ·m(xn).

Здесь m(xn) – наименьший период точки xn ∈ Per(fn, x̂n−1,m(x̂n−1)).

Обобщенная теорема А.Н.Шарковского для непрерывных косых произведений
на клетках произвольной конечной размерности является следствием классической теоре-
мы А.Н.Шарковского для непрерывных отображений отрезка [12, 13] и леммы 5 (первое
доказательство обобщенной теоремы А.Н. Шарковского см. в [14]).

Теорема 6 (обобщенная теорема А.Н.Шарковского). Пусть косое произведение
F ∈ SP 0(In), n ≥ 2, имеет периодическую орбиту периода m > 1. Тогда F имеет так-
же и периодическую орбиту каждого периода l, предшествующего m (l ≺ m) в порядке
А.Н.Шарковского:

1 ≺ 2 ≺ 22 ≺ 23 ≺ . . . ≺ 2∞ ≺ . . . ≺ 22 · 9 ≺ 22 · 7 ≺ 22 · 5 ≺ 22 · 3 ≺ . . .

≺ 2 · 9 ≺ 2 · 7 ≺ 2 · 5 ≺ 2 · 3 ≺ . . . ≺ 9 ≺ 7 ≺ 5 ≺ 3.

Из теоремы 6 вытекает, что если множество τ(F ) (наименьших) периодов периоди-
ческих точек отображения F ∈ SP 0(In) ограничено, то это множество представимо в виде

τ(F ) = {1, 2, . . . , 2ν} при некотором 0 ≤ ν < +∞. (4)

В том случае, если множество τ(F ) отображения F ∈ SP 0(In) удовлетворяет равен-
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ству (4), говорим (также, как и в случае непрерывных отображений отрезка), что отобра-
жение F имеет тип ≺ 2∞.

В [9] доказан критерий замкнутости множества периодических точек C1-гладких
косых произведений на многомерных клетках.

Теорема 7. Для отображения F ∈ SP 1(In) (n ≥ 2) следующие утверждения эквива-
лентны:

1) множество Per(F ) замкнуто;
2) Ω(F ) = Per(F );
3) F имеет тип ≺ 2∞.

Более того, если F ∈ SP 0(In), и F обладает свойством 3), то F обладает и каждым
из свойств 1) и 2).

Таким образом, множество C1-гладких косых произведений отображений интервала
с замкнутым множеством периодических точек, заданных на клетках произвольной конеч-
ной размерности, совпадает с множеством такого рода отображений, каждое из которых
имеет ограниченный набор (наименьших) периодов периодических точек (в [9] такие отоб-
ражения названы простейшими). В то же время из результатов статей [12, 13] и леммы 5
следует, что существуют непрерывные (но не гладкие) косые произведения с замкнутым
множеством периодических точек, заданные на клетках произвольной конечной размерно-
сти, множество наименьших периодов периодических точек которых представимо в виде

τ(F ) = {1, 2, 22, 23, . . . 2i, . . .}. (5)

В том случае, если множество τ(F ) отображения F ∈ SP 0(In) представимо в виде (5),
будем говорить, что рассматриваемое косое произведение имеет тип 2∞.

1.2. Здесь мы приведем определения и результаты, необходимые для описания неблуж-
дающего множества косых произведений типа 2∞ с замкнутым множеством периодических
точек.

Эффективным инструментом описания неблуждающего множества произвольных
отображений из SP 0(In) служат динамические многозначные функции такие,
как Ω-функция, вспомогательные, подходящие и аппроксимирующие функции
(см. [7, 9, 15–17]), связанные со специальными отображениями, с помощью которых можно
представить любые итерации косых произведений. Так, при любом k ≥ 1 выполнено:

F k = Fk, 1 ◦ Fk, (6)

где Fk : I
n → In, и

Fk(x̂n−1, xn) =
(
idÎn−1(x̂n−1), fn, x̂n−1, k(xn)

)
; (7)

а Fk, 1 : I
n → In, и

Fk, 1(x̂n−1, xn) =
(
f̂k
n−1(x̂n−1), idIn(xn)

)
. (8)
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Здесь id(·) – тождественное отображение множества.
В данной статье нам потребуются только лишь вспомогательные многозначные функ-

ции (определяемые с помощью отображений (7)) и расширенные вспомогательные функ-
ции, введенные в [9].

Определение 8. Вспомогательными многозначными функциями для неблуждающего
множества отображения F ∈ SP 0(In) c замкнутым множеством периодических точек при
любом k ≥ 1 мы называем многозначные функции ΩF

k : Ω
(
f̂n−1

)
→ 2In такие, что

ΩF
k (x̂n−1) = Ω(fn, x̂n−1, k)

для любого x̂n−1 ∈ Ω
(
f̂n−1

)
. Здесь 2In означает топологическое пространство всех замкну-

тых подмножеств отрезка In с экспоненциальной топологией [18, гл. 1, § 17, I].
Расширенными вспомогательными функциями ΩF

k, ex, определенными в некоторой

окрестности Ûn−1

(
Ω
(
f̂n−1

))
неблуждающего множества факторотображения, мы назы-

ваем многозначные функции, при любом k ≥ 1 задаваемые равенством:

ΩF
k, ex(x̂n−1) = Ω(fn, x̂n−1, k) при любом x̂n−1 ∈ Ûn−1

(
Ω
(
f̂n−1

))
.

Напомним, что точка x̂∗n−1 ∈ Ûn−1

(
Ω
(
f̂n−1

))
называется точкой полунепрерывно-

сти сверху расширенной вспомогательной функции ΩF
k, ex, если для произвольной окрест-

ности U ε
n

(
Ω
(
fn, x̂∗

n−1, k

))
множества Ω

(
fn, x̂∗

n−1, k

)
в In найдется δ-окрестность Û δ

n−1

(
x̂∗n−1

)
точ-

ки x̂∗n−1 в În−1 такая, что для любого x̂n−1 ∈ Û δ
n−1

(
x̂∗n−1

)
верно включение

ΩF
k, ex

(
x̂n−1

)
⊂ U ε

n

(
Ω
(
fn, x̂∗

n−1, k

))
(см. [18, гл. 1, § 17, I]). (9)

Следуя [9], cформулируем определение C0- Ω-взрыва отображения в слое над непо-
движной точкой фактора в семействе отображений в слоях.

Определение 9. Пусть F ∈ SP 0(In). Говорим, что отображение в слое fn, x̂∗
n−1

над
f̂n−1-неподвижной точкой x̂∗n−1 допускает C0- Ω-взрыв в семействе отображений в слоях, ес-
ли существует последовательность расширенных на некоторое множество Ûn−1

(
Ω
(
f̂n−1

))
вспомогательных функций

{
ΩF

km, ex

}
m≥1

такая, что x̂∗n−1 не является точкой полунепре-
рывности сверху каждой функции ΩF

km, ex (m ≥ 1).

Нам потребуется также информация об основных динамических свойствах непре-
рывных отображений отрезка с замкнутым множеством периодических точек.

Предложение 10. Для непрерывного отображения f : J → J отрезка J в себя следую-
щие утверждения эквивалентны:

1) множество Per(f) замкнуто;
2) справедливы равенства Ω(f) = Per(f) [19];
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3) ω-предельное множество ωf (x) траектории любой точки x ∈ J есть периодиче-
ская орбита [13, 19].

Более того, если f удовлетворяет условию 1), то верны следующие свойства:
4) τ(f) = {1, 2, . . . , 2ν}, где 0 ≤ ν ≤ +∞ [19];
5) f не допускает C0- Ω-взрыв1 [20];
6) для каждой точки x0 ∈ Per(f) найдется окрестность U(x0) такая, что

U(x0)
⋂

fk
(
U
(
x0
))

̸= ∅

тогда и только тогда, когда k кратно (наименьшему) периоду m(x0)

точки x0 [21].

Подобно тому, как это сделано в [9], в данной статье для доказательства теоремы
о структуре неблуждающего множества косого произведения типа 2∞ будем использо-
вать слабо неблуждающие точки непрерывного отображения отрезка в себя. Понятие сла-
бой неблуждаемости точек непрерывных отображений на метрических компактах введено
в [22] (см. также [23, гл. 1, § 3]).

Определение 11. Точка x∗ ∈ J называется слабо неблуждающей для непрерывного отоб-
ражения f : J → J, если для любой окрестности U(x∗) точки x∗ в J и любой ε-окрестности
B0

ε (f) отображения f в прострастве непрерывных отображений отрезка J в себя найдутся
отображение φ ∈ B0

ε (f) и натуральное число k такие, что

U(x∗)
⋂

φk(U(x∗)) ̸= ∅.

Множество слабо неблуждающих точек отображения f обозначим Ωw(f).

Следующее утверждение демонстрирует важность свойства слабой неблуждаемости
в изучении C0- Ω-взрыва (см., например, [23, гл. 1, § 3]).

Предложение 12. Непрерывное отображение f : J → J допускает C0- Ω-взрыв в том
и только том случае, если

Ω(f) ̸= Ωw(f).

1.3. Завершая раздел 1, приведем сведения, необходимые для построения примера диф-
ференцируемого косого произведения на многомерной клетке, которое имеет только лишь
неподвижные точки (не содержит периодических точек с периодами ≥ 2) и обладает од-
номерным ω-предельным множеством, состоящим из неподвижных точек отображения.

1Говорим, что непрерывное отображение f : J → J допускает C0- Ω-взрыв, если существует δ > 0 та-
кое, что в любой окрестности B0

ε (f) отображения f в пространстве C0(J) всех непрерывных отображений
отрезка J в себя, наделенном C0-нормой равномерной сходимости, найдется отображение φ : J → J , для
которого выполнено: Ω(φ) ̸⊆ Uδ(Ω(f)). Здесь Uδ(Ω(f)) есть δ-окрестность в J неблуждающего множества
Ω(f) отображения f (см., например, [7]).
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Хотя идейно построение такого примера тесно связано с аналогичным примером косого
произведения с двумерным фазовым пространством (сравните с [4]), исследование диф-
ференциальных свойств отображения на многомерной клетке (размерности n ≥ 3) суще-
ственно сложнее, чем в двумерном случае (который практически требует исследования
дифференциальных свойств функции одного переменного).

Сначала сформулируем утверждение, содержащее информацию о допустимой струк-
туре ω-предельных множеств простейших косых произведений (доказательство см. в [9]).
Пусть M= 2ν – наибольший элемент множества τ(F ) отображения F ∈SP 0(In) типа ≺ 2∞.

Теорема 13. Пусть F ∈ SP 0(In), n ≥ 2, – косое произведение типа ≺ 2∞. Тогда для лю-
бой точки x(x̂n−1, xn) ∈ In существуют неподвижная точка x01 отображения fM

1 и от-
резки I ′2 ⊆ I2, . . . , I

′
n ⊆ In (возможно, вырожденные) такие, что ω-предельное множе-

ство ωFM (x) траектории точки x относительно FM имеет вид

ωFM (x) = {x01} ×
n∏

j=2

I ′j, (10)

причем ωFM (x) состоит из неподвижных точек FM .

В [9] доказано, что свойство траектории иметь ω-предельное множество, представле-
ние которого по формуле (10) содержит невырожденные отрезки, связано с расходимостью
некоторых специальных рядов, построенных по исследуемой траектории.

Теорема 14. Пусть F ∈ SP 0(In) (n ≥ 2) является отображением типа ≺ 2∞. Тогда
следующие утверждения эквивалентны:

1) существует точка x(x̂n−1, xn) ∈ In такая, что представление ω-предельного
множества ее траектории относительно FM по формуле (10) содержит невы-
рожденный отрезок I ′j′ (2 ≤ j′ ≤ n);

2) ряд
∞∑
p=1

φx̂j′−1,Mp(xj′) (11)

– расходящийся (знакопеременный), где

φx̂j′−1,Mp(xj′) =

{
fj′, x̂j′−1,M

(xj′), если p = 1;

fj′,x̂j′−1,Mp(xj′)− fj′,x̂j′−1,M(p−1)(xj′), если p ≥ 2.

Следующее утверждение представляет собой вариант леммы Адамара для функции
многих переменных (см., например, [24, гл. 6, § 2]), приспособленный к рассматриваемому
здесь случаю косых произведений на многомерных клетках (см. [9]).

Лемма 15. Пусть F ∈ SP 0(In) – косое произведение типа ≺ 2∞ (n ≥ 2), и существует
точка x0(x̂0n−1, x

0
n) ∈ Fix

(
FM
)

такая, что срез
(
Fix
(
FM
))
(x̂0n−1) cодержит невырожден-
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ный отрезок. Пусть I ′n – такой отрезок, а функция fn,x̂n−1 дифференцируема по совокуп-
ности переменных x1, ..., xn−1 на {x̂0n−1} × I ′n.

Тогда существуют непрерывные на {x̂0n−1} × I ′n функции

ψn, 1(x̂n−1, xn), . . . , ψn, n−1(x̂n−1, xn),

определенные на n-мерной клетке
n−1∏
i=1

Ii × I ′n, такие, что справедливо равенство:

fn,x̂n−1(xn) = xn +
n−1∑
i=1

ψn, i(x̂n−1, xn)(xi − x0i ); (12)

более того,

ψn, i(x̂
0
n−1, xn) =

∂

∂xi
fn,x̂0

n−1
(xn).

Преобразуем ряд (11) с использованием формулы (12) и сформулируем аналитиче-
ские необходимые условия существования одномерных ω-предельных множеств у косых
произведений типа ≺ 2∞ на многомерных клетках (см. [9]).

Обозначим черезW s
(
x̂0n−1, f̂

M
n−1

)
устойчивое многообразие неподвижной точки x̂0n−1

отображения f̂M
n−1, где

W s
(
x̂0n−1, f̂

M
n−1

)
=

{
x̂n−1 ∈ În−1 : lim

k→+∞
f̂Mk
n−1(x̂n−1) = x̂0n−1

}
.

Теорема 16. Пусть F ∈ SP 0(In) является отображением типа ≺ 2∞, причем для
ω-предельного множества некоторой точки x′(x̂′n−1, x

′
n) ∈ In выполнено:

ωFM (x′) = {x̂0n−1} × I ′n,

где I ′n – невырожденный отрезок. Пусть fn,x̂n−1(xn) дифференцируема по совокупности
переменных x1, . . . , xn−1 на отрезке {x̂0n−1} × I ′n. Тогда

x̂′n−1 ∈ W s
(
x̂0n−1, f̂

M
n−1

) ∖ {
f̂−Mk
n−1 (x̂0n−1)

}
k≥1

,

где f̂−Mk
n−1 (·) – полный прообраз порядка Mk точки относительно f̂n−1, и существует

счётное подможество N(I ′n) множества натуральных чисел N, где

N(I ′n) =
{
p ∈ N : fn, x̂′

n−1,Mp(x
′
n), fn, x̂′

n−1,M(p+1)(x
′
n) ∈ I ′n

}
,
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такое, что ряд

∑
p∈N(I′n)

(n−1∑
i=1

ψn,i

(
f̂Mp
n−1(x̂

′
n−1), fn, x̂′

n−1,Mp(x
′
n)
)(
fi,x̂′

i−1,Mp(x
′
i)− x0i

))

расходится. Здесь f1, x̂′
0,Mp(x

′
1) ≡ fMp

1 (x′1).

2. Неблуждающее множество косых произведений типа 2∞, перио-
дические точки которых образуют замкнутое множество

В этой части статьи мы докажем теорему о структуре неблуждающего множества
косого произведения типа 2∞ с замкнутым множеством периодических точек.

Пусть Per
(
f̂n−1, 2

i
)

(n ≥ 2, i ≥ 0) есть множество тех периодических точек факто-
ротображения, (наименьшие) периоды которых делят 2i, а

Ψi = F|Per(f̂n−1, 2i)×In
.

Теорема 17. Пусть F ∈ SP 0(In) (n ≥ 2) есть отображение типа 2∞ с замкнутым мно-
жеством Per(F ). Тогда

Ω(F ) = Lim
i→+∞

ΩΨi

2i
= Lim

i→+∞
ΩF

2i, ex = Per(F ). (13)

Здесь Lim(·) – топологический предел последовательности множеств; эти множества
состоят, во-первых, из графиков в In 2i-х вспомогательных функций ΩΨi

2i
отображе-

ний Ψi и, во-вторых, графиков расширенных на некоторые окрестности Û εi
n−1

(
Ω
(
f̂n−1

))
неблуждающего множества Ω

(
f̂n−1

)
факторотображения f̂n−1 2i-х вспомогательных

функций косого произведения F , причем lim
i→+∞

εi = 0 так, что

Lim
i→+∞

(
Û εi
n−1

(
Ω
(
f̂n−1

)))
= Ω

(
f̂n−1

)
.

В силу леммы 5 косое произведение F ∈ SP 0(In) имеет тип 2∞ тогда и только тогда,
когда либо его факторотображение f̂n−1, либо отображение в слое fn, x̂n−1,m(x̂n−1) над неко-
торой точкой x̂n−1 ∈ Per

(
f̂n−1

)
с (наименьшим) периодом m(x̂n−1) ∈ {2i}i≥0 имеет тип 2∞.

Поэтому доказательство теоремы 17 мы проведем в два этапа, рассмотрев сначала косые
произведения, факторотображение каждого из которых имеет тип ≺ 2∞, а затем – косые
произведения, факторотображение каждого из которых имеет тип 2∞.

Лемма 18. Пусть F ∈ SP 0(In) есть отображение типа 2∞ с замкнутым множеством
Per(F ), причем факторотображение f̂n−1 имеет тип ≺ 2∞. Тогда справедливы равен-
ства (13).
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Доказательство. 1. В силу условий леммы 18 для множества τ(f̂n−1) верно равенство (4).
Поэтому при любом i ≥ ν отображение f̂ 2i

n−1 имеет только лишь неподвижные точки. В
силу определения 8, предложения 10 и теоремы 7 при всех i ≥ ν верно равенство

ΩF
2i = ΩF

2ν = ΩΨi

2i
= Per(F ). (14)

В силу (14) последовательность
{
ΩΨi

2i

}
i≥ν

постоянна, и выполнено

Lim
i→+∞

ΩΨi

2i
= ΩF

2ν = Per(F 2ν ) = Per(F ). (15)

Убедимся в том, что
Ω
(
F|Per(f̂n−1)×In

)
= Per(F ). (16)

Действительно, в силу условий леммы 18 и теоремы 7 справедливо равенство

Ω
(
f̂n−1

)
= Per

(
f̂n−1

)
= Fix

(
f̂ 2ν

n−1

)
= Ω

(
f̂ 2ν

n−1

)
,

где Fix(·) – множество неподвижных точек отображения. Так как F – отображение ти-
па 2∞, а f̂n−1 – отображение типа ≺ 2∞, то найдутся точки x̂n−1 ∈ Ω

(
f̂n−1

)
такие, что

fn, x̂n−1, 2ν ̸= idIn .

Возьмем произвольно точку xn ∈ In \ Per(fn, x̂n−1, 2ν ). В силу предложения 10 (утвержде-
ния 5), 6)) и предложения 12 получаем

xn ̸∈ Ωw(fn, x̂n−1, 2ν ).

Тогда из определения 11 следует, что существуют окрестность U0
n(xn) точки xn в In

и ε0-окрестность B0
ε0
(fn, x̂n−1, 2ν ) отображения в слое fn, x̂n−1, 2ν такие, что для любого отоб-

ражения fn, x̂′
n−1, 2

ν ∈ B0
ε0
(fn, x̂n−1, 2ν ), где x̂′n−1 ∈ Fix

(
f̂ 2ν

n−1

)
, и любого k ≥ 1 выполнено

U0
n(xn)

⋂
fk
n, x̂′

n−1, 2
ν

(
U0
n(xn)

)
= ∅.

Произвольной итерации косого произведения F ∈ SP 0(In) порядка 2νk (k ≥ 1) соответ-
ствует непрерывное C0-представление ρ2νk : În−1 → C0(In) (напомним, что C0(In) означает
пространство всех непрерывных отображений отрезка In в себя, наделенное стандартной
C0-нормой равномерной сходимости) такое, что

ρ2νk(x̂n−1) = fk
n, x̂n−1, 2ν

= fn, x̂n−1, 2νk

для всех x̂n−1 ∈ În−1 [11, гл. 0, § 0.3].
Используем непрерывность C0-представления ρ2ν и по положительному числу ε0
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укажем положительное число δ0 так, что при любых x̂′n−1 ∈ În−1 и, в частности, при
x̂′n−1 ∈ Ω

(
f̂n−1

) (
здесь Ω

(
f̂n−1

)
= Fix

(
f̂ 2ν

n−1

))
таких, что x̂′n−1 ∈ Û δ0

n−1(x̂n−1), где Û δ0
n−1(x̂n−1)

есть δ0-окрестность точки x̂n−1 в În−1 справедливо

fn, x̂′
n−1, 2

ν ∈ B0
ε0
(fn, x̂n−1, 2ν ).

Положим

U((x̂n−1, xn)) =
(
Û δ0
n−1(x̂n−1)× Un(xn)

)⋂(
Fix
(
f̂ 2ν

n−1

)
× In

)
,

т. е. U((x̂n−1, xn)) есть относительная окрестность точки (x̂n−1, xn) во множестве
Fix
(
f̂ 2ν

n−1

)
× In. Тогда из предыдущих рассмотрений следует, что

U((x̂n−1, xn))
⋂

F 2νk
|Fix(f̂2ν

n−1)×In
(U((x̂n−1, xn))) = ∅.

Последнее означает, что произвольная точка

(x̂n−1, xn) ∈ Fix
(
f̂ 2ν

n−1

)
× (In \ Per(fn, x̂n−1, 2ν ))

является блуждающей точкой отображения F 2ν

|Fix(f̂2ν
n−1)×In

. Последнее вместе с утвержде-

нием 6) предложения 10 означает, что (x̂n−1, xn) – блуждающая точка и отображения
F|Per(f̂n−1)×In

. Таким образом, равенство (16) доказано.

2. Завершим доказательство леммы 18. Во-первых, заметим, что если

Per
(
f̂n−1

)
= În−1,

то справедливость утверждения леммы 18 следует из предыдущего п. 1. Поэтому будем
предполагать далее, что

Per
(
f̂n−1

)
̸= În−1.

Возьмем произвольно окрестность Ûn−1

(
Per
(
f̂n−1

))
множества Per

(
f̂n−1

)
в În−1 и рас-

смотрим расширенные вспомогательные функции ΩF
2νk, ex (k ≥ 1) на выбранную окрест-

ность Ûn−1

(
Fix
(
f̂ 2ν

n−1

))
. Аналогично тому, как это сделано в п. 1 доказательства, возьмем

произвольно точку x̂∗n−1 ∈ Fix
(
f̂ 2ν

n−1

)
такую, что

fn, x̂∗
n−1, 2

ν ̸= idIn .

Если x̂∗n−1 не является предельной точкой множества În−1 \ Fix
(
f̂ 2ν

n−1

)
, то следует приме-

нить рассуждения п. 1 доказательства леммы 18. Поэтому далее будем предполагать, что
x̂∗n−1 – предельная точка множества În−1 \ Fix

(
f̂ 2ν

n−1

)
.
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Из предложения 10 (см. утверждение 5)) следует, что отображение fn, x̂∗
n−1,2

νk в слое
над точкой x̂∗n−1 не допускает C0- Ω-взрыв при любом k ≥ 1, в частности, в семействе
отображений в слоях над точками открытого множества Ûn−1

(
Fix
(
f̂ 2ν

n−1

))
. Воспользуемся

отрицанием определения 9. Тогда для каждой расширенной на Ûn−1

(
Fix
(
f̂ 2ν

n−1

))
вспомо-

гательной функции ΩF
2νk, ex точка x̂∗n−1 является точкой полунепрерывности сверху. Более

того, для произвольной ε-окрестности U ε
n

(
Ω
(
fn, x̂∗

n−1, 2
νk

))
множества

Ω
(
fn, x̂∗

n−1, 2
νk

)
= Per

(
fn, x̂∗

n−1, 2
ν

)
в In найдется универсальная (независящая от k) δ-окрестность Û δ

n−1(x̂
∗
n−1) точки x̂∗n−1

в Ûn−1

(
Ω
(
f̂n−1

))
такая, что при всех x̂n−1 ∈ Û δ

n−1(x̂
∗
n−1) и всех k ≥ 1 выполнено вклю-

чение (9), где вместо k используется произведение 2νk (детальное доказательство суще-
ствования такого числа δ повторяет рассуждения, имеющиеся в [9]).

Пусть x∗n – произвольная точка множества In \ Per
(
fn, x̂∗

n−1, 2
ν

)
, а

0 < ε∗ <
1

2
dn
(
x∗n, Per

(
fn, x̂∗

n−1, 2
ν

))
,

где dn((·)∗, (·)) – расстояние от точки до множества на отрезке In.
Пусть универсальное δ∗ = δ∗(ε∗) > 0 выбрано в силу предыдущего по ε∗ > 0 из усло-

вия полунепрерывности сверху функций ΩF
2νk, ex в точке x̂∗n−1 при любом k ≥ 1 так, что

при всех x̂n−1 ∈ Û δ∗
n−1(x̂

∗
n−1) справедливо включение

ΩF
2νk(x̂n−1) ⊂ U ε∗

n

(
Ω
(
fn, x̂∗

n−1, 2
νk

))
.

Вместе с полученным включением воспользуемся формулами (6)–(8). Тогда получаем ра-
венство (

Û δ∗

n−1(x̂
∗
n−1)× U ε∗n(x∗n)

)⋂
F 2νk

(
Û δ∗

n−1(x̂
∗
n−1)× U ε∗n(x∗n)

)
= ∅

при всех k ≥ 1.

Последнее вместе с утверждением 6) предложения 10 доказывает справедливость
равенства

Ω(F ) = Per(F ) (17)

при выполнении условий леммы 18. Используя равенство (17) вместе с (15) и определением
множеств, на которых заданы расширенные вспомогательные функции ΩF

2i, ex (см. форму-
лировку теоремы 17), убеждаемся в справедливости равенства (13).

Лемма 18 доказана.

Прежде, чем сформулировать следующее утверждение, заметим, что если факторо-
тображение f̂n−1 косого произведения F имеет тип 2∞, то и F имеет тип 2∞ (см. лемму 5).
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Лемма 19. Пусть F ∈ SP 0(In) имеет замкнутое множество Per(F ) так, что фак-
тор f̂n−1 есть отображение типа 2∞. Тогда справедливы равенства (13).

Доказательство. 1. В силу леммы 18 при всех i ≥ 0 выполнены равенства

Ω(Ψi) = ΩΨi

2i
= Per(Ψi), (18)

причем в условиях леммы 19 верны включения

ΩΨi

2i
⊂ Ω

Ψi+1

2i+1 ⊂ Per(F ). (19)

Поэтому из (18) и (19) следует существование топологического предела Lim
i→+∞

ΩΨi

2i
, а вместе

с замкнутостью множества Per(F ) – и справедливость равенства

Lim
i→+∞

ΩΨi

2i
=

+∞⋃
i=0

ΩΨi

2i
=

+∞⋃
i=0

Per(Ψi) = Per(F ). (20)

Укажем также, что в силу леммы 5 и равенств (20) справедливо

Per(f̂n−1) = prn−1(Per(F )) =
+∞⋃
i=0

Per(f̂n−1, 2
i). (21)

2. Рассмотрим случай n = 2. Тогда Per(f̂n−1) = Per(f1) – замкнутое множество,
и Per(f1) = Ω(f1) (см. утверждение 2) предложения 10). Возьмем произвольно бесконечно
малую последовательность положительных чисел {εi}i≥1 и рассмотрим последователь-
ность графиков расширенных на εi-окрестности U εi

1 (Ω(f1)) неблуждающего множества
Ω(f1) фактора f1 2i-х вспомогательных функций ΩF

2i, ex отображения F . Тогда с использо-
ванием равенств (20), (21) и леммы 5 при любом x1 ∈ U εi

1 (Ω(f1)) имеем

ΩF
2i, ex(x1) =

(
+∞⋃
i=0

ΩΨi

2i

)
ex

(x1) =
+∞⋃
i=0

(
ΩΨi

2i, ex

)
(x1) = Ω(f2, x1, 2i).

Возьмем произвольно и зафиксируем точку x∗1 ∈ Per(f1). Тогда найдется (наименьшее)
i∗ = i∗(x∗1) такое, что x∗1 ∈ Per(f1, 2

i∗) (и, следовательно, x∗1 ∈ Per(f1, 2
i) при любом i ≥ i∗),

причем
Ω
(
f2, x∗

1, 2
i∗

)
= Ω

(
f2, x∗

1, 2
i

)
= Per

(
f2, x∗

1, 2
i∗

)
.

Тогда отображение f2, x∗
1, 2

i в слое над точкой x∗1 при каждом i ≥ i∗ не допускает
C0- Ω-взрыв в семействе отображений в слоях. Используя определения 9 и 11, предло-
жения 10 и 12 (в предложении 10 см. утверждения 5), 6)), убеждаемся в том, что верно
равенство (17). Так как lim

i→+∞
εi = 0, то из предыдущего следует также существование топо-

логического предела Lim
i→+∞

ΩF
2i, ex и справедливость равенства Lim

i→+∞
ΩF

2i, ex = Per(F ). Таким

образом, в условиях леммы 19 для n = 2 справедливы равенства (13).
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3. Предположим, что утверждение леммы 19 справедливо для n− 1 при n ≥ 3. При-
меняя метод математической индукции и используя рассуждения, аналогичные проведен-
ным в п. 2, убеждаемся в справеливости равенств (13) для n. Лемма 19 доказана.

Справедливость теоремы 17 вытекает из лемм 18 и 19. Теорема 17 доказана.

3. Пример отображения на клетке произвольной конечной размер-
ности, имеющего одномерное ω-предельное множество

В этой части статьи мы построим пример дифференцируемого косого произведения,
заданного на n-мерной клетке [0, 1]n−2 × [0, α]× [0, 1] при n ≥ 3, такого, что оно имеет
одномерное ω-предельное множество, представляющее собой единичный отрезок оси Oxn
(значение положительного числа α будет определено позже). Алгоритм построения ука-
занного примера следует алгоритму построения аналогичного примера для n = 2 (см. [4]),
хотя увеличение размерности фазового пространства вносит заметные усложнения в про-
цедуру построения и исследование дифференциальных свойств отображения (см. п. 3, § 2
и рассмотрения § 4).

1. Пусть отображение F : [0, 1]n → [0, 1]n задано следующим равенством:

F (x̂n−1, xn) =

(
x1 −

x21
2
, . . . , xj −

x2j
2 + xj−1

, . . . , xn + ψ(xn−1, xn)
n−1∑
i=1

xi

)
, (22)

где 2 ≤ j ≤ n− 1. Определение функции ψ(xn−1, xn), зависящей от двух переменных xn−1

и xn, будет дано ниже.
При любом k ≥ 1 положим

xk1 = fk
1 (x

0
1); x

k
j = fj,x̂j−1,k(x

0
j) при 2 ≤ j ≤ n− 1,

где x01 = x0j = 1.

В [4] для j = 1 и любого k ≥ 1 доказано неравенство

1

k + 1
≤ xk1 <

2

k
; но

2

k
<

3

k
, (23)

Распространим неравенство (23) на случай произвольного 2 ≤ j ≤ n − 1 и убедимся, что
при произвольном k ≥ 1 выполнено:

1

k + 1
≤ xkj <

3

k
. (24)

Для доказательства неравенств (24) воспользуемся методом математической индук-
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ции по индексу k. Действительно,

x1j = x0j −
(x0j)

2

2 + x0j−1

=
2

3
;

1

2
<

2

3
< 3.

Поэтому при k = 1 неравенство (24) справедливо. Предположим, что это неравенство вер-
но для натурального числа k и докажем его справедливость для k + 1. Используя моно-
тонное возрастание функции fj,x̂j−1

(xj) по переменной xj (2 ≤ j ≤ n− 1) на отрезке [0, 1],
при k ≥ 2 получаем неравенства:

xk+1
j = xkj −

(xkj )
2

2 + xkj−1

<
3

k
− 3

k2
=

3(k − 1)

k2
<

3(k − 1)

k2 − 1
=

3

k + 1
.

Аналогичным способом при всех натуральных k получаем оценку снизу:

xk+1
j = xkj −

(xkj )
2

2 + xkj−1

>
1

k + 1
− 1

2(k + 1)2
=

2k + 1

2(k + 1)2
>

1

k + 2
.

Таким образом, при всех k > 1 и 1 ≤ j ≤ n− 1, неравенства (24) верны.
Из (24) вытекают следующие свойства:
(i) ωf̂n−1

(
x̂0n−1

)
=
{
0̂n−1

}
, где 0̂n−1 = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

(n−1) раз

);

(ii) при любых 1 ≤ j ≤ n− 1 выполнено:

xkj =
k→+∞

O(1/k), и, следовательно,

(iii) расходится числовой ряд
+∞∑
k=0

xkj .

Из свойства (iii) и расходимости минорантного ряда
+∞∑
k=0

1

(k + 1)(10 + ln (k + 1))
следует

расходимость ряда с положительными членами

+∞∑
k=0

xkj
10− ln xkn−1

,

а вместе с ним, и ряда
+∞∑
k=0

∑n−1
j=1 x

k
j

10− ln xkn−1

. (25)

Положим
x0n =

1√
10
.
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В силу расходимости ряда (25) найдется строго возрастающая последовательность столь
больших натуральных чисел {km}m≥1, что выполнены неравенства:

k1+2∑
k=0

∑k
j=1 x

k
j

10− ln xkn−1

> 1− x0n −
1√
10

;

km+1+2∑
k=km+2

∑k
j=1 x

k
j

10− ln xkn−1

> 1− xkm+2
n − 1√

10− ln xkm+2
n−1

для четного m ≥ 1; (26)

km+1+2∑
k=km+2

∑k
j=1 x

k
j

10− ln xkn−1

> xkm+2
n − 1√

10− ln xkm+2
n−1

для нечетного m ≥ 1, (27)

здесь

xkm+1+2
n = xkm+1+1

n = xkm+2
n + (−1)m

km+1+2∑
k=km+2

∑k
j=1 x

k
j

10− ln xkn−1

,m ≥ 1. (28)

Определим сначала функцию |ψ(xn−1, xn)| (см. формулу (22)). Для этого будем ис-
пользовать C1-гладкие по xn “шапочки” Урысона, длины горизонтальных участков и вы-
соты которых зависят от xn−1 ∈ (0, 1]. Пусть h(xn−1) есть высота “шапочки” Урысона,
зависящая от xn−1. Будем использовать также функции

v1(xn−1) =
√
h(xn−1), v2(xn−1) = 1− v1(xn−1).

Положим

|ψ(xn−1, xn)| =


h(xn−1) sin

2 πxn
2v1(xn−1)

, если xn ∈ [0, v1(xn−1)],

h(xn−1), если xn ∈ (v1(xn−1), v2(xn−1)),

h(xn−1) sin
2 π(xn − 1)

2v1(xn−1)
, если xn ∈ [v2(xn−1), 1].

(29)

Далее нам потребуются промежутки изменения переменной xn−1 следующего вида:

J0 =
(
xk1n−1, 1

]
, Jm =

(
x
km+1

n−1 , x
km+3
n−1

]
,

J
(1)
m =

(
xkm+1
n−1 , xkmn−1

]
, J

(2)
m =

(
xkm+3
n−1 , xkm+1

n−1

]
, при m ≥ 1.

Пусть

h1(xn−1) =
1

10− ln xn−1

.

Тогда h1 является строго возрастающей, выпуклой вверх и положительной функцией пе-

ременной xn−1 на промежутке (0, 1]. Пусть J =
∞⋃

m=0

Jm, а h(xn−1) = h1|J(xn−1).
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Более тонкие рассмотрения требуются для определения функции h на промежутках
J
(1)
m и J (2)

m при m ≥ 1. Так как функция ψ зависит только от двух переменных, xn−1 и xn,
то ее определение, а, следовательно, в силу формулы (29) и определение h повторяет
(с точностью до обозначения переменных) рассуждения, приведенные в статье [4]. Здесь
эти рассмотрения необходимы для исследования дифференциальных свойств ψ. Приве-
дем их.

Так, на каждом промежутке J (1)
m построим две C1-гладкие линейные функции

h1(xn−1) =
1

10− ln xkmn−1

+
xn−1 − xkmn−1

xkmn−1

(
10− ln xkmn−1

)2 ,
h2(xn−1) = 2

xn−1 − xkm+1
n−1(

xkm+1
n−1 − xkm+2

n−1

) (
10− ln xkmn−1

) .
Функция h1 задает уравнение касательной к h1 в точке C1

m

(
xkmn−1, h1

(
xkmn−1

))
; h2 – ли-

нейная функция переменной xn−1, причем h1
(
xkm+1
n−1

)
> h2

(
xkm+1
n−1

)
= 0 и h1

(
xkmn−1

)
< h2

(
xkmn−1

)
.

Следовательно, графики функций h1 и h2 пересекаются в некоторой точке Cm(cm, h2(cm))

без касания, где cm ∈
(
xkm+1
n−1 , xkmn−1

)
. Графики же функций h1 и h2 пересекаются в дру-

гой точке C2
m(c

2
m, h2(c

2
m)), где c2m ∈

(
cm, x

km
n−1

)
. На интервалах (Cm, C

2
m) и (C2

m, C
1
m) укажем

точки C3
m(c

3
m, h2(c

3
m)) и C4

m(c
4
m, h1(c

4
m)) соответственно так, чтобы l([C3

m, C
2
m]) = l([C2

m, C
4
m]).

При этом h2(c
3
m) < h2(c

2
m) < h1(c

4
m). Тогда корректно определена C1-гладкая строго воз-

растающая, выпуклая вверх на каждом промежутке J (1)
m функция h такая, что

h|(xkm+1
n−1 , c3m] = h2|(xkm+1

n−1 , c3m], h|[c4m, xkm
n−1]

= h1|[c4m, xkm
n−1]

,

при этом на каждом интервале (c3m, c4m) график функции h представлен дугой окружности,
касающейся h1 и h2 в точках C3

m и C4
m соответственно.

Определим функцию h на любом промежутке J (2)
m , m ≥ 1. Аналогично предыдущему

рассмотрим две C1-гладкие линейные функции

h3(xn−1) = 2
xkm+1
n−1 − xn−1(

xkm+1
n−1 − xkm+2

n−1

) (
10− ln xkmn−1

) ,
h4(xn−1) =

1

10− ln xkm+3
n−1

+
xn−1 − xkm+3

n−1

xkm+3
n−1

(
10− ln xkm+3

n−1

)2 .
Из определения функции h4 следует, что эта прямая (график h4) касается графика функ-
ции h1 в точке с координатами

(
xkm+3
n−1 , h1

(
xkm+3
n−1

))
. Определим h в точке xkm+2

n−1 так, чтобы
выполнялись следующие равенства:

h
(
xkm+2
n−1

)
= h1

(
xkm+2
n−1

)
, h′

(
xkm+2
n−1

)
= 0.
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В силу определения h3 верны соотношения:

h3
(
xkm+2
n−1

)
> h

(
xkm+2
n−1

)
> h3

(
xkm+1
n−1

)
= 0.

Поэтому горизонтальная (в плоскости переменных xn−1 и xn−1) касательная к графику
функции h в точке Bm

(
xkm+2
n−1 , h

(
xkm+2
n−1

))
пересекается с графиком функции h3 в некоторой

точке B1
m, причем

l([Bm, B
1
m]) = xkm+1

n−1 − xkm+2
n−1 =

(
xkm+1
n−1

)2
2 + xkm+1

n−1

.

Пусть B2
m – это точка с координатами (xkm+1

n−1 , 0). Имеем

l([Bm, B
1
m])

l([B1
m, B

2
m])

<
xkm+1
n−1 − xkm+2

n−1

h
(
xkm+2
n−1

) =

(
xkm+1
n−1

)2
2 + xkm+1

n−1

(
10− ln xkm+2

n−1

)
. (30)

Поскольку

lim
m→+∞

(
xkm+1
n−1

)2
2 + xkm+1

n−1

(
10− ln xkm+2

n−1

)
= 0,

то из (30) следует, что начиная с некоторого номера m0, при всех m ≥ m0 будет выпол-
няться неравенство l([Bm, B

1
m]) < l([B1

m, B
2
m]). Поэтому при всех m ≥ m0 на интервале

(B1
m, B

2
m) найдется точка B3

m(b
3
m, h3(b

3
m)) такая, что l([Bm, B

1
m]) = l([B1

m, B
3
m]). Тогда на от-

резке [xkm+2
n−1 , xkm+1

n−1 ] корректно определена положительная строго убывающая, выпуклая
вверх C1-гладкая функция h такая, что h|[b3m, xkm+1

n−1 ] = h3|[b3m, xkm+1
n−1 ]. При этом на промежутке

[xkm+2
n−1 , b3m) график h представлен дугой окружности, у которой касательная в точке Bm

горизонтальна (в плоскости переменных xn−1 и xn−1), а в точке B3
m совпадает со значением

линейной по xn−1 функции h3.
Наконец, дадим описание функции h на каждом интервале

(
xkm+3
n−1 , xkm+2

n−1

)
. Используя

то, что h1 – выпуклая вверх на (0, 1] функция переменной xn−1, а h
(
xkm+2
n−1

)
= h1

(
xkm+2
n−1

)
,

получаем неравенство h4
(
xkm+2
n−1

)
> h

(
xkm+2
n−1

)
. К тому же, функция h1 строго возрастает

на промежутке (0, 1]. Поэтому h
(
xkm+2
n−1

)
> h4

(
xkm+3
n−1

)
. Из этих рассуждений следует, что

найдется точка A1
m

(
a1m, h

(
xkm+2
n−1

))
, в которой горизонтальная (в плоскости переменных

xn−1 и xn−1) касательная к графику функции h в точке Bm пересекает касательную h4
к графику h в точке Am

(
xkm+3
n−1 , h

(
xkm+3
n−1

))
. Сравним длины отрезков [Am, A

1
m] и [A1

m, Bm].
Используем дополнительную точку A2

m

(
xkm+3
n−1 , h

(
xkm+2
n−1

))
. Имеем:

l([Am, A
2
m])

l([A2
m, Bm])

=
h
(
xkm+2
n−1

)
− h4

(
xkm+3
n−1

)
xkm+3
n−1 − xkm+2

n−1

=

=

(
2 + xkm+2

n−1

) (
ln xkm+2

n−1 − ln xkm+3
n−1

)(
xkm+2
n−1

)2 (
10− ln xkm+2

n−1

) (
10− ln xkm+3

n−1

) < l([Am, A
1
m])

l([A1
m, Bm])

. (31)
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Применяя (31) и предельное соотношение

lim
m→+∞

(
2 + xkm+2

n−1

) (
ln xkm+2

n−1 − ln xkm+3
n−1

)(
xkm+2
n−1

)2 (
10− ln xkm+2

n−1

) (
10− ln xkm+3

n−1

) =

= lim
m→+∞

1

xkm+2
n−1

(
10− ln xkm+2

n−1

) (
10− ln xkm+3

n−1

) = +∞,

получаем, что найдется натуральное число m0 ≥ m0 такое, что для любого m ≥ m0 выпол-
няется l([Am, A

1
m]) > l([A1

m, Bm]). Поэтому при любых m ≥ m0 существует точка
A3

m(a
3
m, h4(a

3
m)) ∈ (Am, A

1
m) такая, что l([A3

m, A
1
m]) = l([A1

m, Bm]). Тогда на интервале(
xkm+3
n−1 , xkm+2

n−1

)
корректно определена строго возрастающая выпуклая вверх C1-гладкая

функция h такая, что h|(xkm+3
n−1 , a3m) = h4|(xkm+3

n−1 , a3m). При этом, на промежутке
[
a3m, x

km+2
n−1

)
график h представляет собой дугу окружности, касающейся h4 в точке A3

m и имеющей
горизонтальную (в плоскости переменных xn−1 и xn−1) касательную в точке Bm. Пусть
h(0) = 0, а k = km0 +1 есть номер члена последовательности {xkn−1}k≥1, начиная с которо-
го выполняются все соотношения для длин отрезков, указанные выше. Положим α = xkn−1.

Из приведенного построения функции h следует, что h непрерывна на отрезке [0, α],
причем во всех точках полуинтервала (0, α], за исключением точек xkm+1

n−1 , m ≥ m0, су-
ществует конечная производная h′, а в каждой точке xkm+1

n−1 существуют конечные одно-
сторонние производные, отличающиеся лишь знаком, при этом производной функции h в
нуле не существует. Далее мы не будем использовать дифференциальные свойства h.

Теперь определим функцию ψ(xn−1, xn) для любых xn ∈ [0, 1], m ≥ m0:

ψ(xn−1, xn) =


(−1)m|ψ(xn−1, xn)|, если xn−1 ∈ Jm ∪ J (1)

m+1;

(−1)m+1|ψ(xn−1, xn)|, если xn−1 ∈ J
(2)
m+1;

0, если xn−1 = 0.

(32)

2. В силу формулы (22) функция f1 непрерывно дифференцируема по x1, и при
любом 2 ≤ j ≤ n − 1, n ≥ 3, функция fj, xj−1

, зависящая от двух переменных xj−1 и xj,
непрерывно дифференцируема по совокупности переменных так, что f̂n−1 ∈ SP 1([0, 1]n−1)

и, тем более, f̂n−1 ∈ SP 1([0, 1]n−2 × [0, α]). Из формул (22), (29) и (32) следует, что fn, x̂n−1

непрерывно дифференцируема по всем переменным, кроме xn−1.

Возьмем произвольно и зафиксируем x̂n−2 ∈ În−2. Покажем, что функция fn, x̂n−1

дифференцируема по xn−1 на замкнутом прямоугольнике {x̂n−2} × In−1 × In и исследуем
поведение частной производной ∂

∂xn−1
fn, x̂n−1 .

Прежде всего заметим, что из формул (29), (32) и определения функции h следует,
что функция ψ непрерывна по совокупности переменных на прямоугольнике [0, α]× [0, 1],
и справедливо неравенство |ψ(xn−1, xn)| ≤ h(xn−1). Поэтому верна следующая оценка:
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h(xn−1) ≤



1

10− ln xkm+3
n−1

, если xn−1 ∈ Jm,m ≥ 1;

1

10− ln xkmn−1

, если xn−1 ∈ J
(1)
m ;

1

10− ln xkm+2
n−1

, если xn−1 ∈ J
(2)
m .

Так как lim
xn−1→+0

1

10− ln xn−1

= 0, то, используя указанное выше неравенство, полу-
чаем:

lim
xn−1→+0

ψ(xn−1, xn) = lim
xn−1→+0

h(xn−1) = 0 = h(0) = ψ(0, xn).

Непосредственные вычисления показывают, что функция fn,x̂n−1(xn) дифференцируема
по xn−1 в каждой точке произвольного слоя {(x̂n−2, 0)} × [0, 1], причем

∂

∂xn−1

fn,(x̂n−2,0)(xn) = 0.

Докажем дифференцируемость функции fn,x̂n−1 по переменной xn−1 на множестве
{(x̂n−2, x

km+1
n−1 )} × [0, 1], для произвольного m ≥ m0 и любых x̂n−2 ∈ În−2. Действитель-

но, если xn – произвольная точка из отрезка [0, 1], то ψ(xkm+1
n−1 , xn) = 0 и получаем, что

fn,(x̂n−2,x
km+1
n−1 )(xn) = id|[0,1](xn). Используя этот факт, приведем вычисление частной произ-

водной функции fn,x̂n−1(xn) по переменной xn−1 в каждой точке
(
x̂n−2, x

km+1
n−1 , xn

)
. Имеем:

lim
xn−1→xkm+1

n−1

fn, x̂n−1(xn)− fn,(x̂n−2, x
km+1
n−1 )(xn)

xn−1 − xkm+1
n−1

= lim
xn−1→xkm+1

n−1

ψ(xn−1, xn)

(
n−2∑
i=1

xi + xkm+1
n−1

)
xn−1 − xkm+1

n−1

=

= lim
xn−1→xkm+1

n−1

(−1)mh3(xn−1)

(
n−2∑
i=1

xi + xkm+1
n−1

)
xn−1 − xkm+1

n−1

= lim
xn−1→xkm+1

n−1

2(−1)m−1

(
n−2∑
i=1

xi + xkm+1
n−1

)
(10− ln xkmn−1)(x

km+1
n−1 − xkm+2

n−1 )
=

=

2(2 + xkm+1
n−2 )(−1)m−1

(
n−2∑
i=1

xi + xkm+1
n−1

)
(xkm+1

n−1 )2(10− ln xkmn−1)
,

т. е.

∂

∂xn−1

fn,(x̂n−2, x
km+1
n−1 )(xn) =

2(2 + xkm+1
n−2 )(−1)m−1

(
n−2∑
i=1

xi + xkm+1
n−1

)
(xkm+1

n−1 )2(10− ln xkmn−1)
, m ≥ m0. (33)

Таким образом, формула (33) показывает, что функция fn,x̂n−1(xn) дифференциру-
ема по xn−1 в каждой точке

(
x̂n−2, x

km+1
n−1 , xn

)
, и в то же время частная производная



Об асимптотическом поведении траекторий косых произведений 79

∂
∂xn−1

fn, x̂n−1(xn) не ограничена в любой окрестности произвольной точки любого слоя

{(x̂n−2, 0)}×[0, 1]. Следовательно, каждая точка (x̂n−2, 0, xn), xn ∈ [0, 1], x̂n−2 ∈ În−2, явля-
ется точкой разрыва 2-го рода частной производной ∂

∂xn−1
fn,x̂n−1(xn) по переменной xn−1.

Убедимся в том, что частная производная ∂
∂xn−1

fn,x̂n−1(xn) непрерывна в каждом слое

{(x̂n−2, x
km+1
n−1 )} × [0, 1], m ≥ m0.

Действительно, по построению найдется окрестность Un−1, δ

(
xkm+1
n−1

)
точки xkm+1

n−1

на единичном отрезке оси xn−1, в которой функция ψ – линейная по переменной xn−1.
Поэтому для всех xn−1 ∈ Un−1,δ

(
xkm+1
n−1

)
, xn−1 ̸= xkm+1

n−1 и xn ∈ (v1(xn−1), v2(xn−1)) выполне-
но

ψ(xn−1, xn) =
2(−1)m−1

(
xn−1 − xkm+1

n−1

)(
10− ln xkmn−1

) (
xkm+1
n−1 − xkm+2

n−1

) .
Тогда при любых x̂n−2 ∈ În−2, xn−1 ∈ Un−1,δ

(
xkm+1
n−1

)
, xn−1 ̸= xkm+1

n−1 , верно следующее равен-
ство:

∂

∂xn−1

fn,x̂n−1(xn) =

2(−1)m−1

(
n−2∑
i=1

xi + 2xn−1 − xkm+1
n−1

)
(
10− ln xkmn−1

) (
xkm+1
n−1 − xkm+2

n−1

) . (34)

В силу (33) и (34) частная производная ∂
∂xn−1

fn,(x̂n−1)(xn) непрерывна в произвольной точке

любого слоя
{(
x̂n−2, x

km+1
n−1

)}
× [0, 1].

Проводя аналогичные рассуждения, убеждаемся, что функция fn,x̂n−1 дифференци-
руема по xn−1 на всей клетке În−2 × [0, α] × [0, 1], а частная производная ∂

∂xn−1
fn,x̂n−1(xn)

непрерывна по xn−1 в тех точках фазового пространства, где xn−1 ̸= 0.

Укажем, что в силу формулы (22), определения функции fn, x̂n−1 и свойств (i), (iii)
выполнены условия как леммы 15, так и теоремы 16. Поэтому для некоторой точки x0 ∈ In

найдется отрезок I ′n такой, что ωF (x
0) =

{
0̂n−1

}
× I ′n, где I ′n – невырожденный отрезок.

3. В заключении укажем точку x′(x̂′n−1, x
′
n) ∈ In такую, что

ωF (x
′) = {0̂n−1} × [0, 1].

Пусть точка x′ имеет следующие координаты

x′1 = xkm+2
1 , x′2 = xkm+2

2 , . . . , x′n = xkm+2
n ,

при произвольном чётномm > m0. Зададим последовательность натуральных чисел {pl}l≥1

такую, что pl = km+l − km+l−1 − 1. Так как m – четное число, то при l = 1 выполнено

((x̂′)p1n−1, (x
′)p1n ) = F p1

(
(x̂′n−1, x

′
n)
)
=

x̂km+1+1
n−1 , x′n +

km+1+1∑
k=km+2

n−1∑
i=1

xki

10− ln xkn−1

 . (35)
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В силу (28) справедливо ((x̂′)p1+1
n−1 , (x

′)p1+1
n ) = (x̂

km+1+2
n−1 , (x′)p1n ), т. е. верно (x′)p1+1

n = (x′)p1n .
Более того, при всех l ≥ 2 выполнено (x′)p1+p2+...+pl+l−1

n = (x′)p1+p2+...+pl
n и имеем

((x̂′)p1+p2+...+pl+l−1
n−1 , (x′)p1+p2+...+pl+l−1

n ) = F p1+p2+...+pl+l−1
(
x̂′n−1, x

′
n

)
=

=

x̂km+k+1
n−1 , (x′)p1+p2+...+pl

n + (−1)l−1

km+l+1∑
k=km+l−1+2

n−1∑
i=1

xki

10− ln xkn−1

 .

Используя (28) и (35), получаем

fn, x̂′
n−1, p1+p2+...+pl+l−1(x

′
n) = x′n +

l∑
j=1

(−1)j−1

km+j+1∑
k=km+j−1+2

n−1∑
i=1

xki

10− ln xkn−1

 .

Числовой ряд

+∞∑
l=1

(−1)l−1

km+l+1∑
k=km+l−1+2

n−1∑
i=1

xki

10− ln xkn−1


расходится, так как из (28) следует, что не выполнено необходимое условие сходимости.
Заметим, что если в этом ряде опустить скобки, то получим расходящийся ряд

xkm+2
1

10− ln xkm+2
n−1

+ . . .+
xkm+2
n−1

10− ln xkm+2
n−1

+ . . .+
x
km+1+1
1

10− ln x
km+1+1
n−1

+ . . .+
x
km+1+1
n−1

10− ln x
km+1+1
n−1

− x
km+1+2
1

10− ln x
km+1+2
n−1

− . . .−
x
km+1+2
n−1

10− ln x
km+1+2
n−1

− . . .− x
km+2+1
1

10− ln x
km+2+1
n−1

− . . .−
x
km+2+1
n−1

10− ln x
km+2+1
n−1

+ . . . .

Тогда в силу теоремы 14 (см. утверждение 2)) ω-предельное множество ωF (x
′) содержит

невырожденный отрезок I ′n ⊂ [0, 1].
Докажем, что I ′n = [0, 1]. Для этого достаточно показать, что точки xn = 0 и xn = 1

являются предельными для последовательности
{
fn, x̂′

n−1, p1+p2+...+pl+l−1(x
′
n)
}

l≥1
. Восполь-

зуемся оценками (26) и (27). Имеем:

1− 1√
10− ln xkm+2

n−1

−

n−1∑
i=1

x
km+1+2
i

10− ln x
km+1+2
n−1

< (x′)km+2
n +

km+1+1∑
k=km+2

n−1∑
i=1

xki

10− ln xkn−1

< 1, для четного m > 1;

1√
10− ln xkm+2

n−1

+

n−1∑
i=1

x
km+1+2
i

10− ln x
km+1+2
n−1

> (x′)km+2
n −

km+1+1∑
k=km+2

n−1∑
i=1

xki

10− ln xkn−1

> 0, для нечетного m > 1.
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Поскольку

lim
m→+∞

1√
10− ln xkm+2

n−1

= lim
m→+∞

n−1∑
i=1

x
km+1+2
i

10− ln x
km+1+2
n−1

= 0,

то, согласно неравенствам, указанным выше, xn = 0 и xn = 1 являются предельными точ-
ками последовательности

{
fn, x̂′

n−1, p1+p2+...+pl+l−1(x
′
n)
}

l≥1
. Из теоремы 13 следует связность

ω-предельного множества. Поэтому I ′n = [0, 1].
Таким образом, построен пример дифференцируемого косого произведения

на n-мерной клетке, имеющего одномерное ω-предельное множество вида
{
0̂n−1

}
× [0, 1].
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On the asymptotic behavior of the trajectories of skew
products with a closed set of periodic points

L.S. Efremova, M.A. Shalagin

Abstract. The article continues the research of the asymptotic behavior of the
trajectories of the most simple skew products on multidimensional cells conducted
by the authors. Here we describe the structure of nonwandering set of continuous
skew products having a closed set of periodic points and such that the set of
(least) periods of periodic points is unbounded. An example of a differentiable
skew product with a closed set of periodic points is constructed, defined on an
n-dimensional cell (n ≥ 3) and having a one-dimensional ω-limit set.
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