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Классификация меняющих ориентацию периодических
гомеоморфизмов двумерного тора

Т.Д.Мартынов, О.В.Починка, Е.Е.Чилина

Аннотация. Согласно Я. Нильсену и Х. Хангу, каждый класс топологиче-
ской сопряженности периодических гомеоморфизмов ориентируемых компакт-
ных поверхностей полностью описывается конечным набором данных, называ-
емых характеристикой. Для двумерной сферы исчерпывающие классифика-
ционные результаты с построением линейных представителей в каждом классе
сопряженности получены Б. Керекьярто. Для двумерного тора подобные ре-
зультаты получены при участии авторов настоящей статьи. В данной работе
найдены все характеристики меняющих ориентацию периодических гомеомор-
физмов двумерного тора. Для каждой из них построен гомеоморфизм, пред-
ставляющий класс топологической сопряженности. Классификация периоди-
ческих гомеоморфизмов, кроме самостоятельного интереса, играет ключевую
роль в решении проблемы Палиса–Пью о построении устойчивых дуг в про-
странстве дискретных динамических систем, входящей в список 50 важней-
ших проблем динамических систем. Для всех классов градиентно-подобных
диффеоморфизмов поверхностей, где эта проблема решена, использовалась
именно идея тесной связи таких систем с периодическими преобразованиями.
Таким образом, полученный результат позволит расширить класс систем, для
которых проблема Палиса–Пью решена.
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Введение и формулировка результатов

Периодические гомеоморфизмы – один из трех типов гомеоморфизмов, возника-
ющих в гомотопической теории гомеоморфизмов поверхностей Нильсена–Терстона [1].
Композиция таких гомеоморфизмов со сдвигом градиентного потока функции Морса по-
рождает класс градиентно-подобных диффеоморфизмов поверхностей [2] – простейших
структурно устойчивых систем. Эта взаимосвязь позволила получить классификацию
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градиентно-подобных диффеоморфизмов, используя инварианты периодических гомео-
морфизмов. Кроме того, тесные взаимоотношения между этими объектами привели к ре-
шению проблемы Палиса–Пью [3] построения устойчивых дуг между градиентно-подоб-
ными диффеоморфизмами тех поверхностей, для которых удалось получить полный спи-
сок классов топологической сопряженности периодических преобразований [4, 5]. Таким
образом, классификация периодических гомеоморфизмов поверхностей является не толь-
ко самодостаточной задачей, но и ключом к решению ряда смежных проблем.

Одними из первых работ, посвященных классификации периодических гомеомор-
физмов, являются работы Б.Керекьярто [6] и Л.Э.Я.Брауэра [7] 1919 года, в которых опи-
сываются периодические отображения 2-диска и 2-сферы. В работе [8] 1937 года Я.Ниль-
сеном получены необходимые и достаточные условия топологической сопряженности со-
храняющих ориентацию периодических гомеоморфизмов компактных ориентируемых по-
верхностей. Им доказано, что полный инвариант класса топологической сопряженности
периодического гомеоморфизма описывается конечным набором данных – характеристи-
кой. В работах [9, 10] 1983–1984 годов К.Йокоямой получено подобное описание классов
периодических гомеоморфизмов компактных поверхностей, в том числе и неориентируе-
мых, которое позже дополнено им в работе [11]. Х.Ханг [12] в 2017 году привел современ-
ное изложение результатов Я.Нильсена и обобщил их на случай меняющих ориентацию
периодических гомеоморфизмов замкнутых ориентируемых поверхностей.

Работа С.Хиросэ [13] 2010 года содержит реализацию сохраняющих ориентацию пе-
риодических гомеоморфизмов компактных ориентируемых поверхностей родов 1, 2, 3, 4
посредством вращений Дэна. В работе [14] 2023 года Д.А.Барановым, В.З. Гринесом,
О.В.Починкой, Е.Е.Чилиной найдены все характеристики сохраняющих ориентацию пе-
риодических гомеоморфизмов двумерного тора и построены алгебраические представите-
ли каждого класса топологической сопряженности. Также в работе [15] 2021 года Д.А.Ба-
рановым и О.В.Починкой найдены все характеристики сохраняющих ориентацию перио-
дических гомеоморфизмов замкнутой ориентируемой поверхности рода 2.

Для периодических гомеоморфизмов многообразий размерности большей двух зада-
ча их классификации является значительно более сложной уже даже для случая трехмер-
ного тора. Авторам настоящей работы известны следующие результаты. В работе 1971 го-
да [16] К.И. Тахарой получена классификация конечных подгрупп группы GL(3,Z), что
соответствует классификации периодических алгебраических автоморфизмов трехмерно-
го тора. Инволюции трехмерного тора классифицированы в работе К.В.Квуна [17] 1975 го-
да. Работа Дж. Хемпеля [18] 1975 года посвящена классификации периодических гомео-
морфизмов трехмерного тора без точек меньшего периода. Частичная классификация го-
меоморфизмов четного периода трехмерного тора приведена в работе М.А.Наташена [19]
1988 года.

В нашей работе найдены все характеристики меняющих ориентацию периодических
гомеоморфизмов двумерного тора. Каждая из них реализована алгебраическим диффео-
морфизмом.
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Приведем основные сведения про периодические гомеоморфизмы, необходимые для
формулировки результатов настоящей работы (более детально см. [12]). Везде далее ис-
пользуются следующие обозначения:

• Σg,v – ориентированная компактная поверхность рода g c v дырами;
• Σg = Σg,0 – ориентированная замкнутая поверхность рода g;
• T2 = Σ1 = R2/Z2 – двумерный тор;
• p : (x, y) 7→ (x, y) (mod 1) – естественная проекция из R2 в T2;
• N(A) – трубчатая окрестность подмногообразия A ⊂ Σg,v (односторонняя труб-

чатая окрестность множества A в случае, когда множество A принадлежит краю
поверхности Σg,v);

• Of (x) = {fn(x)}n∈Z – орбита точки x гомеоморфизма f .

Гомеоморфизм f : Σg,v → Σg,v называется периодическим гомеоморфизмом периода
n∈N, если fn= idΣg,v и fk ̸= idΣg,v для любого натурального k < n. Периодом точки x ∈ Σg,v

периодического гомеоморфизма f : Σg,v → Σg,v называется наименьшее натуральное чис-
ло k такое, что fk(x) = x. Точка x ∈ Σg,v называется точкой меньшего периода периоди-
ческого гомеоморфизма f периода n, если ее период k < n.

Гомеоморфизмы f : Σg,v → Σg,v и f ′ : Σ′
g,v → Σ′

g,v будем называть топологически со-
пряженными, если существует сохраняющий ориентацию гомеоморфизм h : Σg,v → Σ′

g,v

такой, что f ′h = hf .
Для периодического гомеоморфизма f : Σg,v → Σg,v периода n введем следующие

обозначения:
• Bk

f – множество всех точек периода 0 < k < n;
• Bf – множество всех точек периода меньшего n.

Фактор-пространство Σg,v/f является компактной поверхностью, называемой мо-
дульной поверхностью гомеоморфизма f . Обозначим через πf : Σg,v → Σg,v/f естествен-
ную проекцию. Положим Bf = πf (Bf ).

Выберем точку x̄0 ∈ π−1
f (x) из полного прообраза точки x ∈ (Σg,v/f) \ Bf и опре-

делим гомоморфизм Ωf : π1((Σg,v/f) \ Bf , x) → Zn следующим образом. Для каждой пет-
ли γ ⊂ Σg,v/f \ Bf в точке x ∈ Σg,v/f \ Bf обозначим через [γ] элемент фундаментальной
группы π1((Σg,v/f) \ Bf , x), состоящий из всех петель в точке x, гомотопных γ. Для пет-
ли γ обозначим через γ̄ ее поднятие на Σg,v с началом в точке x̄0 и концом в точке x̄1
(см. рис. 1). Тогда существует натуральное число r ⩽ n такое, что f r(x̄0) = x̄1.

Рис. 1. Поднятие петли γ
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Определим гомоморфизм Ωf ([γ]) = r (mod n), который индуцирует гомоморфизм
ωf : H1((Σg,v/f) \ Bf ) → Zn.

Утверждение 1 ([12, предложение 2.4]). Пусть f : Σg → Σg – меняющий ориентацию
периодический гомеоморфизм периода n. Тогда

• n – четное число;
• если множество Bk

f ̸= ∅ для четного значения 0 < k < n, то оно конечно;
• если множество Bk

f ̸= ∅ для нечетного значения k, то оно состоит из конечного
числа попарно непересекающихся простых замкнутых кривых и n = 2k;

• факторпространство Σg/f может быть как ориентируемой, так и неориенти-
руемой компактной поверхностью и

∂(Σg/f) =
⋃

k-нечетное

πf (B
k
f ). (1)

Положим (см. рис. 2):
• q1, q2, . . . , qb – элементы множества

⋃
k-четное

πf (B
k
f );

• δ1, . . . , δc – компоненты связности края поверхности Σg/f ;
• ι1, . . . , ιs – произвольный набор простых замкнутых кривых на Σg/f таких, что

топологическое пространство cl(N(ιl)) для любого l = 1, . . . , s гомеоморфно ленте
Мёбиуса, и поверхность Σg/f после разреза по кривым ι1, . . . , ιs является ориен-
тируемой;

• Sqi , i = 1, . . . , b – край поверхности cl(N(qi));
• Sδj , j = 1, . . . , c – компонента связности края поверхности cl(N(δj)), отличная от δj.

Разрежем поверхность Σg/f по кривым ι1, . . . , ιs. Получим ориентируемую поверх-
ность, которую обозначим через Σ̃g/f . Зафиксируем на Σ̃g/f произвольную ориентацию.
Ориентация Σ̃g/f индуцирует ориентацию края поверхности Σ̃g/f \N(Bf ), которая в свою
очередь индуцирует ориентацию кривых ιl, Sqi , Sδj . Введем следующие множества:

• Q = {ωf (Sq1), . . . , ωf (Sqb)},
• ∆ = {ωf (Sδ1), . . . , ωf (Sδc)},
• I = {ωf (ι1), . . . , ωf (ιs)}.

Обозначим через h род поверхности Σ̃g/f . Тогда класс топологической сопряжен-
ности гомеоморфизма f взаимно однозначно соответствует классу эквивалентности (от-
носительно отношений эквивалентности R0–R4, описанных в утверждении 10 ниже) его
характеристики

χ : [h, n;Q; ∆; I]. (2)
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Рис. 2. Модульная поверхность Σg/f

Основными результатами данной работы являются следующие теоремы:

Теорема 2. Любой меняющий ориентацию периодический гомеоморфизм f : T2 → T2 име-
ет в точности одну из следующих попарно неэквивалентных характеристик :

• χ
1,k

: [0, 2k;∅;∅; {2k − 1, 1}], где k ∈ N;
• χ

2,k
: [0, 4k;∅;∅; {2k − 1, 1}], где k ∈ N;

• χ
1,k,ℓ

: [0, 2(2k − 1);∅; {2ℓ, 2(2k − ℓ− 1)};∅], k, ℓ ∈ N, НОД(ℓ, 2k − 1) = 1;
• χ

2,k,ℓ
: [0, 2(2k − 1);∅; {4ℓ}; {2(k − ℓ)− 1}], k, ℓ ∈ N, НОД(ℓ, 2k − 1) = 1.

В работе Л.Э.Я.Брауэра [20] доказано, что любой меняющий ориентацию периодиче-
ский гомеоморфизм двумерного тора топологически сопряжен диффеоморфизму одного

из следующих видов: f(x, y) =

(
x+

l

k
,−y

)
(mod 1); f(x, y) =

(
x+ y +

l

k
,−y

)
(mod 1),

НОД(k, l) = 1. В теореме ниже среди них выделены гомеоморфизмы, реализующие классы
топологической сопряженности, соответствующие характеристикам теоремы 2.

Теорема 3. Характеристики χ
1,k

, χ
2,k

, χ
1,k,ℓ

, χ
2,k,ℓ

, реализуются, соответственно, го-
меоморфизмами:

• f
1,k
(x, y) =

(
x+

1

2k
,−y

)
(mod 1);

• f
2,k
(x, y) =

(
x+ y +

1

4k
,−y

)
(mod 1);

• f
1,k,ℓ

(x, y) =

(
x+

α

2k − 1
,−y

)
(mod 1), где 2ℓα ≡ 1 (mod 2k − 1);

• f
2,k,ℓ

(x, y) =

(
x+ y +

α

2k − 1
,−y

)
(mod 1), где 4ℓα ≡ 1 (mod 2k − 1).
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1. Вспомогательные сведения и факты

В этом разделе приводятся вспомогательные утверждения про периодические гомео-
морфизмы и действие группы на топологическом пространстве.

1.1. Периодические гомеоморфизмы. Пусть f : Σg,v → Σg,v – сохраняющий ори-
ентацию периодический гомеоморфизм периода n. Тогда модульная поверхность Σg,v/f

является компактной ориентированной поверхностью с ориентацией, индуцированной на-
крытием πf , в случае v = 0 она замкнута. При этом, если множество Bf не пусто, то оно
конечно. Введем следующие обозначения (см. рис. 3):

• q1, q2, . . . , qb – элементы множества Bf ;
• δ1, . . . , δc – компоненты связности края поверхности Σg,v/f ;
• Sqi , j = 1, . . . , b – край поверхности cl(N(qi)).

Рис. 3. Модульная поверхность Σg,v/f

Ориентируем кривые Sqi и δi согласованно с ориентацией поверхности Σg,v/f \N(Bf ).
Введем множества Q = {ωf (Sq1), . . . , ωf (Sqb)}, ∆ = {ωf (δ1), . . . , ωf (δc)} и обозначим через h
род поверхности Σg,v/f . Определим характеристику гомеоморфизма f , как набор следу-
ющих параметров

κ : [h, n;Q; ∆]. (3)

Утверждение 4 ([8, п. 11, с. 53]). Два сохраняющих ориентацию периодических гомео-
морфизма ориентированной компактной поверхности топологически сопряжены тогда
и только тогда, когда их характеристики совпадают.

Утверждение 5 ([12, теорема 3.3]). Сохраняющий ориентацию периодический гомеомор-
физм f : Σg,v → Σg,v с характеристикой

κ : [h, n;Q = {θ1, . . . , θb}; ∆ = {η1, . . . , ηc}]

существует тогда и только тогда, когда
1) θi ̸≡ 0 (mod n), i = 1, . . . , b;
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2) θ1 + · · ·+ θb + η1 + · · ·+ ηc ≡ 0 (mod n);
3) если h = 0, то НОД(θ1, . . . , θb, η1, . . . , ηc, n) = 1;

4) v =
c∑

j=1

НОД(ηj, n);

5) 2g + v − 2 = n

(
2h+ b+ c−

b∑
i=1

НОД(θi, n)

n
− 2

)
.

Утверждение 6 ([14, теоремы 1, 2]). Пусть f : T2 → T2 – cохраняющий ориентацию
периодический гомеоморфизм с непустым множеством точек меньшего периода. Тогда
характеристика f совпадает в точности с одной из следующих:

κ1 : [0, 2; {1, 1, 1, 1};∅], κ2 : [0, 3; {1, 1, 1};∅], κ3 : [0, 3; {2, 2, 2};∅], κ4 : [0, 6; {1, 2, 3};∅],

κ5 : [0, 6; {3, 4, 5};∅], κ6 : [0, 4; {2, 1, 1};∅], κ7 : [0, 4; {2, 3, 3};∅].

Каждая характеристика κi реализуется алгебраическим автоморфизмом двумерного то-
ра fAi

: T2 → T2, индуцированным матрицей Ai:

A1 =

(
−1 0

0 −1

)
, A2 =

(
−1 −1

1 0

)
, A3 =

(
0 1

−1 −1

)
, A4 =

(
0 −1

1 1

)
,

A5 =

(
1 1

−1 0

)
, A6 =

(
0 −1

1 0

)
, A7 =

(
0 1

−1 0

)
.

Утверждение 7 ([14, теорема 2]). Пусть f : T2 → T2 – cохраняющий ориентацию пери-
одический гомеоморфизм периода n ∈ N без точек меньшего периода. Тогда его характе-
ристика имеет вид κ : [1, n;∅;∅].

Для установления взаимосвязи характеристики χ : [h, n;Q; ∆; I] меняющего ориен-
тацию периодического гомеоморфизма f с характеристикой его квадрата f 2, нам понадо-
бится следующий факт.

Предложение 8. Пусть f : Σg → Σg – меняющий ориентацию периодический гомеомор-
физм периода n = 2m. Тогда верны следующие утверждения:

1) если период точки x равен 2k для гомеоморфизма f , то для гомеоморфизма f 2

ее период равен k;
2) если период точки x равен 2k−1 для гомеоморфизма f , то для гомеоморфизма f 2

ее период равен 2k − 1;
3) гомеоморфизм f 2 имеет период m;
4) гомеоморфизм f 2 имеет четное число орбит меньшего периода.

Доказательство. Проведем доказательство отдельно для каждого пункта.
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1) Если период точки x гомеоморфизма f равен 2k, то f 2k(x) =
(
f 2(x)

)k
= x. Заме-

тим, что для s < k выполняется
(
f 2(x)

)s
= f 2s(x) ̸= x, так как иначе 2s < 2k и наруша-

лось бы условие минимальности в определении периода точки x для гомеоморфизма f .
2) Если период точки x гомеоморфизма f равен (2k − 1), то, согласно утвержде-

нию 1, m = 2k − 1. Тогда fn(x) = f 2m(x) =
(
f 2
)m

(x) =
(
f 2
)2k−1

(x) = x. Как и в пункте 1),
устанавливается, что 2k − 1 – период точки x.

3) f 2m =
(
f 2
)m

= id и для любых s < m⇒ f 2s ̸= idΣg .
4) Пусть f : Σg → Σg – меняющий ориентацию периодический гомеоморфизм пе-

риода n = 2m. Тогда f 2 : Σg → Σg – сохраняющий ориентацию периодический гомео-
морфизм периода m. Если Bf2 = ∅, то число орбит меньшего периода равно нулю. Ес-
ли Bf2 ̸= ∅, то отсюда следует, что Bf2 конечно. Из доказанных выше пунктов 1) и 2)
следует, что x – точка меньшего периода гомеоморфизма f 2 ⇐⇒ x – точка меньшего
четного периода гомеоморфизма f . Пусть Of (x) – орбита точки x ∈ Bf периода 2k < 2m.
Тогда Of (x) = Of2(x) ⊔Of2(f(x)). Отсюда следует, что если гомеоморфизм f имеет p ор-
бит точек меньшего четного периода, то гомеоморфизм f 2 имеет 2p орбит точек меньшего
периода.

Пусть f : Σg → Σg – меняющий ориентацию периодический гомеоморфизм перио-
да n. Так как гомеоморфизм f 2 : Σg → Σg сохраняет ориентацию, то модульная поверх-
ность Σg/f

2 компактна и ориентируема. Орбита точки четного периода гомеоморфиз-
ма f распадается на две орбиты относительно f 2 и при проекции на Σg/f

2 представ-
ляет две различные точки (см. рис. 4). Орбита точки нечетного периода гомеоморфиз-
ма f на Σg/f

2 проецируется в одну точку на Σg/f
2. Тогда f индуцирует гомеоморфизм

f̄ : Σg/f
2 → Σg/f

2 периода 2 и для естественной проекции πf̄ : Σg/f
2 → Σg/f имеет место

равенство πf̄ πf2 = πf . Эти соотношения в совокупности с утверждениями 1, 5 приводят
к следующему результату.

Утверждение 9 ([12], теорема 4.9). Меняющий ориентацию периодический гомеомор-
физм f : Σg → Σg с характеристикой

χ : [h, 2m;Q = {2θ1, . . . , 2θb}; ∆ = {2η1, . . . , 2ηc}; I = {ζ1, . . . , ζs}]

существует тогда и только тогда, когда
1) ∆ ∪ I ̸= ∅;
2) если m четно, то ∆ = ∅;
3) ζl нечетно при l = 1, . . . , s;
4) [h,m; {θ1, . . . , θb}; {η1, . . . , ηc, ζ1, . . . , ζs}] – характеристика сохраняющего ориен-

тацию периодического гомеоморфизма;

5) g − 1 = m

(
2h+ b+ c+ s−

b∑
i=1

НОД(θi,m)

m
− 2

)
.
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Рис. 4. Действие f̄

Утверждение 10 ([12, теорема 5.1]). Два меняющих ориентацию периодических гомео-
морфизма замкнутой ориентированной поверхности топологически сопряжены тогда
и только тогда, когда их характеристики эквивалентны посредством отношений R0–R4,
где

R0 : [h, 2m;Q; ∆; I] ∼ [h, 2m;Q; ∆; I];
R1 : [h, 2m;Q; ∆; I] ∼ [h, 2m; {−2θ1, . . . ,−2θb}; {−2η1, . . . ,−2ηc}; {−ζ1, . . . ,−ζs}];
R2 : [h, 2m;Q; ∆; I] ∼

a) [h, 2m; {−2θ1, 2θ2, . . . , 2θb}; ∆; {ζ1, . . . , ζs−1, ζs + 2θ1}],
b) [h, 2m;Q; {−2η1, 2η2, . . . , 2ηc}; {ζ1, . . . , ζs−1, ζs + 2η1}],
c) [h, 2m;Q; ∆; {−ζ1, ζ2, . . . , ζs−1, ζs + 2ζ1}];

R3 : [h, 2m;Q; ∆; {ζ1, . . . , ζs−3, ζs−2, ζs−1, ζs}] ∼
[h+ 1, 2m;Q; ∆; {ζ1, . . . , ζs−3, ζs−2 + ζs−1 + ζs}] при s ≥ 3;

R4 : [h, 2m;Q; ∆; {ζ1, ζ2}] ∼ [h, 2m;Q; ∆; {ζ1 + 2d, ζ2 − 2d}] при s = 2, здесь

d =

1, если h = 0;

НОД(θ1, θ2, . . . , θb, η1, . . . , ηc), если h > 0.

1.2. Действие группы на топологическом пространстве. Пусть X – топо-
логическое пространство, G – группа. Говорят, что G действует на X, если задано отоб-
ражение множества G×X в X, которое обозначается (g, x) 7→ g ·x и обладает следующими
свойствами:

1) для всех x ∈ X выполняется 1 · x = x, где 1 ∈ G – единичный элемент группы;
2) для всех g, h ∈ G, x ∈ X выполняется g · (h · x) = (g · h) · x.

Топологическое пространство X называется G-пространством, если G действует
на X и отображение ψ(x) = g · x непрерывно. Введем отношение эквивалентности R на X
следующим образом: xRy ⇔ ∃g ∈ G : y = g · x⇔ y ∈ G · x, где G · x = {g · x | x ∈ G}. Мно-
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жество X/G классов эквивалентности с фактор-топологией называется пространством
орбит действия G на X.

Замечание 11. Для любого гомеоморфизма f : X → X топологическое пространство X
является G-пространством, если G = ⟨f⟩ = {fn}n∈Z.

Утверждение 12 ([21, следствие 8.12]). Если X – компактное хаусдорфово G-простран-
ство с конечной группой G, то X/G – компактное хаусдорфово пространство.

Предложение 13. Пусть f : X → X – периодический гомеоморфизм компактного хау-
сдорфова топологического пространства (X, τ), (A, τA) – замкнутое подмножество с ин-
дуцированной топологией такое, что для любого x ∈ X выполняется Of (x)∩A ̸= ∅ и на A
задано отношение эквивалентности R следующим образом: xRy ⇐⇒ x, y ∈ (Of (x)∩A).
Тогда X/f ∼= A/R.

Доказательство. Пусть πR : A→ A/R – каноническая проекция, а (X/f, τf ) – топологиче-
ское пространство со стандартной фактор-топологией. Рассмотрим отображение
h : X/f → A/R, действующее по правилу: πf (Of (x)) 7→ πR(Of (x) ∩ A). Покажем, что h би-
ективно и открыто.

1) Инъекция: Пусть πf (x) ̸= πf (y), тогда Of (x) ∩ Of (y) = ∅. Отсюда следует, что
h(πf (x)) ̸= h(πf (y)), так как (Of (x) ∩ A) ∩ (Of (y) ∩ A) = (Of (x) ∩Of (y)) ∩ A = ∅.

2) Сюръекция: По условию, для любого x ∈ X выполняется Of (x) ∩ A ̸= ∅. Зна-
чит для любой точки πR(Of (x) ∩ A) ∈ A/R существует точка πf (Of (x)) ∈ X/f такая, что
h(πf (Of (x)) = πR(Of (x) ∩ A).

3) Открытость: Пусть τR – индуцированная фактор-топология на A/R. Покажем,
что для любого U ∈ τf выполняется h(U) ∈ τR. Множество U ∈ τf ⇔ π−1

f (U) ∈ τ . По усло-
вию π−1

f (U)∩A ̸= ∅ и при этом данное пересечение является следом для A, т. е. открыто в
индуцированной топологии. Множество h(U) открыто ⇐⇒ π−1

R (h(U)) ∈ τA ⇔ π−1
R (h(U))

есть след открытого множества в X. Заметим, что по построению отображения верно
равенство: π−1

R (h(U)) = π−1
f (U) ∩ A (см. рис. 5). Отсюда получаем следующую имплика-

цию: U ∈ τf ⇒ h(U) ∈ τR. Так как h – биекция, то открытость равносильна непрерывности
h−1 : A/R → X/f .

Заметим, что A – замкнутое подмножество компактного пространства X, а значит
A – компактно (см. [21, теорема 7.10]). Следовательно, и образ непрерывного отображе-
ния A/R = πR(A) будет компактным. Так как f : X → X – периодический гомеоморфизм,
то группа G = ⟨f⟩ является конечной. Из утверждения 12 следует, что X/f – компакт-
ное хаусдорфово пространство. Так как непрерывное биективное отображение компакт-
ного пространства в хаусдорфово пространство является гомеоморфизмом (см. [21, теоре-
ма 8.8]), то h – гомеоморфизм.

Множество A, удовлетворяющее условиям предложения 13 и такое, что intA не со-
держит точек с одной и той же орбиты, будем называть фундаментальной областью
гомеоморфизма f .
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Рис. 5. Действие гомеоморфизма h

2. Нахождение характеристик

Докажем теорему 2 о том, что любой меняющий ориентацию периодический гомео-
морфизм f : T2 → T2 имеет в точности одну из следующих попарно неэквивалентных ха-
рактеристик:

• χ
1,k

: [0, 2k;∅;∅; {2k − 1, 1}], где k ∈ N;
• χ

2,k
: [0, 4k;∅;∅; {2k − 1, 1}], где k ∈ N;

• χ
1,k,ℓ

: [0, 2(2k − 1);∅; {2ℓ, 2(2k − ℓ− 1)};∅], k, ℓ ∈ N, НОД(ℓ, 2k − 1) = 1;
• χ

2,k,ℓ
: [0, 2(2k − 1);∅; {4ℓ}; {2(k − ℓ)− 1}], k, ℓ ∈ N, НОД(ℓ, 2k − 1) = 1.

Доказательство. Пусть f : T2 → T2 – меняющий ориентацию периодический гомеомор-
физм с периодом n = 2m. Тогда f 2 : T2 → T2 – сохраняющий ориентацию периодический
гомеоморфизм, период которого, в силу предложения 8, равен m. В силу этого же утвер-
ждения, f 2 имеет четное число орбит меньшего периода. Из утверждений 6, 7 следует, что
f 2 имеет либо характеристику κ1 : [0, 2; {1, 1, 1, 1}], либо характеристику κ : [1,m;∅;∅].

Если f 2 имеет характеристику κ1, то m = 2 и, следовательно, по утверждению 1,
f не имеет орбит нечетного меньшего периода. Таким образом, f имеет характеристику
[h, 4; {2, 2};∅; {ζ1, . . . , ζs}], где параметры h, s, согласно пункту 5) утверждения 9 удовле-
творяют соотношению 2h = 1− s. Поскольку h ⩾ 0, то s ⩽ 1. В силу условия 1) утвержде-
ния 9, s > 0, и, следовательно, s = 1, h = 0. Тогда единственно возможная характеристи-
ка f примет вид [0, 4; {2, 2};∅; {ζ}], где, в силу условия 2) утверждения 5, 4 + ζ ≡ 0 (mod 2),
что противоречит условию 3) утверждения 9 о нечетности ζ.

Таким образом, гомеоморфизм f 2 имеет характеристику κ : [1,m;∅;∅] и Bf = Bm
f .

Далее рассмотрим отдельно две ситуации: 1) m – четное, 2) m – нечетное.

1) Если m – четное, то из утверждения 1 следует, что ∆ = ∅. Поскольку f 2 не име-
ет точек меньшего периода, то, в силу предложения 8, Q = ∅. Таким образом, f имеет
характеристику [h, 2m;∅;∅; {ζ1, . . . , ζs}], где параметры h, s, согласно пункту 5) утвер-
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ждения 9, удовлетворяют соотношению 2h = 2− s. Поскольку h ⩾ 0, то s ⩽ 2. В силу
условия 1) утверждения 9, s > 0. Следовательно, s = 2, h = 0. Тогда единственно воз-
можная характеристика f примет вид [0, 2m;∅;∅; {ζ1, ζ2}], где, в силу условия 2) утвер-
ждения 5, ζ1 + ζ2 ≡ 0 (mod m). Воспользовавшись отношением эквивалентности R4, мы
получим, что [0, 2m;∅;∅; {ζ1, ζ2}] ∼ [0, 2m;∅;∅; {ζ, 1}], где ζ + 1 ≡ 0 (mod m). Посколь-
ку ζ ∈ {1, . . . , 2m− 1}, то ζ + 1 ∈ {m, 2m} и, следовательно, ζ ∈ {m− 1, 2m− 1}. Если
ζ = 2m− 1, то получаем характеристику

χ1,m : [0, 2m;∅;∅; {2m− 1, 1}], m ∈ 2N. (4)

Если ζ = m− 1, то, положив m = 2k, получаем характеристику

χ
2,k

: [0, 4k;∅;∅; {2k − 1, 1}], k ∈ N. (5)

2) Если m – нечетное, то рассмотрим два подслучая: 2a) Bf = ∅, 2b) Bf ̸= ∅.
В случае 2a), согласно утверждению 1, Q = ∆ = ∅. Cледовательно, характеристика

гомеоморфизма f имеет вид [h, 2m;∅;∅; {ζ1, . . . , ζs}], где параметры h, s, в силу условия 5)
утверждения 9, удовлетворяют соотношению 2h = 2−s. Как и в случае 1), мы получим ха-
рактеристику [0, 2m;∅;∅; {ζ1, ζ2}] ∼ [0, 2m;∅;∅; {ζ, 1}], где ζ ∈ {m− 1, 2m− 1}. Посколь-
ку m – нечетное, то ζ = m− 1 – четное, что противоречит условию 3) утверждения 9.
Тогда ζ = 2m− 1. Откуда получаем характеристику:

χ1,m : [0, 2m;∅;∅; {2m− 1, 1}], m ∈ N \ 2N. (6)

Объединив характеристики (4) и (6), получим характеристику

χ
1,k

: [0, 2k;∅;∅; {2k − 1, 1}], k ∈ N. (7)

В случае 2b), из утверждения 1 следует, что Q = ∅ и ∆ ̸= ∅. Cледовательно, ха-
рактеристика гомеоморфизма f имеет вид [h, 2m;∅; {η1, . . . , ηc}; {ζ1, . . . , ζs}], где парамет-
ры h ⩾ 0, c > 0, s ⩾ 0, в силу условия 5) утверждения 9, удовлетворяют соотношению
2h = 2− (c+ s). Тогда h = 0, а для пары c, s возможны два случая: либо c = 2, s = 0, либо
c = s = 1.

Если c = 2, s = 0, то из условий 2), 3) утверждения 5 следует, что η1 + η2 = m.
Откуда, положив m = 2k − 1, η1 = ℓ, получаем характеристику

χ
1,k,ℓ

: [0, 2(2k − 1);∅; {2ℓ, 2(2k − ℓ− 1)};∅], k, ℓ ∈ N, НОД(ℓ, 2k − 1) = 1. (8)

Если c = s = 1, то характеристика гомеоморфизма f имеет вид [h, 2m;∅; {2η}; {ζ}].
Из условий 2), 3) утверждения 5 следует, что (η + ζ) ∈ {m, 2m}. Тогда характеристика
принимает вид [h, 2m;∅; {2η}; {m− η}] или [h, 2m;∅; {2η}; {2m− η}], где НОД(η,m) = 1.
В силу пункта b) отношения эквивалентности R2, характеристика второго вида эквива-
лентна характеристике первого вида. Действительно,
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[h, 2m;∅; {2η}; {2m−η}] ∼ [h, 2m;∅; {−2η}; {2m+η}] = [h, 2m;∅; {2(m−η)}; {m−(m−η)}].

Таким образом, учитывая, что в характеристике первого типа m,m− η – нечетные, полу-
чаем, что η – четное. Откуда, положив m = 2k − 1, η = 2ℓ, получаем характеристику

χ
2,k,ℓ

: [0, 2(2k − 1);∅; {4ℓ}; {2(k − ℓ)− 1}], k, ℓ ∈ N, НОД(ℓ, 2k − 1) = 1. (9)

Поскольку период гомеоморфизма и число элементов в множестве ∆ не меняют-
ся при замене характеристики на эквивалентную, а в эквивалентных характеристиках,
множества I, вида {ζ, 1}, совпадают, то полученные характеристики попарно не эквива-
лентны.

3. Реализация классов топологической сопряженности

Докажем теорему 3 о том, что характеристики χ
1,k
, χ

2,k
, χ

1,k,ℓ
, χ

2,k,ℓ
, реализуются,

соответственно, гомеоморфизмами:

• f
1,k
(x, y) =

(
x+

1

2k
,−y

)
(mod 1);

• f
2,k
(x, y) =

(
x+ y +

1

4k
,−y

)
(mod 1);

• f
1,k,ℓ

(x, y) =

(
x+

α

2k − 1
,−y

)
(mod 1), где 2ℓα ≡ 1 (mod 2k − 1);

• f
2,k,ℓ

(x, y) =

(
x+ y +

α

2k − 1
,−y

)
(mod 1), где 4ℓα ≡ 1 (mod 2k − 1).

Доказательство. Найдем характеристику каждого из перечисленных в теореме гомео-
морфизмов. Для упрощения обозначений всюду далее мы будем обозначать через
f̂ : T2 → T2 проекцию отображения f : R2 → R2, т. е. pf = f̂p.

1. f(x, y) = f
1,k
(x, y) =

(
x+

1

2k
,−y

)
. Заметим, что отображение f сохраняет верти-

кальное и горизонтальное слоения плоскости R2. При этом, f(x, 0) =
(
x+

1

2k
, 0

)
. Тогда

отображение f̂ |p(Ox) является поворотом с числом вращения
1

2k
и отрезок p

([
0,

1

2k

]
× {0}

)
есть фундаментальная область этого поворота. Поскольку f 2k(x, y) = (x+ 1, y),

то f̂ 2k – тождественное отображение. Тогда кольцо A = p

([
0,

1

2k

]
× [0, 1]

)
является фун-

даментальной областью отображения f̂ , период f̂ равен 2k и f̂ не имеет точек меньшего
периода, т. е. Q = ∅.

Факторизация A происходит согласно правилу, изображенному на рис. 6. Тогда
по предложению 13, модульная поверхность T2/f̂ гомеоморфна бутылке Клейна K2,

т. е. ∆ = ∅. Положим ῑ1 = p

([
0,

1

2k

]
× {0}

)
, ῑ2 = p

([
0,

1

2k

]
×
{
1

2

})
. После разреза мо-
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дульной поверхности по кривым ιi = πf̂ (ῑi), i = 1, 2, получится поверхность T̃2/f̂ , гомео-

морфная цилиндру (см. рис. 6), т. е. h = 0. Зададим на T̃2/f̂ ориентацию, соответствующую

обходу ῑ1 от точки p(0, 0) к точке p
(

1

2k
, 0

)
. Так как f(0, 0) =

(
1

2k
, 0

)
, то ωf̂ (ι1) = 1. Вы-

бранная ориентация соответствует обходу ῑ2 от точки p
(

1

2k
,
1

2

)
к точке p

(
0,

1

2

)
. Так как

f 2k−1

(
1

2k
,
1

2

)
=

(
1,−1

2

)
и p
(
1,−1

2

)
= p

(
0,

1

2

)
, то ωf̂ (ι2) = 2k − 1.

Таким образом, f̂ имеет характеристику

χ
1,k

: [0, 2k;∅;∅; {2k − 1, 1}].

Рис. 6. Модульная поверхность T2/f̂
1,k

2. f(x, y) = f
2,k
(x, y) =

(
x+ y +

1

4k
,−y

)
. Заметим, что отображение f сохраняет го-

ризонтальное слоение плоскости R2 и слоение из прямых Lc = {(x, y) ∈ R2 : y + 2x = c},

c ∈ R. При этом, f(x, 0) =
(
x+

1

4k
, 0

)
. Тогда отображение f̂ |p(Ox) является поворотом

с числом вращения
1

4k
и отрезок p

([
0,

1

4k

]
× {0}

)
– фундаментальная область этого

поворота. Поскольку f 4k(x, y) = (x+ 1, y), то f̂ 4k – тождественное отображение. Обозна-
чим через Ā часть единичного квадрата плоскости R2, ограниченную прямыми L1 , L1+ 1

2k

(см. рис. 7). Положим A = p(Ā). Поскольку f 4k(x, y) = (x+ 1, y), то f̂ 4k – тождественное
отображение. Тогда параллелограмм A является фундаментальной областью отображе-
ния f̂ , период f̂ равен 4k и f̂ не имеет точек меньшего периода, т. е. Q = ∅.

Так как f 2k(x, 0) =

(
x+

1

2
, 0

)
, то факторизацияA происходит согласно правилу, изо-

браженному на рис. 7. По предложению 13, модульная поверхность T2/f̂ гомеоморфна бу-
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тылке Клейна K2, т. е. ∆ = ∅. Положим ῑ1 = p

([
0,

1

4k

]
×{1}

)
, ῑ2 = p

([
1

4
,
1

4
+

1

4k

]
×
{
1

2

})
.

После разреза модульной поверхности по кривым ιi = πf̂ (ῑi), i = 1, 2, получится поверх-

ность T̃2/f̂ , гомеоморфная цилиндру (см. рис. 7), т. е. h = 0. Зададим на T̃2/f̂ ориентацию,

соответствующую обходу ῑ1 от точки p(0, 1) к точке p
(
1

4k
, 1

)
. Так как f(0, 1)=

(
1 +

1

4k
,−1

)
и p

(
1 +

1

4k
,−1

)
= p

(
1

4
, 1

)
, то ωf̂ (ι1) = 1. Выбранная ориентация соответствует обхо-

ду ῑ2 от точки p

(
1

4
+

1

4k
,
1

2

)
к точке p

(
1

4
,
1

2

)
. Так как f 2k−1

(
1

4
+

1

4k
,
1

2

)
=

(
5

4
,−1

2

)
и p
(
5

4
,−1

2

)
= p

(
1

4
,
1

2

)
, то ωf̂ (ι2) = 2k − 1.

Таким образом, f̂ имеет характеристику

χ
2,k

: [0, 4k;∅;∅; {2k − 1, 1}].

Рис. 7. Модульная поверхность T2/f̂
2,k

3. f(x, y) = f
1,k,ℓ

(x, y) =

(
x+

α

2k − 1
,−y

)
, где 2ℓα ≡ 1 (mod 2k − 1). Заметим, что

отображение f сохраняет вертикальное и горизонтальное слоения плоскости R2. При этом,

f(x, 0) =

(
x+

α

2k − 1
, 0

)
. Тогда отображение f̂ |p(Ox) является поворотом с числом враще-

ния
α

2k − 1
и отрезок p

([
0,

1

2k − 1

]
× {0}

)
– фундаментальная область этого поворота.

Поскольку f 2k−1(x, y) = (x+ α,−y), то f̂ 2(2k−1) – тождественное отображение. Тогда

прямоугольник A = p

([
0,

1

2k − 1

]
×
[
0,

1

2

])
(см. рис. 8) является фундаментальной обла-

стью отображения f̂ , период f̂ равен 2(2k−1) и f̂ имеет только точки нечетного меньшего
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периода 2k − 1, составляющие окружности p
(
[0, 1]× {0}

)
и p
(
[0, 1]×

{
1

2

})
, т. е. Q = ∅.

Выберем ε ∈
(
0,

1

4

)
и положим (см. рис. 8):

• δ̄1 = p

([
0,

1

2k − 1

]
× {0}

)
, δ̄2 = p

([
0,

1

2k − 1

]
×
{
1

2

})
;

• N(δ̄1) = p

([
0,

1

2k − 1

]
× [0, ε)

)
, N(δ̄2) = p

([
0,

1

2k − 1

]
×
(
1

2
− ε,

1

2

])
;

• S δ̄1 = p

([
0,

1

2k − 1

]
× {ε}

)
, S δ̄2 = p

([
0,

1

2k − 1

]
×
{
1

2
− ε

})
;

Поскольку 2ℓα ≡ 1 (mod 2k − 1), то

f 2ℓ

(
{0} ×

[
0,

1

2

])
=

{
1

2k − 1

}
×
[
0,

1

2

]
(mod 1). (10)

То есть факторизация A происходит согласно правилу, изображенному на рис. 8. В силу
предложения 13, модульная поверхность гомеоморфна цилиндру C2 с краями δ1 = πf̂ (δ̄1),
δ2 = πf̂ (δ̄2) и, следовательно, h = 0, I = ∅.

Положим Sδi = πf̂ (Sδi), i = 1, 2 (см. рис. 8). Выберем ориентацию на модульной по-

верхности, соответствующую обходу S δ̄1 от точки p(0, ε) к точке p
(

1

2k − 1
, ε

)
. В силу (10),

ωf̂ (Sδ1) = 2ℓ. Для выбранной ориентации, обход Sδ2 происходит от точки p
(

1

2k − 1
,
1

2
− ε

)
к точке p

(
0,

1

2
− ε

)
, откуда следует, что ωf̂ (Sδ2) = 2(2k − 1)− 2ℓ.

Таким образом, f̂ имеет характеристику

χ
1,k,ℓ

: [0, 2(2k − 1);∅; {2l, 2(2k − ℓ− 1)};∅].

Рис. 8. Модульная поверхность T2/f̂
1,k,ℓ
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4. f(x, y) = f
2,k,ℓ

(x, y) =

(
x+ y +

α

2k − 1
,−y

)
, где 4ℓα ≡ 1 (mod 2k− 1). Как и в слу-

чае 2, отображение f сохраняет горизонтальное слоение плоскости R2 и слоение

из прямых Lc = {(x, y) ∈ R2 : y + 2x = c}, c ∈ R. При этом, f(x, 0) =
(
x+

α

2k − 1
, 0

)
. То-

гда отображение f̂ |p(Ox) является поворотом с числом вращения
α

2k − 1
и отрезок

p

([
0,

1

2k − 1

]
× {0}

)
– фундаментальная область этого поворота. Так как

f

(
x,

1

2

)
=

(
x+

1

2
+

α

2k − 1
,−1

2

)
, то отображение f̂ |p(y= 1

2)
является поворотом с числом

вращения
2(k − α)− 1

2(2k − 1)
и отрезок p

([
1

4
,
1

4
+

1

2(2k − 1)

]
×
{
1

2

})
– фундаментальная об-

ласть этого поворота.
Поскольку f 2k−1(x, y) = (x + y + α,−y), то f̂ 2(2k−1) – тождественное отображение.

Обозначим через Ā часть единичного квадрата плоскости R2, ограниченную прямыми L1 ,

L
1+ 2

2k−1

, y = 0, y =
1

2
(см. рис. 9). Положим A = p(Ā). Тогда параллелограмм A является

фундаментальной областью отображения f̂ , период f̂ равен 2 (2k − 1) и f̂ имеет толь-
ко точки нечетного меньшего периода 2k − 1, составляющие окружность p

(
[0, 1]× {0}

)
,

т. е. Q = ∅.
Выберем ε ∈ (0, 1

4
) и положим (см. рис. 9):

• δ̄ = p

([
1

2
,
1

2
+

1

2k − 1

]
× {0}

)
;

• N(δ̄) = p ([0, 1]× [0, ε)) ∩ A;

• S δ̄ = p

([
1− ε

2
,
1− ε

2
+

1

2k − 1

]
× {ε}

)
;

• ι = p

([
1

4
+

1

2(2k − 1)
,
1

4
+

1

2k − 1

]
×
{
1

2

})
.

Поскольку 4ℓα ≡ 1 (mod 2k − 1), то

f 4ℓ (p(L1) ∩ A) = p

(
L
1+

2
2k−1

)
∩ A. (11)

То есть факторизация A происходит согласно правилу, изображенному на рис. 9. В силу
предложения 13, модульная поверхность гомеоморфна ленте Мёбиуса M2 с краем δ = πf̂ (δ̄).

После ее разрезания вдоль кривой ι = πf̂ (ι), получим поверхность T̃2/f̂ , гомеоморфную
цилиндру C2 (см. рис. 9) и, следовательно, h = 0.

Положим Sδ = πf̂ (S̄δ) (см. рис. 9). Ориентируем поверхность T̃2/f̂ согласованно

с обходом S δ̄ от точки p

(
1

2
− ε, 2ε

)
к точке p

(
1

2
+

1

2k − 1
− ε, 2ε

)
. Тогда, согласно (11),

ωf̂ (Sδ) = 4ℓ. Положим ι = πf̂ (ῑ). Выбранная ориентация согласована с направлением обхо-
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да ι от точки p
(
1

4
+

1

2k − 1
,
1

2

)
к точке p

(
1

4
+

1

2(2k − 1)
,
1

2

)
. Заметим, что

4ℓα ≡ 1 (mod 2k − 1) ⇔ 4ℓα = (2k − 1)t+ 1, t ∈ Z.

Так как t должно быть нечетным, то 4ℓα ≡ 2k (mod 2 (2k − 1)) и, следовательно,

2k + 1− 4ℓα ≡ 1 (mod 2 (2k − 1)).

Тогда

f 2k−2ℓ−1

(
1

4
+

1

2k − 1
,
1

2

)
=

(
1

4
+

1

2k − 1
+

1

2
+

−2ℓα

2k − 1
,
1

2

)
=

(
1

4
+

1

2(2k − 1)
,
1

2

)
(mod 1).

Откуда ωf̂ (ι) = 2(k − ℓ)− 1.
Таким образом, f̂ имеет характеристику

χ
2,k,ℓ

: [0, 2(2k − 1);∅; {4ℓ}; {2(k − ℓ)− 1}].

Рис. 9. Модульная поверхность T2/f̂
2,k,ℓ
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Math. 50 (1), 189–358 (1927) [In German].
DOI: https://doi.org/10.1007/BF02421324

[2] О.В.Починка, С.Х.Капкаева, В.З. Гринес, Трехцветный граф как полный топологи-
ческий инвариант для градиентно-подобных диффеоморфизмов поверхностей, Ма-
тем. сб. 205 (10), 19–46 (2014).
DOI: https://doi.org/10.4213/sm8328

[3] J. Palis, C. Pugh, Fifty problems in dynamical systems, в сб.: Lecture Notes in Math. 468
Springer, Berlin-New York, 345–353 (1975).
DOI: https://doi.org/10.1007/BFb0082633

[4] E.Nozdrinova, O. Pochinka, Solution of the 33rd Palis–Pugh problem for gradient-like
diffeomorphisms of a two-dimensional sphere, Discrete Contin. Dyn. Syst. 41 (3),
1101–1131 (2021).
DOI: https://doi.org/10.3934/dcds.2020311

[5] A.A.Nozdrinov, E.V. Nozdrinova, O.V.Pochinka, Stable isotopy connectivity of gradi-
ent-like diffeomorphisms of 2-torus J. Geom. Phys. 207, art. 105352 (2025).
DOI: https://doi.org/10.1016/j.geomphys.2024.105352
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Classification of orientation reversing periodic
homeomorphisms of a two dimensional torus

T.D. Martynov, O.V.Pochinka, E.E. Chilina

Abstract. According to J. Nielsen and H.Hang, each class of topological conjugacy
of periodic homeomorphisms of orientable compact surfaces is completely described
by a finite set of data called the characteristic. For a two-dimensional sphere,
exhaustive classification results with the construction of linear representatives in
each conjugacy class were obtained by B. Kerekyarto. For a two-dimensional torus,
similar results were obtained with the participation of the authors of this article.
Here we find all the characteristics of orientation-changing periodic homeomor-
phisms of a two-dimensional torus. A homeomorphism representing a class of
topological conjugacy is constructed for each of them. The classification of periodic
homeomorphisms, in addition to being of independent interest, plays a key role in
solving the Palis–Pugh problem of constructing stable arcs in the space of discrete
dynamical systems, which is included in the list of 50 most important problems
of dynamical systems. For all classes of gradient-like diffeomorphisms of surfaces
where this problem is solved, the idea of a close connection of such systems with
periodic transformations was used. Thus, the obtained result will make it possible
to expand the class of systems for which the Palis problem has been solved.

Keywords: periodic homeomorphisms, two-dimensional torus, topological classifi-
cation.
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