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О минимальных множествах непрерывных отображений
на одномерных континуумах

Е.Н. Махрова

Аннотация. Пусть X – конечное дерево, а f : X → X – непрерывное отобра-
жение, имеющее нулевую топологическую энтропию и бесконечное минималь-
ное множество M . Нами доказано, что сужение f|M отображения f на M топо-
логически сопряжено отображению счетчика τα, где α = (j1, . . . , jn, 2, 2, . . .)

есть последовательность при ji ≥ 2 для 1 ≤ i ≤ n. Дано описание топологи-
ческой структуры конечных деревьев, на которых существуют непрерывные
отображения с нулевой топологической энтропией и бесконечным минималь-
ным множеством M , на котором отображение f|M топологически сопряжено
счетчику τα, где α = (j1, . . . , jn, 2, 2, . . .). В то же время для любой последова-
тельности α = (j1, . . . , ji, . . .), где ji ≥ 2 для всех i ≥ 1, существуют дендрит X,
не являющийся конечным деревом, и непрерывное отображение f с нулевой то-
пологической энтропией и бесконечным минимальным множеством M , на ко-
тором отображение f топологически сопряжено счетчику τα.

Нами также показано: если X – дендрит, а f : X → X – непрерывное отобра-
жение, имеющее нулевую топологическую энтропию и бесконечное минималь-
ное множество M , то существует такая последовательность α = (j1, . . . , ji, . . .)

(ji ≥ 2), что отображение f|M полусопряжено отображению счетчика τα.
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ческая точка, рекуррентная точка.
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Введение

1. Под континуумом будем понимать компактное связное метрическое простран-
ство. Пусть X – континуум, p – произвольная точка из X. Если связными компонентами
границы произвольной окрестности U(p) точки p в X являются одноточечные множе-
ства, то X называется одномерным континуумом (см., например, [1, том 1, гл. 2, §25, I]).
Локально связный континуум, не содержащий подмножеств, гомеоморфных окружности,
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называется дендритом. Из данного определения следует, что дендрит – одномерный кон-
тинуум.

Пусть X – дендрит, а p ∈ X. Тогда X \ {p} либо единственное связное множество,
либо представимо в виде конечного объединения связных множеств. Каждое связное мно-
жество из X \ {p} назовем компонентой точки p. Если множество X \ {p} связно,
то p называется концевой точкой дендрита X. Если X \ {p} состоит из более двух компо-
нент, то p – точка ветвления дендрита X. Дендрит с конечным числом концевых точек
называется конечным деревом.

Условимся обозначать через R(X) (E(X)) множество точек ветвления (концевых
точек) дендрита X.

ПустьX – компактное топологическое пространство, f : X → X – непрерывное отоб-
ражение. Непустое множество M ⊂ X называется минимальным относительно f , если
оно замкнуто, инвариантно и не содержит собственных подмножеств, удовлетворяющих
указанным свойствам. Если X само является минимальным множеством, то отображе-
ние f будем называть минимальным.

Одним из основных вопросов теории динамических систем является вопрос суще-
ствования минимальных множеств, их взаимосвязи с равенством нулю или положитель-
ностью топологической энтропии и свойствами динамической системы. Результаты такого
рода исследований непрерывных отображений отрезка или конечных деревьев связаны,
в основном, с конечными минимальными множествами, т. е. периодическими орбитами.
Так, например, установлена связь между периодами периодических точек, топологической
энтропией и свойствами непрерывного отображения отрезка (см., например, [2, гл. 3, § 3]).
В [3] получены условия на периодические орбиты непрерывного отображения конечного
дерева, при выполнении которых топологическая энтропия заданного отображения по-
ложительная. Отметим, что свойства как конечных, так и бесконечных минимальных
множеств у непрерывного отображения отрезка и 3-ода изучались в [4, 5] с использова-
нием понятия D-функции минимального множества. В [6] описаны свойства бесконечных
минимальных множеств у непрерывного отображения отрезка с нулевой топологической
энтропией. Что касается непрерывных отображений дендритов, то конечные минимальные
множества не оказывают влияние на топологическую энтропию [7], зато существует связь
между свойствами бесконечных минимальных множеств и топологической энтропией [8].

В нашей работе изучаются свойства бесконечных минимальных множеств у непре-
рывного отображения с нулевой топологической энтропией, заданного на конечном дереве
и дендрите.

2. Чтобы сформулировать основные результаты работы, нам понадобится понятие
отображения счетчика (англоязычная версия – adding-machine, odometer, solenoid;
см., например, [9]).
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Пусть α = (j1, j2, . . .) – последовательность натуральных чисел, где ji ≥ 2 для любого
натурального числа i, и

△α = {(x1, x2, . . .) : xi ∈ {0, 1, . . . , ji − 1}, i ≥ 1}.

Определим метрику на △α, положив

dα((x1, x2, . . . ), (y1, y2, . . .)) =
∞∑
i=1

δ(xi, yi)

2i
,

где δ(xi, yi) = 1, если xi ̸= yi, и δ(xi, yi) = 0, если xi = yi.
Определим сложение в △α по следующему правилу:

(x1, x2, . . . ) + (y1, y2, . . .) = (z1, z2, . . . ),

где z1 = (x1+ y1)mod j1 и z2 = (x2+ y2+ t1)mod j2. Здесь t1 = 0, если x1+ y1 < j1, и t1 = 1,
если x1 + y1 ≥ j1, и т. д.

Определим отображение счетчика или просто счетчик τα : △α → △α так, чтобы

τα(x1, x2, . . .) = (x1, x2, . . .) + (1, 0, 0, . . .).

Если ji = 2 при любом i ≥ 1, то положим α = 2, а отображение τ2 будем называть
двоичным счетчиком.

В [10, теорема 4.1] показано, что для любой последовательности α счетчик τα явля-
ется минимальным отображением. Отметим, что отображение счетчика играет важную
роль в описании динамики непрерывного отображения отрезка (см., например, [11–13]).

Перейдем к основным результатам работы. Первая теорема является характери-
стическим свойством бесконечного минимального множества у непрерывного отображе-
ния конечного дерева с нулевой топологической энтропией и является обобщением ре-
зультата А. Катка и Б. Хасселблата, доказанного для непрерывного отображения отрезка
(см. далее теорему 9).

Теорема 1. Пусть X – конечное дерево, непрерывное отображение f : X → X имеет
нулевую топологическую энтропию и бесконечное минимальное множество M . Тогда

1) существует такая последовательность α, что отображение f|M топологиче-
ски сопряжено счетчику τα, т. е. существует гомеоморфизм h : M → △α, для
которого τα ◦ h = h ◦ f|M ;

2) найдется такое натуральное число n ≥ 1, что ji ≥ 2 для 1 ≤ i ≤ n, а ji = 2 для
всех i ≥ n+ 1, т. е. последовательность α имеет вид (j1, . . . , jn, 2, 2, . . .).

Следующая теорема является обратной для теоремы 1 и описывает структуру ко-
нечного дерева, допускающего существование непрерывного отображения с нулевой топо-
логической энтропией и с бесконечным минимальным множеством, сужение отображения
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на которое топологически сопряжено счетчику τα, где α – любая наперед заданная после-
довательность вида

(j1, . . . , jn, 2, 2, . . .), где ji ≥ 2 для 1 ≤ i ≤ n. (1)

Теорема 2. Для любой последовательности α вида (1) существуют конечное дерево X,
у которого cardR(X) = 1 + j1 + . . .+ jn−1, и непрерывное отображение f : X → X с ну-
левой топологической энтропией такие, что f имеет бесконечное минимальное мно-
жество M , на котором отображение f|M топологически сопряжено счетчику τα, где
card (·) – мощность множества (·).

Отметим, что для любого конечного дерева X, у которого число точек ветвления
меньше, чем 1 + j1 + . . .+ jn−1 и любой последовательности α вида (1) существует непре-
рывное отображение f : X → X, имеющее бесконечное минимальное множество M , на ко-
тором отображение f|M топологически сопряжено счетчику τα, но топологическая энтро-
пия f положительна.

Следующая теорема показывает, что дендриты допускают существование непрерыв-
ных отображений с нулевой топологической энтропией, имеющих бесконечное минималь-
ное множество, на котором каждое заданное отображение топологически сопряжено счет-
чику τα для любой наперед заданной последовательности α.

Теорема 3. Для любой последовательности α существуют дендрит Y и непрерывное
отображение f : Y → Y , обладающее следующими свойствами:

1) топологическая энтропия f равна нулю;
2) f имеет бесконечное минимальное множество M , сужение отображения на ко-

торое топологически сопряжено счетчику τα.

В следующей теореме выделен класс дендритов, на которых любое непрерывное отоб-
ражение с нулевой топологической энтропией и бесконечным минимальным множеством
имеет свойство, связанное с отображением счетчика.

Теорема 4. Пусть X – дендрит со счетным числом концевых точек, f : X → X – непре-
рывное отображение, имеющее нулевую топологическую энтропию и бесконечное мини-
мальное множество M . Тогда существует такая последовательность α, что суже-
ние f|M отображения f на M полусопряжено отображению счетчику τα, т. е. суще-
ствует такое непрерывное сюръективное отображение h : M → △α, что τα ◦ h = h ◦ f .

Данная теорема неверна в случае, когдаX является окружностью или конечным гра-
фом [8, теорема 1.7]. Отметим также, что различия в свойствах отображений, заданных
на конечных деревьях и дендритах, у которых имеется бесконечное минимальное множе-
ство (см. утверждение 1) теоремы 1 и теорему 4), связаны с различной топологической
структурой самого бесконечного минимального множества (см., например, [14, 15]).

В заключение данного раздела отметим, что с каждым годом растет интерес к ди-
намическим системам, заданным на одномерных разветвленных континуумах, поскольку
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они появляются как множества Жюлиа в комплексных динамических системах [16], как
предельные множества динамических систем с фазовыми пространствами размерности,
не меньшей двойки [17, 18], как глобальные аттракторы косых произведений и интегри-
руемых отображений [19, 20], как аттракторы стягиваемых полигональных систем [21],
в задачах математической физики [22] и др.

1. Предварительные сведения

1. Обозначим через N – множество натуральных чисел, C – множество комплексных
чисел, через i мнимую единицу.

Пусть X – дендрит, A – подмножество в X. Обозначим через diamA диаметр мно-
жества A; cardA мощность множества A.

Следуя работе [23], связное подмножество дендрита X, замыкание которого гомео-
морфно отрезку [0; 1] на прямой R1, будем называть дугой.

Символом [x; y] будем обозначать дугу с концами в точках x и y, содержащую эти
точки. Положим (x; y] = [x; y] \ {x}, [x; y) = [x; y] \ {y}, (x; y) = [x; y]\{x; y}.

Отметим следующие свойства дендритов.

Лемма 5 ([1]). Пусть X – дендрит. Тогда
1) любые различные две точки x, y в X можно соединить единственной дугой [x; y];
2) множество R(X) точек ветвления дендрита X не более, чем счетно;
3) любой подконтинуум дендрита – дендрит.

ЕслиX – конечное дерево, то R(X) конечно. Более того, для любой точки p вX число
компонент точки p также конечно. Число компонент точки p будем называть порядком
точки p и обозначать через ordX p.

2. Пусть f : X → X – непрерывное отображение дендрита X, p – произвольная точ-
ка в X. Точка p называется
– периодической точкой отображения f , если существует такое n ∈ N, что fn(p) = p; наи-
меньшее n, удовлетворяющее данному условию называется периодом точки p. Если n = 1,
то p называется неподвижной точкой отображения f ;
– устойчивой по Пуассону относительно f , если для любой окрестности U(p) точки p

найдется такое n ∈ N, что fn(p) ∈ U(p);
– рекуррентной относительно f , если p – устойчивая по Пуассону и для любой окрест-
ности U(p) точки p существует k0 ∈ N такое, что если f j(p) ∈ U(p) для некоторого j ≥ 1,
то существует натуральное число 0 < k ≤ k0, для которого f j+k(x) ∈ U(p);
– почти периодической относительно f , если для любой окрестности U(p) точки p най-
дется такое натуральное число n ≥ 1, что fnj(p) ∈ U(p) для любого j ≥ 1.

Обозначим через Fix(f), Per(f), Poiss(f), Rec(f), AP(f) – множество неподвижных
точек, периодических точек, устойчивых по Пуассону точек, рекуррентных точек, почти
периодических точек отображения f , соответственно.
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Из приведенных выше определений следуют включения:

Fix(f) ⊆ Per(f) ⊆ AP(f) ⊆ Rec(f) ⊆ Poiss(f). (2)

А из определения рекуррентной точки получаем равенство:

Rec(f) = Rec(fn) для любого n ∈ N. (3)

Следующая теорема устанавливает связь между минимальным множеством и мно-
жеством рекуррентных точек у непрерывного отображения континуума и является пе-
реформулировкой характеристического свойства минимальных множеств, полученного
Дж.Биркгофом [24, гл. 7, §7].

Теорема 6 ([25]). Пусть X – континуум, f : X → X – непрерывное отображение, точ-
ка x ∈ X. Множество {f i(x)}i≥0 является минимальным тогда и только тогда, когда
x ∈ Rec(f).

Для доказательства основных результатов работы нам понадобятся следующие утвер-
ждения, касающиеся свойств минимальных множеств.

Лемма 7 ([26]). Пусть f : M →M – минимальное отображение. Тогда для любого от-

крытого множества U ⊂M найдется такое n0 ∈ N, что
n0⋃
n=0

f−n(U) =M.

Теорема 8 ([9]). Пусть f : X → X – непрерывное отображение компактного метри-
ческого пространства X, M – бесконечное минимальное множество в X относитель-
но f . Если любая точка x ∈M является почти периодической относительно f , то най-
дется такая последовательность α, что отображение f|M топологически сопряжено
счетчику τα.

Теорема 9 ([6, теорема 11.3.13]). Пусть непрерывное отображение f : [0; 1] → [0; 1] от-
резка [0; 1] ⊂ R1 имеет нулевую топологическую энтропию и замкнутое топологически
транзитивное множество M (т. е. существует точка x ∈M такая, что {f i(x)}i≥0=M)

без периодических точек. Тогда отображение f|M топологически сопряжено двоичному
счетчику τ2.

В частности, теорема 9 справедлива, если M – бесконечное минимальное множество,
поскольку любое бесконечное минимальное множество является топологически транзи-
тивным замкнутым множеством без периодических точек.

3. Определение топологической энтропии для непрерывного отображения компакт-
ного топологического пространства введено в [27], где доказано следующая

Лемма 10 ([27, теорема 2]). Для любого непрерывного отображения f : X → X компак-
та X справедливо равенство h(fn) = n · h(f).
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Положительность топологической энтропии у одномерных динамических систем ча-
ще всего устанавливается в случае существования подковы у заданного отображения. На-
помним определение подковы.

Определение 11. Пусть f : X → X – непрерывное отображение дендрита X. Будем го-
ворить, что f имеет подкову, если существуют непустые непересекающиеся подконтину-
умы A, B в X такие, что f(A) ∩ f(B) ⊃ A ∪B.

Подкову отображения f будем обозначать через (A, B).
Следующая теорема является непосредственным следствием определений топологи-

ческой энтропии [27] и подковы (см. также [23]).

Теорема 12. Если непрерывное отображение f : X → X компактного топологического
пространства X имеет подкову, то топологическая энтропия отображения f положи-
тельна.

2. Доказательство теоремы 1

Для доказательства теоремы 1 нам потребуются следующие вспомогательные утвер-
ждения.

Теорема 13 ([28]). Пусть f : X → X – непрерывное отображение дендрита X, у кото-
рого множество концевых точек не более чем счетно, а Y – подконтинуум в X такой,
что Y ⊆ f(Y ). Тогда Y ∩ Per(f) ̸= ∅.

Пусть X – дендрит, A – подмножество в X. Положим

[A] =
⋃

x,y∈A

[x, y].

Приведем необходимое нам свойство множества [A].

Лемма 14 ([29]). Пусть X – дендрит, A – замкнутое множество в X. Тогда [A] – денд-
рит, причем множество E([A]) концевых точек дендрита [A] удовлетворяет условию:
E([A]) ⊆ A.

Пусть непрерывное отображение f : X → X конечного дерева X имеет бесконечное
множество M . Поскольку X – конечное дерево, то в силу леммы 14 [M ] – конечное дере-
во или дуга. Следующее утверждение устанавливает факт существования периодической
точки на [M ] у непрерывного отображения f .

Лемма 15. Если непрерывное отображение f : X → X конечного дерева X имеет бес-
конечное минимальное множество M , то существует периодическая точка p в [M ],
причем ord Y p ≥ 2.
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Доказательство. Так как минимальное множество замкнуто, то в силу леммы 14
[M ] – конечное дерево, частным случаем которого является дуга, причем E(Y ) ⊂M . Поло-
жим Y = [M ]. Из непрерывности f получаем, что f(Y ) связно. Так как M – минимальное
множество, то f(M) =M . Отсюда и из условий «E(Y ) ⊂M», «f(Y ) связно» получаем,
что Y ⊆ f(Y ). В силу теоремы 13 существует периодическая точка p в Y . Поскольку
E(Y ) ⊂M , а p /∈M , то p /∈ E(Y ), т. е. ord Y p ≥ 2. Лемма 15 доказана.

Отметим, если X – дендрит, не являющийся конечным деревом, то непрерывное
отображение f : X → X, у которого существует бесконечное минимальное множество M ,
может не иметь периодических точек на [M ] (см., например, [28, 29]). В случае, когда
X – конечное дерево и непрерывное отображение f : X → X имеет бесконечное мини-
мальное множество M , то из леммы 15 получаем, что

[M ] ∩ Per(f) ̸= ∅.

Пусть p – любая периодическая точка из [M ], a x – произвольная точка в M . Положим
Y = [M ]. Обозначим компоненту точки p в Y , содержащую точку x, через Yx(p). Докажем
вспомогательное утверждение.

Лемма 16. Пусть непрерывное отображение f : X → X конечного дерева X имеет ну-
левую топологическую энтропию и бесконечное минимальное множество M . Тогда для
любой периодической точки p в Y = [M ] периода m и произвольной точки x ∈M суще-
ствует натуральное число n, кратное m, такое, что {fni(x)}i≥0 ⊂ Yx(p).

Доказательство. Так как x ∈ M , то согласно теореме 6 имеем x ∈ Rec(f). В силу (3)
получаем, что x ∈ Rec(fm). Тогда из определения рекуррентной точки относительно fm

следует
Yx(p) ∩ {fmi(x)}i≥1 ̸= ∅.

Рассмотрим следующие случаи:
(I) существует такое натуральное число i0 ≥ 1, что x ∈

(
p; fmi0(x)

)
;

(II) для любого натурального числа i ≥ 1 не выполнено условие (I).

Пусть имеет место случай (I). Положим g = fmi0 . Тогда g(p) = p, и x ∈ (p; g(x)).
Покажем, что gi(x) ∈ Yx(p) для любого числа i ≥ 1. Предположим противное. Тогда
существует натуральное число s ≥ 2 такое, что gs(x) /∈ Yx(p). Так как g(p) = p, и g([p; x])
связно в силу непрерывности g, то

g([p; x]) ⊇ [p; g(x)] ⊃ [p; x].

Поэтому найдется точка x1 ∈ (p; x), для которой g(x1) = x. Тогда

g([p; x1]) ⊇ [p; g(x1)] ⊃ [p; x1].
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Следовательно, существует точка x2 ∈ (p; x1) такая, что g(x2) = x1. Повторим приведен-
ные рассуждения (s − 1) раз (s ≥ 2). В результате построим набор точек x1, . . . , xs−1,
удовлетворяющих следующим свойствам:

1) xi ∈ (p; xi−1) для всех 2 ≤ i ≤ s− 1;
2) g(xi) = xi−1, и, следовательно, gi(xi) = x для каждого 1 ≤ i ≤ s− 1.

Покажем, что отображение gs имеет подкову ([p; xs−1], [xs−2; g(x)]). Из свойства 1)
точек {xi}s−1

i≥1 следует, что xs−1 ∈ (p; xs−2). Поэтому

[p; xs−1] ∩ [xs−2; g(x)] = ∅.

Используя непрерывность g, свойства 1)–2) набора точек {xi}s−1
i=1 , получаем:

gs([p; xs−1]) ⊇ g([p; g(s−1)(xs−1)]) = g([p; x]) ⊇ [p; g(x)] ⊃ [p; xs−1] ∪ [xs−2; g(x)],

gs([xs−2; g(x)]) ⊇ g2([g(s−2)(xs−2); g
(s−1)(x)]) = g2([x; g(s−1)(x)]) ⊇ g([g(x); gs(x)]) ⊃

⊃ g([p; x]) ⊇ [p; g(x)] ⊃ [p; xs−1] ∪ [xs−2; g(x)].

Таким образом, gs имеет подкову ([p; xs−1], [xs−2; g(x)]). В силу теоремы 12 топологиче-
ская энтропия отображения gs положительная. Согласно лемме 10 топологическая энтро-
пия отображения f также положительна. Последнее противоречит условиям леммы 16.
Поэтому {gi(x)}i≥0 = {fni(x)}i≥0 ⊂ Yx(p), где n = mi0. В первом случае лемма 16 справед-
лива.

Пусть имеет место случай (II). Выберем окрестность U(x) точки x таким образом,
чтобы U(x) ⊂ Yx(p), и

(U(x) \ {x}) ∩R(Y ) = ∅. (4)

Поскольку x ∈M , то согласно теореме 6 справедливо x ∈ Rec(f). Используя (3), получаем,
что x ∈ Rec(fm). Положим g = fm. Из определения рекуррентной точки отображения g

следует существование такого натурального числа j ≥ 1, что gj(x) ∈ U(x). Согласно (4)
в случае (II) имеем: gj(x) ∈ (p; x). Выберем окрестность U(gj(x)) точки gj(x) cо следую-
щими свойствами:

U(gj(x)) ⊂ U(x), U(gj(x)) ∩ {x} = ∅.

В силу леммы 7 найдется такое натуральное число s ≥ 1, что

(g−s(x) ∩M) ∩ U(gj(x)) ̸= ∅.

Пусть y ∈ (g−s(x) ∩M) ∩ U(gj(x)). Из (4) и выбора окрестности U(gj(x)) точки gj(x) по-
лучаем, что y ∈ (p; x), причем gs(y) = x. В силу рассмотренного случая (I) выполнено
включение: {gsi(y)}i≥0 ⊂ Yy(p). Следовательно, {gsi(x)}i≥0 ⊂ Yy(p). Поскольку точки x и y
принадлежат одной компоненте точки p, то {gsi(x)}i≥0 ⊂ Yx(p). Положим n = ms. Тогда
все точки {fni(x)}i≥0 лежат на одной компоненте точки p. Лемма 16 доказана.
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Лемма 17. Пусть непрерывное отображение f : X → X конечного дерева X имеет ну-
левую топологическую энтропию и бесконечное минимальное множество M . Тогда най-
дется натуральное число n и множество M0 ⊂ M такие, что M0 – минимальное мно-
жество относительно fn, и [M0] является дугой.

Доказательство. Положим Y (0) = [M ]. Утверждение леммы 17 справедливо, если Y (0)

является дугой. Рассмотрим случай, когда Y (0) отлично от дуги, т. е. R(Y (0)) ̸= ∅. В силу
леммы 15 существует точка p1 ∈ Y (0) ∩ Per(f), причем ord Y (0) p1 ≥ 2. Так как R(Y (0)) ко-
нечно, а ord Y (0) p1 ≥ 2, то найдется компонента Y

(0)
i1

(p1) точки p1 в Y (0) (1 ≤ i1 ≤ ord p1)
со следующим свойством:

cardR(Y
(0)
i1

(p1)) < cardR(Y (0)). (5)

Пусть x1 – любая точка из M ∩ Y (0)
i1

(p1). Согласно лемме 16 найдется такое натуральное
число n1, кратное периоду точки p1, что

{fn1i(x1)}i≥0 ⊂ Y
(0)
i1

(p1).

Положим M1 = {fn1i(x1)}i≥0. Так как x1 ∈M , то из теоремы 6 получаем x1 ∈ Rec(f).
Согласно (3) имеем x1 ∈ Rec(fn1). Тогда из теоремы 6 следует, что M1 – минималь-
ное множество относительно fn1 . Поскольку p1 /∈M , то M1 ⊂ Y

(0)
i1

(p1). Следовательно,
[M1] ⊂ Y

(0)
i1

(p1). Положим Y (1) = [M1]. Учитывая (5), получаем

cardR(Y (1)) < cardR(Y (0)).

Если cardR(Y (1)) = ∅, то Y (1) – дуга, и лемма 17 доказана. В противном случае повторим
рассуждения, приведенные выше. Так как множество точек ветвления конечного дерева
конечно, то найдется натуральное число k ≤ cardR(Y 0) такое, что Y (k) = [Mk] является
дугой, где Mk – минимальное множество относительно fn1·...·nk . Лемма 17 доказана.

Для доказательства следующего утверждения нам потребуются определения моно-
тонного отображения и ретракции пространства на подмножество.

Определение 18 ([1, Том 2, §46, I]). Непрерывное отображение f : X → X конечного
дерева X называется монотонным, если полный прообраз f−1(A) любого связного под-
множества A из f(X) связен в X.

Определение 19 ([1, Том 1, §13, V]). Подмножество A пространства X называется
ретрактом пространства X, если существует непрерывное отображение r, называемое
ретракцией пространства X на множество A, такое, что r(x) = x для x ∈ A.

Следующая лемма устанавливает факт существования монотонной ретракции на лю-
бом конечном дереве.
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Лемма 20 ([30]). Пусть f : X → X – непрерывное отображение конечного дерева X.
Тогда для любого подмножества A в X существует монотонная ретракция r : X → A.

Докажем еще одно вспомогательное утверждение.

Лемма 21. Пусть X – конечное дерево, а непрерывное отображение f : X → X имеет
нулевую топологическую энтропию и бесконечное минимальное множество M , у кото-
рого [M ] является дугой. Тогда отображение f|M топологически сопряжено двоичному
счетчику τ2.

Доказательство. Положим I = [M ]. Согласно лемме 14 выполнено включение: E(I) ⊂M .
Тогда из непрерывности f и равенства f(M) =M следует, что I ⊆ f(I). Рассмотрим сле-
дующие случаи:

(i) f(I) = I;
(ii) I ̸= f(I).

Рассмотрим первый случай. Пусть h : I → [0; 1] – любой гомеоморфизм дуги I на от-
резок [0; 1]. Положим

φ = h ◦ f ◦ h−1 : [0; 1] → [0; 1].

Поскольку топологическая энтропия отображений f и h равна нулю, то топологическая
энтропия отображения φ также равна 0. Более того, φ имеет бесконечное минимальное
множество h(M). В силу теоремы 9 получаем, что отображение φ|h(M) топологически со-
пряжено двоичному счетчику τ2. Следовательно, отображение f|M также топологически
сопряжено τ2, и в первом случае лемма 21 доказана.

Пусть имеет место второй случай. Тогда I ⊂ f(I). В силу леммы 21 существует мо-
нотонная ретракция r : X → I конечного дерева X на дугу I. Положим

g = r ◦ f : I → I.

Из непрерывности f и r следует, что g – непрерывное отображение дуги I на себя. Посколь-
ку монотонное отображение конечного дерева имеет нулевую топологическую энтропию
(см. [7, теорема В]), то топологическая энтропия g равна 0. Так как f(M) =M , а r(x) = x

для любой точки x ∈M ⊂ I, то g имеет минимальное множество M , и g|M = f|M . В си-
лу рассмотренного первого случая отображение g|M топологически сопряжено двоичному
счетчику τ2. Поскольку g|M = f|M , то отображение f|M также топологически сопряжено τ2.
Лемма 21 доказана.

Доказательство теоремы 1. Пусть f : X → X – непрерывное отображение конечного де-
рева X, у которого топологическая энтропия равна 0, и f имеет бесконечное минимальное
множество M . Покажем, что любая точка x из M является почти периодической.

В силу леммы 17 найдутся натуральное число k и множество M0 в M такие, что
M0 – минимальное множество относительно fk, и [M0] является дугой. Согласно лемме 21
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сужение fk
|M0

отображения fk на M0 топологически сопряжено двоичному счетчику. Сле-
довательно, любая точка x из M0 является почти периодической относительно fk. Соглас-
но определению почти периодической точки относительно fk получаем, что для любой
окрестности U(x) точки x существует натуральное число s такое, что

(fk)si(x) = f (ks)i(x) ∈ U(x).

Отсюда следует, что x ∈ AP(f).
Положим Mi = f i(M0) для 1 ≤ i ≤ k − 1, M =M0 ∪ . . . ∪Mk−1. Из определения по-

чти периодической точки следует, что для любой точки x из M0 имеем: f i(x) ∈ AP(fk)

(1 ≤ i ≤ k − 1). Следовательно, Mi ⊂ AP(fk) (1 ≤ i ≤ k − 1). Повторяя приведенные вы-
ше рассуждения, получаем, что Mi ⊂ AP(f) (1 ≤ i ≤ k − 1). Таким образом, любая точка
из M является почти периодической относительно f . В силу теоремы 8 существует та-
кая последовательность α, что отображение f|M топологически сопряжено счетчику τα.
Утверждение 1) теоремы 1 доказано.

Докажем утверждение 2) теоремы 1. В силу утверждения 1) теоремы 1 существует
последовательность α = (j1, . . . , ji, . . .) такая, что отображение f|M топологически сопря-
жено счетчику τα. Следовательно, отображение fk

|M топологически сопряжено отображе-
нию τ kα . НоM состоит из k инвариантных относительно fk подмножествMi (0 ≤ i ≤ k − 1),
поэтому отображение fk

|Mi
топологически сопряжено счетчику τ kα . С другой стороны, из до-

казательства утверждения 1) следует, что отображение fk
|Mi

топологически сопряжено τ2
для каждого числа 0 ≤ i ≤ k − 1. Поэтому из определения счетчика получаем, что суще-
ствует n ∈ N такое, что ji = 2 для всех i ≥ n+ 1, т. е. последовательность α имеет вид (1).

Теорема 1 доказана.

3. Доказательство теорем 2 и 3

Начнем с вспомогательных определений. Пусть n – натуральное число, и n ≥ 2.
Положим

Zn = {z ∈ C : zn ∈ [0; 1]}. (6)

При n = 2 множество Z2 есть отрезок [−1; 1]. Если n ≥ 3, то множество Zn называется
n-одом. Отметим, что n-од имеет единственную точку ветвления 0.

Доказательство теоремы 2 начнем со случая, когда конечное дерево является n-одом,
n ≥ 3 (для n = 2 см. теорему 9).

Лемма 22. Для любой последовательности α вида (n, 2, 2, . . .), где n ≥ 2 существует
непрерывное отображение f : Zn → Zn n-ода Zn такое, что топологическая энтропия f
равна 0, и f имеет бесконечное минимальное множество M , на котором f топологичес-
ки сопряжено счетчику τα.

Доказательство. Начнем с построения вспомогательных отображений.
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1. Пусть g(z) = λ∗z(1− z) : [0; 1] → [0; 1] – непрерывное отображение отрезка [0; 1],
где λ∗≈ 3,56995 – предельное значение параметров удвоения периодов (см., например, [11]).
Отображение g имеет бесконечное минимальное множество M0, на котором g топологиче-
ски сопряжено двоичному счетчику τ2 (см, например, [31], [2, гл. 1, §2]). Топологическая
энтропия g равна 0 [2, гл. 3, §3].

2. Введем обозначение Ij = [0; e2πij/n], где 0 ≤ j ≤ n − 1. Тогда Zn =
n−1⋃
j=0

Ij. Опреде-

лим вспомогательное отображение φn : Zn → Zn, задающее поворот на угол 2π/n против
часовой стрелки, т. е.

φn(z) = z · e2πi/n, если z ∈ Zn. (7)

Тогда

φn(Ij) =

Ij+1, если 0 ≤ j ≤ n− 2;

I0, если j = n− 1.
(8)

Отметим, что φn – гомеоморфизм, φn(0) = 0 для любого n ∈ N, а любая точка z ∈ Zn \{0}
является периодической периода n.

3. Перейдем к построению отображения f : Zn → Zn. Положим
1) f(z) = φn ◦ g(z), если z ∈ I0;

2) f(z) = φn(z), если z ∈
n−1⋃
j=1

Ij.

Изучим свойства отображения f .
(i) Поскольку топологическая энтропия отображений g и φn равна 0, то топологиче-

ская энтропия f также равна нулю.
(ii) Напомним, что отображение g имеет бесконечное минимальное множество M0

такое, что отображение g|M0 топологически сопряжено двоичному счетчику τ2. Положим
Mj = f j(M0) для 1 ≤ j ≤ n− 1. Тогда отображение f имеет бесконечное минимальное мно-
жество

M =M0 ∪ . . . ∪Mn−1.

(iii) Покажем, что f|M топологически сопряжено счетчику τα, где α = (n, 2, 2, . . .).
Из задания отображения f следует, что fn(Mj) =Mj, и fn

|Mj
топологически сопря-

жено счетчику τ2 (0 ≤ j ≤ n− 1). Следовательно, относительно отображения fn каждой
точкe z ∈Mj соответствует бесконечная последовательность (k1, . . . , ki, . . .), где ki ∈ {0, 1}.
Доопределим каждую бесконечную последовательность следующим образом:
если z ∈Mj, 0 ≤ j ≤ n− 1, то данной точке будет соответствовать последовательность
(j, k1, . . . , ki, . . .). Тогда согласно (8) получаем, что f(z) соответствует последовательность
(j + 1, k1, . . . , ki, . . .), если 0 ≤ j ≤ n− 2, и (0, τ2(k1, . . . , ki, . . .)), если j = n− 1. Таким об-
разом, отображение f|M топологически сопряжено счетчику τα при α = (n, 2, 2, . . .). Лем-
ма 22 доказана.
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Доказательство теоремы 2. Пусть последовательность α имеет вид (j1, . . . , jn, 2, 2, . . .),
где ji ≥ 2 для 1 ≤ i ≤ n. В силу леммы 22 утверждение теоремы справедливо, если n = 1.
Поэтому рассмотрим случай, когда n ≥ 2.

I. Начнем с построения конечного дерева X.
Для каждого числа ji (1 ≤ i ≤ n) положим

Lji =

ji−1⋃
k=0

[
1

2
+

√
3

2
i;

k

ji − 1

]
. (9)

При ji = 2 множество Lji является дугой. Если ji ≥ 3, то Lji гомеоморфно ji-оду, при

этом
1

2
+

√
3

2
i ∈ R(Lji). Отметим, что diamLji = 1 (1 ≤ i ≤ n). Множество концевых точек

континуума Lji имеет вид:
{

k

ji − 1

}ji−1

k=0

.

Для каждого числа 2 ≤ i ≤ n введем вспомогательную функцию

gi(z) =
z

j1 · . . . · ji−1

, если z ∈ Lji . (10)

Положим L̃ji = gi(Lji) для 2 ≤ i ≤ n. Тогда из задания отображения gi(z) следует, что

diam L̃ji =
1

j1 · . . . · ji−1

. (11)

Точку gi

(
1

2
+

√
3

2
i

)
обозначим через pi (2 ≤ i ≤ n).

Для построения конечного дерева X будем объединять Lj1 и копии множеств L̃ji

(2 ≤ i ≤ n) следующим образом:

1. Положим Y1 = Lj1 , ai1 =
i1

j1 − 1
для 0 ≤ i1 ≤ j1 − 1.

2. Для каждого числа 0 ≤ i1 ≤ j1 − 1 определим отображение ψi1(z), задающее па-
раллельный перенос множества L̃j2 на C таким образом, чтобы ψi1(p2) = ai1 . Положим

Gi1 = ψi1(L̃j2), ai1,i2 = ψi1

(
g2

(
i2

j2 − 1

))
для 0 ≤ is ≤ js − 1, s ∈ {1, 2}. Так как

g2

(
i2

j2 − 1

)
∈ E(L̃j2) для любого числа 0 ≤ i2 ≤ j2 − 1, то ai1,i2 ∈ E(Gi1) (0 ≤ i1 ≤ j1 − 1).

Пусть Y2 =
j1−1⋃
i1=0

Gi1 . Из построения Y2 следует, что Y1 ∩ Y2 = {ai1}
j1−1
i1=0 . Согласно (11)

выполнено условие: Gi1 ∩Gs1 = ∅, если i1 ̸= s1 (0 ≤ i1, s1 ≤ j1 − 1). Поэтому Y1∪Y2 – конеч-
ное дерево, у которого ai1 ∈ R(Y1 ∪ Y2), a ai1,i2 ∈ E(Y1 ∪ Y2), где 0 ≤ is ≤ js − 1, s ∈ {1, 2}.

3. Для любого набора чисел (i1, i2), где 0 ≤ is ≤ js − 1, s ∈ {1, 2}, определим отобра-
жение ψi1,i2(z), задающее параллельный перенос L̃j3 на C таким образом, чтобы
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ψi1,i2(p3)=ai1,i2 . Положим Gi1,i2 =ψi1,i2(L̃j3), ai1,i2,i3 =ψi1,i2

(
g3

(
i3

j3 − 1

))
, где 0 ≤ is ≤ js − 1

(1 ≤ s ≤ 3). Поскольку g3
(

i3
j3 − 1

)
∈ E(L̃j3), то ai1,i2,i3 ∈ E(Gi1,i2). В силу (11) имеем

Gi1,i2 ∩Gk1,k2 = ∅, если (i1, i2) ̸= (k1, k2). (12)

Объединение всех Gi1,i2 обозначим через Y3, где 0 ≤ is ≤ js−1, s ∈ {1, 2}. Из построения Y3
и условия (12) следует, что Y1 ∪ Y2 ∪ Y3 – конечное дерево.

4. Повторим рассуждения пункта 3 для 3 ≤ k ≤ n− 2. В результате мы постро-
им конечное дерево Y1 ∪ . . . ∪ Yn−1, причем ai1,...,in−1 ∈ E(Y1 ∪ . . . ∪ Yn−1) (0 ≤ is ≤ js − 1,
1 ≤ s ≤ n− 1).

5. Опишем построение для k = n− 1.
Для любого набора чисел (i1, . . . , in−1), где 0 ≤ is ≤ js − 1, 1 ≤ s ≤ n− 1, опреде-

лим отображение ψi1,...,in−1(z), задающее параллельный перенос L̃jn на C таким обра-
зом, чтобы ψi1,...,in−1(pn) = ai1,...,in−1 . Положим Gi1,...,in−1 = ψi1,...,in−1(L̃jn), где 0 ≤ is ≤ js − 1,
1 ≤ s ≤ n− 1. Обозначим через Yn объединение всех Gi1,...,in−1 . Из (11) следует, что

Gi1,...,in−1 ∩Gk1,...,kn−1 = ∅, если (i1, . . . , in−1) ̸= (k1, . . . , kn−1).

Кроме этого,Gi1,...,in−1∩Yn−1 = {ai1,...,in−1}.Поэтому Y1∪. . .∪Yn – конечное дерево. Положим

X = Y1 ∪ . . . ∪ Yn.

Из построения дерева X следует, что cardR(X) = 1 + j1 + . . .+ jn−1. Концевыми точками

дерева X являются точки ψi1,...,in−1

(
gn

(
in

jn − 1

))
, которые мы обозначим через ai1,...,in ,

где 1 ≤ is ≤ js − 1, 1 ≤ s ≤ n.

II. Перейдем к построению отображения f : X → X.
Для любого числа 1 ≤ k ≤ n−1 определим Zjk как в (6), отображение φjk : Zjk → Zjk

как в (7), и пусть отображение f : Zjn → Zjn будет таким, как в доказательстве леммы 22.
Положим χ = f : Zjn → Zjn .

Разобьем задание отображения f : X → X на несколько шагов.

1) Пусть h : Zj1 → Y1 – любой гомеоморфизм такой, что h(Zj1) = Y1. Положим

f(z) = h ◦ φj1 ◦ h−1(z), если z ∈ Y1.

Тогда p1 ∈ Fix(f), а любая точка x из Y1 \ {p1} – периодическая точка периода j1. При
этом, для любой точки ai1 ∈ E(Y1) выполнено условие: f(ai1) = ai1+1, если 0 ≤ i1 ≤ j1 − 2,
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и f(ai1) = a0, если i1 = j1 − 1. Следовательно,

f([p1; ai1 ]) =

[p1; ai1+1], если 0 ≤ i1 ≤ j1 − 2;

[p1; a0], если i1 = j1 − 1.
(13)

2) Пусть 2 ≤ k ≤ n− 1. Опишем задание отображения f : Yk → Yk на множестве Yk.
Пусть hi1,...,ik−1

: Zjk → Gi1,...,ik−1
– произвольный гомеоморфизм такой, что

hi1,...,ik−1
(Zjk) = Gi1,...,ik−1

, где 0 ≤ is ≤ js − 1, 1 ≤ s ≤ k − 1. Определим f : Yk → Yk таким
образом, чтобы для любой точки z ∈ Gi1,...,ik−1

выполнялось равенство:

f j1·...·jk−1(z) = hi1,...,ik−1
◦ φjk ◦ h−1

i1,...,ik−1
(z).

Тогда любая точка z из Yk
∖ ⋃

0≤is≤js−1
1≤s≤k

{ai1,...,ik−1
} является периодической периода jk от-

носительно f j1·...·jk−1 , и, следовательно, периодической периода j1 · . . . · jk относительно
отображения f . Более того, для каждой точки ai1,...,ik ∈ E(Yk) справедливо:

f j1·...·jk−1(ai1,...,ik−1,ik) = ai1,...,ik−1,(ik+1), если 0 ≤ ik ≤ jk − 2,

f j1·...·jk−1(ai1,...,ik−1,ik) = ai1,...,ik−1,0, если ik = jk − 1.

Следовательно,

f j1·...·jk−1([p1; ai1,...,ik−1,ik ]) =

[p1; ai1,...,ik−1,(ik+1)], если 0 ≤ ik ≤ jk − 2;

[p1; ai1,...,ik−1,0], если ik = jk − 1.
(14)

3) Пусть hi1,...,in−1 : Zjn → Gi1,...,in−1 – гомеоморфизм Zjn наGi1,...,in−1 . Зададим отобра-
жение f : Yn → Yn таким образом, чтобы для любой точки z ∈ Gi1,...,in−1 ⊂ Yn выполнялось
равенство:

f j1·...·jn−1(z) = hi1,...,in−1 ◦ χ ◦ h−1
i1,...,in−1

(z).

Тогда f j1·...·jn−1(Gi1,...,in−1) = Gi1,...,in−1 для любых 0 ≤ is ≤ js − 1, 1 ≤ s ≤ n− 1. Пусть
i1 = . . . = in−1 = 0. Согласно лемме 22 отображение f j1·...·jn−1 имеет минимальное множе-
ство M0 ⊂ G0, ..., 0︸︷︷︸

n−1

такое, что f
j1·...·jn−1

|M0
топологически сопряжено счетчику τα1 , где

α1 = (jn, 2, 2 . . .). Положим Mj = f j(M0) для любого числа 1 ≤ j ≤ j1 · . . . · jn−1 − 1. Тогда
отображение f имеет минимальное множество

M =

j1·...·jn−1−1⋃
j=0

Mj.

Учитывая (13) и (14), получаем, что отображение f|M топологически сопряжено отобра-
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жению τα, где α = (j1, . . . , jn−1, jn, 2, 2 . . .).
Отметим, что f непрерывное отображение, имеющее нулевую топологическую эн-

тропию. Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Пусть α = (j1, . . . , jn, . . .) – любая последовательность нату-
ральных чисел, где jn ≥ 2. Начнем с построения дендрита Y .

Пусть для любого числа i ∈ N определены континуумы Lji как в (9), для любого
натурального числа i ≥ 2 определены отображения gi(z) как в (10). Положим L̃ji = gi(Lji)

для i ≥ 2. Так же как в доказательстве теоремы 2 обозначим через pi вершину L̃ji для
каждого числа i ∈ N. Предположим, что построены множества Y1, . . . , Yn как в п. I дока-
зательства теоремы 2. Обозначим концевые точки множества Yn через ai1,...,in так же как
в п. I доказательства теоремы 2.

Для любого набора чисел (i1, . . . , in), где 0 ≤ is ≤ js − 1, 1 ≤ s ≤ n, определим
отображение ψi1,...,in(z), задающее параллельный перенос L̃jn+1 на C таким образом, что-
бы ψi1,...,in(pn+1) = ai1,...,in . Положим Gi1,...,in = ψi1,...,in(L̃jn+1), где 0 ≤ is ≤ js − 1, 1 ≤ s ≤ n.
Из (11) следует, что

Gi1,...,in ∩Gk1,...,kn = ∅, если (i1, . . . , in) ̸= (k1, . . . , kn). (15)

Отметим, что Gi1,...,in ∩ Yn = {ai1,...,in} для любых 0 ≤ is ≤ js − 1, где 1 ≤ s ≤ n. Обозна-
чим через Yn+1 объединение всех Gi1,...,in . Применим принцип математической индукции.
В результате построим последовательность множеств {Yn}n≥1 таких, что

Yn ∩ Yn+1 =
⋃

0≤is≤js−1
1≤s≤n

{ai1,...,in}. (16)

Положим Y =
+∞⋃
n=1

Yn. Из построения Y следует, что Y связно и замкнуто. В силу (11)
получаем, что

diamY = 1 +
+∞∑
n=1

1

j1 · . . . · jn
. (17)

Так как для каждого n ≥ 1 выполнено неравенство: jn ≥ 2, то

1

j1 · . . . · jn
≤ 1

2n
.

Следовательно, ряд в (17) сходится, и Y – ограничено. Таким образом, Y – континуум.
Локальная связность Y следует из (11), поскольку

lim
n→∞

diamGi1,...,in = 0.

Из (15) и (16) получаем, что континуум Y не содержит дуг, гомеоморфных окружности.
Следовательно, Y – дендрит.
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Пусть e – любая точка из E(Y ), а p1 =
1

2
+

√
3

2
i. Согласно утверждению 1) лем-

мы 5 существует единственная дуга [p1; e] в Y , соединяющая точки p1 и e. Из построения
Y следует существование последовательности точек {ai1,...,in}n≥1 ⊂ R(Y ) (0 ≤ is ≤ js − 1,
1 ≤ s ≤ n), принадлежащих дуге [p1; e] таких, что

lim
n→+∞

ai1,...,in = e.

В результате каждой концевой точке e из Y поставлена в соответствие бесконечная после-
довательность (i1, . . . , in, . . .), где 0 ≤ in ≤ jn − 1, n ∈ N.

Построенный дендрит Y является обобщением дендрита Гехмана [32] (конструктив-
ное построение дендрита Гехмана, отличное от [32], см. также в [7]). Отметим, что денд-
рит Y является топологическим пределом конечных деревьев Y1 ∪ . . . ∪ Yn при n→ ∞.

Перейдем к построению отображения f : Y → Y . Идея построения отображения взя-
та из [7, теорема C], где построены дендрит X и непрерывное отображение f : X → X для
последовательности α = 2.

Зададим отображение f на Y1 как в п. 1) построения отображения f в доказа-
тельстве теоремы 2. На каждом множестве Yn (n ≥ 2) определим f как в п. 2) постро-
ения отображения f в доказательстве той же теоремы. В результате каждая точка z из
Yn

∖ ⋃
0≤is≤js−1
1≤s≤n−1

{ai1,...,in−1} является периодической периода j1·. . .·jn для любого числа n ∈ N.

Пусть e ∈ E(Y ), и e = lim
n→+∞

ai1,...,in , где ai1,...,in ∈ R(Y ). Так же как в [7, теорема C]
положим

f(e) = lim
n→+∞

f(ai1,...,in).

Построенное отображение f непрерывно, и f(E(Y )) = E(Y ). Более того, f – гомеомор-
физм.

Покажем, что любая точка e из E(Y ) является почти периодической относительно
отображения f . Пусть U(e) – произвольная окрестность точки p. Из построения Y и усло-
вия (11) получаем, что существуют натуральные числа n ≥ 1, i1, . . . , in, где 0 ≤ is ≤ js − 1

(1 ≤ s ≤ n), такие, что Gi1,...,in ⊂ U(e). Из построения отображения f следует равенство

f j1·...·jn(Gi1,...,in) = Gi1,...,in .

Положим k0 = j1 · . . . · jn. Тогда fk0k(e) ∈ U(e) для любого числа k ∈ N, т. е. e ∈ AP(f).
Согласно теореме 8 найдется последовательность α1 такая, что отображение f|E(Y ) топо-
логически сопряжено счетчику τα1 . C учетом (13) и (14) получаем, что α1 = (j1, . . . , jn, . . .),
т. е. α1 = α. Теорема 3 доказана.



128 Е.Н.Махрова

4. Доказательство теоремы 4

Начнем с необходимых определений.
Пусть непрерывное отображение f : X → X дендрита X имеет минимальное множе-

ство M . Минимальное множество M называется вполне минимальным, если для любого
натурального числа n ≥ 1 множество M является минимальным для fn.

Следуя работе [10], регулярным периодическим разложением множества M будем
называть набор множеств M0, . . . ,Mk−1 ⊂M таких, что M =M0 ∪ . . . ∪Mk−1,
f(Mi) =Mi+1(mod k) , и каждое Mi является минимальным относительно fk. Число k назы-
вается длиной M . Множество длин всех регулярных периодических разложений множе-
ства M называется идеалом разложения и обозначается через DI(M).

Если при некотором натуральном n ≥ 2 множество M не является минимальным
относительно fn, то M имеет регулярное периодическое разложение длины k, являющееся
делителем числа n [4]. Отметим, что DI(M) = {1} тогда и только тогда, когда множество
M является вполне минимальным [10].

Минимальное множество M будем называть относительно вполне минимальным,
если существует регулярное периодическое разложение M0, . . . ,Mn−1 при n ≥ 2 такое, что
каждое множество Mi является вполне минимальным относительно отображения fn.

Отметим, что минимальное множество M не является вполне минимальным и от-
носительно вполне минимальным, если идеал разложения DI(M) бесконечен [10]. В этом
случае M будем называть минимальным множеством с бесконечным идеалом.

Нам потребуются следующие вспомогательные утверждения.

Теорема 23 ([8]). Пусть X – дендрит со счетным числом концевых точек,
а f : X → X – непрерывное отображение, имеющее бесконечное минимальное множе-
ство M , которое является вполне минимальным или относительно вполне минималь-
ным. Тогда топологическая энтропия отображения f положительна.

Теорема 24 ([10, теорема 4.4]). Пусть f : X → X – минимальное отображение ком-
пактного метрического пространства X c бесконечным идеалом. Тогда существует та-
кая последовательность α, что отображение f полусопряжено счетчику τα.

Доказательство теоремы 4. Так как дендрит X имеет счетное число концевых точек,
то в силу теоремы 23 множество M является минимальным с бесконечным идеалом. То-
гда согласно теореме 24 существует последовательность α такая, что отображение f|M
полусопряжено счетчику τα. Теорема 4 доказана.

Список литературы

[1] К.Куратовский, Топология, Т. 1, Мир, М., 1966; Т. 2, Мир, М., 1969.

[2] А.Н.Шарковский, Ю.Л.Майстренко, Е.Ю.Романенко, Разностные уравнения
и их приложения, Наук. думка, Киев, 1986.



О минимальных множествах непрерывных отображений 129
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https://doi.org/10.1007/978-1-4899-2689-0_1

[13] A.Blokh, The “spectral” decomposition for one-dimensional maps, in: Dynam. Report.
Expositions Dynam. Systems 4, 1–59 (1995).
DOI: https://doi.org/10.1007/978-3-642-61215-2_1

[14] F. Balibrea, R.Hric, L’. Snoha, Minimal sets on graphs and dendrites, Internat. J. Bifur.
Chaos Appl. Sci. Engrg. 13 (7), 1721–1725 (2003).
DOI: https://doi.org/10.1142/S0218127403007576

[15] F. Balibrea, T.Downarowicz, R. Hric, L’. Snoha, V. S̆pitalský, Almost totally disconnected
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On minimal sets of continuous maps on one-dimensional
continua

E.N. Makhrova

Abstract. Let X be a finite tree and let f : X → X be a continuous map
with zero topological entropy and an infinite minimal set M . We show that the
restriction of f|M of f to M is topologically conjugate to adding-machine τα, where
α = (j1, . . . , jn, 2, 2, . . .) be the sequence for ji ≥ 2 if 1 ≤ i ≤ n. We describe the
topological structure of finite trees on which there exist continuous maps with
zero topological entropy and an infinite minimal set M on which the map f|M is
topologically conjugate to adding machine τα, where α = (j1, . . . , jn, 2, 2, . . .). At
the same time, for any sequence α = (j1, . . . , ji, . . .), where ji ≥ 2 for all i ≥ 1,
there exist a dendrite X that is not a finite tree and a continuous map f with
zero topological entropy and an infinite minimal set M on which the map f is
topologically conjugate to adding machine τα.

We also show that for any sequence α = (j1, . . . , jn, . . .), where ji ≥ 2 for all i ≥ 1,
there exist a dendrite X that is not a finite tree and a continuous map f with zero
topological entropy and an infinite minimal set M such that f|M is topologically
conjugate to adding-machine τα.

Keywords: dendrite, finite tree, minimal set, adding-machine, topological entropy,
almost periodic point, recurrent point.
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