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Продолжения фазовых траекторий и расширения
дифференциальных операторов

В.Ж. Сакбаев

Аннотация. Траектории движения вдоль бездивергентных векторных
полей в фазовом пространстве автономных систем дифференциальных уравне-
ний изучаются наряду с соответствующим эволюционным дифференциальным
уравнением первого порядка (уравнением Лиувилля), описывающим сдвиг ар-
гумента заданной на фазовом пространстве функции вдоль траекторий век-
торного поля. В качестве фазового пространства рассматриваются конечные
графы и плоские области. Отсутствие глобального по времени решения за-
дачи Коши для системы дифференциальных уравнений приводит к отсут-
ствию порождаемой задачей Коши группы преобразований пространства на-
чальных данных. Продолжение совокупности фазовых траекторий сопостав-
ляется с косоэрмитовым расширением дифференциального оператора, задан-
ного на гладких финитных функциях на фазовом пространстве. Установлено,
какие косоэрмитовы расширения дифференциального оператора первого по-
рядка ассоциированы с детерминированными продолжениями фазового пото-
ка, а какие – со стохастическими продолжениями траекторий через границу
фазового пространства.
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Введение

Гамильтоновы системы, фазовым пространством которых является евклидово про-
странство, наделенное трансляционно инвариантной симплектической формой [1–3], явля-
ются одним из основных объектов рассмотрения математической физики. Наличие инва-
риантной относительно гамильтонова потока меры на расширенном фазовом пространстве
позволяет получить купмановское унитарное представление потока в гильбертовом про-
странстве функций, квадратично интегрируемых по инвариантной мере.

Непродолжаемые решения уравнений с частными производными возникают в ряде
задач математической физики, в том числе, в задачах газодинамики [4,5], задачах нелиней-
ной оптики [1,3,6], задачах описания атмосферных явлений [7]. Эффект продолжаемости
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или непродолжаемости решения зависит от выбора функционального пространства и свя-
зан с уходом фазовой траектории в пространстве начальных данных на бесконечность
рассматриваемого функционального пространства.

Ограниченное гладкое векторное поле на евклидовом фазовом пространстве E одно-
значно определяет фазовый поток, который в случае бездивергентности поля допускает
унитарное представление в гильбертовом пространстве L2(E). В нашей работе изучается
автономная система дифференциальных уравнений, фазовым пространством E которого
может служить либо геометрический граф, представляющий собой конечный набор про-
межутков, либо область в двумерной евклидовой плоскости. В случае неограниченного
векторного поля или предкомпактности фазового пространства временной промежуток
существования фазовой траектории может быть ограниченным.

Для фазовых траекторий автономной системы дифференциальных уравнений иссле-
дуются явления ухода на бесконечность или достижения границы фазового пространства
за конечное время. В рассматриваемых в работе задачах фазовое пространство за исклю-
чением конечного множества точек положений равновесия допускает расслоение на од-
номерные фазовые траектории. Множество концов фазовых траекторий будем называть
множеством граничных точек стока (либо источника), если движение от некоторой внут-
ренней точки фазового пространства вдоль векторного поля к концу фазовой траектории
(либо к некоторой внутренней точке фазового пространства вдоль векторного поля от кон-
ца фазовой траектории) происходит за конечное время. Определение граничной (или кон-
цевой) точки фазовой траектории будет дано ниже в разделе 1 для графа и в разделе 4
для фазовой плоскости.

Наряду с автономной системой дифференциальных уравнений на фазовом простран-
стве рассматривается задача Коши для уравнения Лиувилля, описывающего купманов-
ское представление сдвигов аргумента функции, заданной на фазовом пространстве, вдоль
векторного поля системы дифференциальных уравнений [8]. Как известно, дифференци-
альный оператор Лиувилля, действующий в пространстве функций на фазовом простран-
стве, квадратично интегрируемых по мере, инвариантной относительно сдвига вдоль век-
торного поля, кососимметричен. Мы покажем, что его отрицательный и положительный
индексы дефекта определяются мощностями множеств граничных точек стока и источ-
ника соответственно. В классе граничных условий, обеспечивающих корректную разре-
шимость задачи Коши для уравнения Лиувилля [9], найдены те, при которых оператор
Лиувилля косоэрмитов. Выделены такие косоэрмитовы расширения кососимметричного
оператора Лиувилля, которые генерируют купмановские унитарные представления фазо-
вых потоков, полученных с помощью гамильтоновых продолжений локальных фазовых
траекторий.

Показано, что множество гамильтоновых продолжений фазового потока, порожда-
емого векторными полями в фазовом пространстве, параметризуется множеством отоб-
ражений границы стоков на границу источников, тогда как множество косоэрмитовых
расширений соответствующего дифференциального оператора – группой унитарных пре-
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образований гильбертова пространства (конечномерного в случае графа и сепарабельно-
го в случае гамильтоновой системы на плоскости [10]). Теоремы 12 и 20 устанавливают,
что подгруппа перестановок в группе унитарных преобразований пространства граничных
значений соответствует тем косоэрмитовым расширениям, которые задают купмановское
унитарное представление некоторых гамильтоновых продолжений фазового потока. Дру-
гие косоэрмитовы расширения генерируют унитарные группы, являющиеся представле-
ниями недетерминированных продолжений локальных траекторий систем обыкновенных
дифференциальных уравнений посредством рассеяния в граничных точках.

Рассматриваются потоки частиц в векторных полях на графах. Получено описа-
ние множества самосопряженных расширений соответствующих операторов Шредингера,
первоначально заданных на пространствах гладких функций с носителями, не содержа-
щими вершин графа. При описании самосопряженных расширений дифференциальных
операторов на геометрическом графе не учитывается тот факт, какие ребра графа имеют
общие вершины, а также фактор близости или удаленности вершин графа друг от дру-
га. В рассматриваемой модели переходы с одного ребра на другое возможны независимо
от близости конца одного ребра к началу другого. Существуют и такие модели динамики
частиц на графе, в которых переход с одного ребра на другое возможен только если ребра
имеют общую вершину [11,12].

Рассмотрены также потоки на фазовой плоскости двумерной гамильтоновой систе-
мы, траектории которой являются непродолжаемыми в том смысле, что уходят
на бесконечность за конечное время. Например, уход на бесконечность возможен и для фа-
зовых траекторий двумерных гамильтоновых систем, описываемых уравнениями
Эмдена–Фаулера. В работах [13, 14] для класса дифференциальных уравнений типа
Эмдена–Фаулера исследуется структура семейства как продолжаемых, так и сингулярных
непродолжаемых решений, получены оценки промежутков существования непродолжае-
мых траекторий.

В этой работе расслоённое на фазовые траектории фазовое пространство гамильто-
новой системы рассмотрено как граф с континуальным множеством ребер.
Как и в случае графа с конечным множеством ребер, продолжения совокупности фазовых
траекторий до фазового потока параметризуются биективным отображением множества
граничных точек стока на множество граничных точек источника, сохраняющим значения
функционала энергии.

Влияние достижимости конечности времени движения по фазовой траектории на кор-
ректность задачи Коши для дифференциальных уравнений на функцию, заданную на фа-
зовом пространстве, изучалось в работах [15–17] в случае уравнений первого порядка или
второго порядка с вырождением [15,18].

Структура нашей статьи такова.
В разделе 1 исследован оператор, заданный невырожденным векторным полем на гео-

метрическом графе, определена зависимость индексов дефекта оператора от свойств век-
торного поля на графе.
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В разделах 2 и 3 установлена связь детерминированных продолжений траекторий
на графе и рассеяния траекторий на вершинах графа со свойствами косоэрмитовых рас-
ширений кососимметрического оператора Лиувилля.

В разделе 4 рассмотрены дифференциальные операторы, порожденные гамильто-
новыми векторными полями на фазовой плоскости двумерной гамильтоновой системы,
время движения по фазовым траекториям которой ограничено. Рассмотрены детермини-
рованные и стохастические продолжения траекторий через момент ухода на бесконечность
и их связь со свайствами косоэрмитовых расширений оператора Лиувилля.

1. Дифференциальные операторы на графах

Исследуем динамику частиц на графе с конечным числом ребер. Граф Γ мы бу-
дем отождествлять с занумерованным конечным множеством интервалов. Таким образом,
Γ – граф, если существует N ∈ N такое, что Γ =

⋃
j∈I

Γj, где I = {1, . . . , N} – множество ин-

дексов графа, Γj = (j,∆j), где j – номер ребра Γj, ∆j = (αj, βj) – интервал j-го ребра Γj.
Точка x графа Γ представляет собой упорядоченную пару (j, x), где j ∈ I, x ∈ ∆j. Если
x = (j, x), то x ∈ Γj и x – координата точки x ребра Γj. На каждом ребре Γi ⊂ Γ его ориен-
тация (т. е. ориентация промежутка ∆j) выбрана по возрастанию числового параметра xj
от αj до βj. Границей графа Γ будем называть множество

∂Γ =
N⋃
j=1

∂Γj =
N⋃
j=1

(j, ∂∆j).

При этом точку (j, αj) будем называть началом ребра Γj, а точку (j, βj) – его концом.
Граф Γ можно вложить в d-мерное евклидово пространстве Rd так, что

Γj = {aj + ejxj, xj ∈ (αj, βj)}, j ∈ I

при некоторых aj, ej ∈ Rd, ∥ej∥ = 1.
Пусть на графе Γ задана числовая функция b такая, что ее сужение bj на каж-

дое ребро Γj является непрерывно дифференцируемой функцией параметра xj ∈ (αj, βj).
Предположим, что

b(xj)|Γj
̸= 0 ∀ xj ∈ Γj, j ∈ I. (1)

Заметим, что если множество нулей функции b на каждом ребре Γj конечно, то удалив
конечный набор точек графа можно разбить его на конечное множество ребер, на каждом
из которых выполнено условие невырожденности (1).

C каждой точкой x ∈ Γ связано касательное пространство T(x), представляющее
собой ориентированную вектором ej(x) прямую, ориентация которой согласована с ори-
ентацией на интервале Γj. Ориентация каждого ребра ∆j графа Γ выбрана согласованно
с заданным на ребре ∆j невырожденным векторным полем b в том смысле, что b|Γj

= bjej
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при bj(x) > 0 ∀ j ∈ I, x ∈ ∆j. В противном случае ∃ j ∈ I : bj(x) < 0 ∀x ∈ ∆j на ребре ∆j

можно поменять ориентацию заменой параметра. Следовательно, совокупность числовых
функций bj, j ∈ I, задает невырожденное в силу (1) векторное поле b = {bj = bjej, j ∈ I}
касательных векторов к графу Γ.

Комплекснозначная функция u, определенная на графе Γ, задается множеством
{uj, j ∈ I} ее сужений на ребра Γj. Предполагается, что на Γ задана борелевская мера,
определяемая требованием, чтобы ее сужение на каждое ребро Γj = (j,∆j) совпадало со
стандартной мерой Лебега на интервале ∆j; тогда L2(Γ) = ⊕j∈IL2(Γj).

Пусть C∞
0 (Γ) – линейное пространство бесконечно дифференцируемых функций на

Γ с компактными носителями. То есть, если u ∈ C∞
0 (Γ), то u(x) = u(j, xj) = uj(xj), x ∈ Γ,

j ∈ I, xj ∈ ∆j и при каждом j ∈ I выполняется условие uj ∈ C∞
0 (∆j).

Положим L0 = ⊕j∈IL
j
0 – линейный оператор в C∞

0 (Γ), определяемый соотношениями

(L0u)(x) = (L0u)(j, xj) = Lj
0uj(xj), j ∈ I, xj ∈ ∆j;

Lj
0uj(x) = bj

∂

∂x
uj(x) + cjuj(x), x ∈ ∆j; j ∈ I,

где bj, cj – достаточно гладкие функции на интервале ∆j.

Замечание 1. При изучении квантовой динамики необходимо потребовать, чтобы опера-
тор L0 был кососимметрическим оператором в пространстве L2(Γ), т. е.

(L0u, v) + (u,L0v) = 0 ∀ u, v ∈ D(L0).

Условие кососимметричности оператора L0 сводится к условию∫
∆j

(
2cj(x)−

∂

∂x
bj(x)

)
uj(x)v̄j(x)dx = 0 ∀ uj, vj ∈ C∞

0 (Γj), ∀ j ∈ I.

Следовательно, оператор L0 кососимметричен тогда и только тогда, когда

cj(x) =
1

2

∂

∂x
bj(x), x ∈ ∆j, j ∈ I. (2)

Далее будем считать выполненным условие (2) и изучать косоэрмитовы расширения
кососимметрического оператора L0, заданного на области определения C∞

0 (Γ) дифферен-
циальным выражением

L0u = {Lj
0uj, j ∈ I}, Lj

0uj =
1

2
bj
∂

∂x
uj +

1

2

∂

∂x
(bjuj). (3)

Оператор L0 плотно определен в L2(Γ), кососимметричен, замыкаем, но не косоэр-
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митов; область определения D(L∗
0) сопряженного оператора L∗

0 определяется так:

D(L∗
0) =

{
u ∈ ⊕j∈IW

1
2,loc(∆j) ≡W 1

2,loc(Γ)
⋂

L2(Γ) :
1

2
bj
∂

∂x
uj +

1

2

∂

∂x
(bjuj) ∈ L2(Γj)

}
, (4)

при этом действие оператора L∗
0 на функцию v ∈ D(L∗

0) задается равенством

L0
∗u =

{
(Lj

0)
∗uj, j ∈ I

}
, (Lj

0)
∗vj = −1

2
bj
∂

∂x
uj −

1

2

∂

∂x
(bjuj), j ∈ I. (5)

Сужения всякой функции u ∈ W 1
2 (Γ) на интервалы ∆j, j ∈ I обладают граничными

значениями, которые мы будем обозначать через uj(αj), uj(βj); символ u(α) определяется
равенством u(α) = (u1(α1), u2(α2), . . . , uN(αN)) ∈ CN ; то же верно для u(β), для которого
мы будем использовать аналогичные обозначения. Оператор L∗

0 не является кососиммет-
рическим и для любых u, v ∈ D(L∗

0) справедливо равенство

(L∗
0u, v)H + (u,L∗

0v)H =
∑
j∈I

(bj(xj)uj(xj)v̄(xj)|xj=αj+0 − bj(xj)uj(xj)v̄(xj)|xj=βj−0.

Заметим, что из u, v ∈ D(L∗
0) следует, что bjuj v̄j ∈ W 1

1,loc(∆j) ∀ j ∈ I. Следовательно, функ-
ция bjuj v̄j имеет след на границе интервала ∆j при каждом j ∈ I.

Опишем движение по ребру Γj = (j,∆j) в векторном поле скоростей bj(x), x ∈ ∆j.
Пусть функция Φ(t, x), (t, x) ∈ (T1, T2)×∆j, где T1 < 0 < T2, является решением задачи
Коши

d

dt
Φ(t, x) = bj(Φ(t, x)), t ∈ (T1, T2), x ∈ ∆j; Φ(0, x) = x0, x0 ∈ ∆j. (6)

Так как поле bj является непрерывно дифференцируемым на промежутке ∆j, то либо
при каждом x0 ∈ ∆ задача Коши имеет глобальное решение на всей прямой (−∞,∞),
либо при некоторых x0 ∈ ∆ промежуток существования решения задачи Коши ограничен
либо снизу числом T∗(x0), либо сверху числом T ∗(x0). При этом ребро Γj будем называть
фазовой траекторией решения задачи Коши (6), а точки (j, αj), (j, βj) – началом и концом
фазовой траектории Γj.

Пусть x0 ∈ ∆j и ∆j−(x0) = {x ∈ ∆j : x < x0}, ∆j+(x0) = {x ∈ ∆j : x0 < x}. Время
движения по ребру ∆j от точки x0 до точки x : x0 < x определяется равенством

Tj(x0,x)∫
0

bj(Φs(x0))ds = x− x0 или Tj(x0, x) =

x∫
x0

1

bj(ξ)
dξ.

Аналогично, время движения по ребру ∆j от точки x до точки x0 : x ≺ x0 определяется
равенством

0∫
Tj(x,x0)

bj(Φs(x))ds = x0 − x или Tj(x, x0) =

x0∫
x

1

bj(ξ)
dξ.
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Фиксируем некоторую точку x0 ∈ ∆j. Рассмотрим несобственные интегралы

Ij+(x0) =

βj∫
x0

1

bj(s)
ds; Ij−(x0) =

αj∫
x0

1

bj(s)
ds. (7)

В силу условия (1) невырожденности на графе Γ непрерывного векторного поля b дви-
жение по каждому отрезку [x1, x2] ⊂ ∆j вдоль поля bj происходит за конечное время.
Поэтому при каждом j ∈ I интервал движения по ребру ∆j ограничен (неограничен) сни-
зу если и только если несобственный интеграл Ij− сходится (расходится). Аналогичное
утверждение справедливо о полуограниченности сверху интервала движения по ребру ∆j.

Через M0 обозначим множество таких концов промежутков ∆j, движение от кото-
рых до некоторой точки внутри ∆j (или в обратном направлении) занимает бесконечно
много времени. Через M+ (множество источников) – множество таких концов промежут-
ков ∆j, движение от которых до какой-либо внутренней точки промежутка ∆j происходит
за конечное время. Через M− (множество стоков) – множество таких концов промежут-
ков ∆j, движение к которым от какой-либо внутренней точки промежутка ∆j происходит
за конечное время. Мощности множеств M±, как показано ниже, определяют размерности
дефектных подпространств n± = dim(Ker(L∗

0 ± I)) = codim(Im(L0 ± I)) (см. [10]).
Приведем два подхода к описанию множества косоэрмитовых расширений кососим-

метрического оператора L0 на графе. В первом из них учитывается геометрическая бли-
зость концов ребер графа и переходы с одного ребра на другое возможны лишь для ребер,
примыкающих к общей вершине [11, 12, 19, 20]. В другом подходе (более близком к опи-
санию квантовых явлений типа туннельного эффекта) возможны переходы с любого реб-
ра графа на любое другое [17]. Причем от геометрической близости конца одного ребра
до начала другого может зависеть только интенсивность перехода, что отражается выбо-
ром косоэрмитова расширения оператора L0. В работе [21] исследовано асимптотическое
поведение при стремлении времени к бесконечности решения задачи Коши для уравне-
ния Шредингера, задаваемого самосопряженными условиями согласования в вершинах,
на графе с локализованным начальным условием. Получена оценка асимптотического рас-
пределения решения по ребрам графа.

2. Унитарная группа сдвигов в бездивергентном векторном поле

Рассмотрим случай, когда div(b) = 0 на Γ. В этом случае bj = const > 0 ∀ j ∈ I. При
этом кососимметричность оператора L0 равносильна условию cj = 0 ∀ j ∈ I. В свою оче-
редь, унитарные сдвиги вдоль векторного поля b порождаются некоторым максимальным
кососимметрическим расширением оператора L0.

В предположении бездивергентности поля b время достижения граничных точек
графа Γ порождает следующее разбиение его границы:

• M0 = {αj : αj = −∞}
⋃
{βj : βj = +∞} – множество граничных точек, движение
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вдоль поля b к которым или от которых к внутренним точкам занимает бесконеч-
ное время;

• M+ = {αj : αj ∈ R} – множество точек границы графа, движение из которых к внут-
ренним точкам происходит за конечное время;

• M− = {βj : βj ∈ R} – множество граничных точек, к которым траектории неко-
торых внутренних точек при движении в поле скоростей b приходят за конечное
время.

Тогда индексы дефекта определяются равенствами

n+ = dim(Ker(L∗
0 + I)) = |M−|; n− = dim(Ker(L∗

0 − I)) = |M+|;

а дефектные подпространства определяются равенствами

N+ = Ker(L∗
0 + I) = span

{
e

1
bj

xj | j : βj ∈M−

}
,

N− = Ker(L∗
0 − I) = span

{
e
− 1

bj
xj | j : αj ∈M+

}
.

Согласно теореме фон Неймана, кососимметрический оператор L0 допускает косоэрмито-
во расширение тогда и только тогда, когда n− = n+ ≡ m. При этом множество косоэрми-
товых расширений может быть параметризовано множеством U(N−,N+) изометрических
отображений пространства N− на пространство N+, где норма на пространствах N± опре-
деляется нормой графика оператора L∗

0 [10].
Гамильтонианом будем называть всякое самосопряженное расширение iL операто-

ра iL0. При этом область определения D(iL) гамильтониана состоит из функций, для
граничных значений которых U = (u(α), u(β)) ∈ Cm × Cm справедливо равенство

A(U) := B1u(α) +B2u(β) = 0, (8)

где B1, B2 – линейные операторы в Cm. Поскольку оператор L косоэрмитов, то простран-
ства граничных значений функций из D(L) и из D(L∗) совпадают. В таком случае они
являются m-мерными, значит, ранг системы уравнений (8) равен m.

Лемма 2. Если оператор L, с областью определения

D(L) = {u ∈ D(L∗
0) : B1u(α) +B2u(β) = 0}

является косоэрмитовым, то B1, B2 – невырожденные матрицы.

Доказательство. Предположим противное, что Rg(B1) = r1 < m и K1 = Ker(B1) ̸= 0. То-
гда если x1 ∈ K1 ⊂ Cm, то вектор U = (x1, 0) удовлетворяет равенству (8) и, следова-
тельно, U является граничным значением некоторой функции u ∈ D(L). Так как опе-
ратор L является косоэрмитовым, то D(L∗) = D(L) и потому u ∈ D(L∗). Следовательно,
(Lu, u) + (u,Lu) = 0, значит (Bu(β), u(β))Cm − (Bu(α), u(α))Cm = (Bx1, x1) = 0. Так как
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B – диагональная матрица с коэффициентами b1, . . . , bm на диагонали, то она положи-
тельно определена и потому x1 = 0, что противоречит нетривиальности ядра K1.

Из леммы 2 следует, что условие (8) приобретает вид

u(β) = Ju(α), (9)

где J = B−1
2 B1 – невырожденный оператор в пространстве Cm, снабженным стандартным

скалярным произведением.
Необходимым условием кососимметричности оператора L с областью определения

D(L) = {u ∈ D(L∗
0) : u(β) = Ju(α)} (10)

является равенство J∗B = BJ−1, ибо для любых u, v ∈ D(L) = {u ∈ D(L∗
0) : u(β) = Ju(α)}

справедливо равество

(Lu, v)H + (u,Lv)H = (Bu(β), v(β))Cm − (Bu(α), v(α))Cm

= (u(α), J∗B∗v(β)−B∗v(α))Cm = 0 ∀ u(α) ∈ L2(M+).

Так как матрица B является диагональной и невырожденной, то v(α) = (B∗)−1J . Поэтому
из косоэрмитовости оператора L следует условие J∗B = BJ−1.

Если же условие кососимметричности J∗B = BJ−1 оператора L выполнено, то опе-
ратор L является не только кососимметричным, но и косоэрмитовым, ибо в этом случае
D(L∗) = D(L). Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Оператор L, область определения которого задана соотношением (10), ко-
соэрмитов тогда и только тогда, когда

J∗BJ = B. (11)

Если предположить, что
b1 = . . . = bm, (12)

то оператор L, область определения которого задана соотношением (10), косоэрмитов то-
гда и только тогда, когда матрица J унитарна, т. е. J∗ = J−1. Значит, при условии (12) и вы-
боре в пространстве Cm стандартного скалярного произведения множество косоэрмитовых
расширений оператора L0 параметризуется группой унитарных изоморфизмов U(Cm).

Произвольное расширение оператора L0, являющееся сужением L∗
0, задается линей-

ным подпространством в пространстве граничных значений оператора L∗
0, задаваемым

условием вида (8). Условие (11) задает всевозможные граничные условия, при которых
расширение кососимметричного оператора L является косоэрмитовым.

Напомним, что дифференциальный оператор L0 задается векторным полем b по-
средством обыкновенного дифференциального уравнения на графе (3) и однородных гра-
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ничных условий Дирихле на границе ∂Γ. Бездивергентное векторное поле b : Γ → T (Γ)

однозначно определяет локальное решение X(t, x0), t ∈ ∆(x0), задачи Коши для диффе-
ренциального уравнения

d

dt
xj(t) = bj(xj(t)), xj(0) = x0j , x0j ∈ ∆j, j ∈ I.

Для продолжения локально заданных преобразований X(t, x0), t ∈ ∆(x0), x0 ∈ Γ, до одно-
параметрической группы преобразований Φt : Γ → Γ, t ∈ R, требуется задать детермини-
рованное продолжение траекторий, достигающих границы фазового пространства задачи
Коши (6) за конечное время, т. е. траекторий на ребрах Γj с номерами j = 1, . . . ,m.

Семейство детерминированных продолжений может быть параметризовано группой
P = P(m) перестановок множества из m элементов по следующему правилу. По точке
x ∈ Γ определим начальный номер j0(x) ∈ {1, . . . ,m} такой, что x ∈ Γj0(x) ⊂ Γ, и зададим
последовательность номеров j0(x) : x ∈ Γj0(x),

jk(x) = σk−1(j0(x)), k ∈ N.

Тогда выбор некоторой перестановка σ ∈ P и некоторой точки x ∈ Γ задает последова-
тельность моментов достижения границы {τk(x)} из точки x, где

τk(x) =


βj0(x) − x0j0(x)

bj0(x)
, k = 1;

τk−1(x) +
βjk−1(x) − αjk−1(x)

bjk−1(x)

, k ≥ 2.

Заметим, что некоторые моменты достижения границы могут быть равны +∞.
Тогда соответствующее перестановке σ продолжение фазовой траектории точки x ∈ Γ

через моменты достижения границы ∂Γ задается на интервалах между временами дости-
жения границы равенствами

Xσ(t, x) = xjk(x,t)(t), k = k(x, t) = min{i ∈ N : τi ≥ t},

xjk(x,t)(t) =

xj0(x) + bj0(x)t, t ∈ [0, τ1), k(x, t) = 1;

αjk−1(x) + bjk−1(x)(t− τk−1(x)), t ∈ [τk−1, τk), k = k(x, t) ≥ 2.
(13)

Такое продолжение соответствует склейке границ ребер графа, при которой конец βi,
i ∈ 1, . . . , N , i-го ребра графа отождествляется с началом ασ(i) σ(i)-го ребра Γσ(i).

Заданная перестановкой σ ∈ P продолжение Xσ траекторий на графе является од-
нопараметрической группой преобразований фазового пространства Γ на себя, каждое
из которых при условии (12) сохраняет меру Лебега на множестве Γ. При таких усло-
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виях группа преобразований Xσ(t), t ∈ R, при каждом p ∈ [1,∞] индуцирует однопара-
метрическую сильно непрерывную группу Uσ изометрических преобразований банахова
пространства Lp(Γ), действующих по правилу

Uσ(t)u(x) = u(Xσ(−t, x)), t ∈ R, x ∈ Γ.

Если условие (12) нарушено, то преобразования Xσ(t), t ∈ R, может не сохранять
меру Лебега на графе, а группа Uσ преобразований может не быть изометрической.

Теорема 4. Пусть p ∈ [1,+∞]. Тогда семейство отображений Vσ(t), t ∈ R, действую-
щих в пространстве Lp(Γ) по правилу

Vσ(t)u(x) = Mσ(t)(x)u(Xσ(−t, x)), t ∈ R, x ∈ Γ,

является однопараметрической группой изометрий в пространстве Lp(Γ), сильно непре-
рывной при p ∈ [1,+∞). Здесь

Mσ(t)u(x) =
P

√
bjk(−t,x)−1(x)

bj0(x)
, x ∈ Γ, t ∈ R.

Доказательство. Сначала заметим, что преобразование Vσ(t) сохраняет норму на ли-
нейных комбинациях индикаторных функций промежутков и что линейное пространство
таких функций инвариантно относительно операторов Vσ(t). В силу плотности в Lp(Γ)

пространства простых функций операторы Vσ(t) изометричны в Lp(Γ).
Заметим, что Mσ(s)Mσ(t) ̸= Mσ(s+ t) и Mσ(t)Uσ(s) ̸= Uσ(s)Mσ(t), но

Mσ(t)Uσ(t)Mσ(s)Uσ(s) = Mσ(t+ s)Uσ(t+ s) ∀ t, s ∈ R. (14)

Проверим свойство (14) и что семейство Vσ является однопараметрической группой опера-
торов. Имеем Vσ(0) = I. Пусть s, t ∈ R, u – простая функция на Γ. Пусть x ∈ Γ

и y(x) = X(−t, x), z(x) = X(−s, x). Определим функцию

v(x) = Vσ(t)u(x) =
P

√
b(y(x))

b(x)
u(y(x)), x ∈ Γ.

Тогда если w(x) = Vσ(s)v(x) =
P

√
b(z(x))

b(x)
v(z(x)), то с учетом выражения для функции v

получим v(z(x)) = P

√
b(z(y(x)))

b(z(x))
u(z(y(x))), поэтому

w(x) = Vσ(s)v(x) =
P

√
b(z(x))

b(x)
P

√
b(z(y(x)))

b(z(x))
u(z(y(x))) = P

√
b(z(y(x)))

b(x)
u(z(y(x))).



98 В.Ж.Сакбаев

Следовательно, Vσ(t+ s) = Vσ(s)Vσ(t), t, s ∈ R. Сильная непрерывность группы Vσ

следует из непрерывности в среднем оператора сдвига в пространстве Lp(R)
при p ∈ [1,+∞).

В случае p = 2 однопараметрическая группа Vσ является унитарной, а ее генера-
тор – косоэрмитовым расширением оператора L0, область определения которого задается

оператором J с матрицей Jkj =

√
bj
bσ(j)

δk,σ(j), j, k ∈ 1, . . . , N , т. е. условия (9) обретают вид

u(βj + 0) =

√
bσ−1(j)

bj
u(ασ−1(j) − 0), j ∈ 1, . . . , N. (15)

Для задания генератора изометрической полугруппы Vσ в пространстве L1(Γ) его область

определения задается граничными условиями Jkj =
bj
bσ(j)

δk,σ(j), j, k ∈ 1, . . . ,m,

u(βj + 0) =
bσ−1(j)

bj
u(ασ−1(j) − 0), j ∈ 1, . . . , N, (16)

обеспечивающими сохранение L1-нормы.

Следствие 5. Пусть σ ∈ P. Тогда условия (16) для дифференциального оператора (3)
определяют изометрическую группу Wσ в банаховом пространстве L1(Γ), задаваемую
сдвигом аргумента (13) и масштабированием (16) при переходе с одного ребра на другое.
Конус неорицательных элементов пространства L1(Γ) инвариантен относительно Wσ.

Доказательство. Краевые условия (16) при каждом σ ∈ P задают на пространстве про-
стых функций S(Γ) группу Wσ(t), t ∈ R, действующую по правилу Wσ(t) = Mσ(t)Uσ(t),
t ∈ R. Групповое свойство у однопараметрического семейства преобразований Wσ уста-
новлено в теореме 4. При каждом t ∈ R образом простой неотрицательной функции
под действием преобразования Wσ(t) по построению является простая неотрицательная
функция, причем преобразование Wσ(t) сохраняет L1(Γ)-норму простой неотрицатель-
ной функции. В случае знакопеременной простой функции это же верно для действия
преобразования Wσ на неотрицательную и отрицательную компоненты, поскольку носи-
тель образа неотрицательной компоненты функции не пересекается с носителем образа
отрицательной компоненты. Это же верно и для комплекснозначной простой функции.
Значит, однопараметрическое семейство преобразований Wσ пространства S(Γ) сохраня-
ет L1(Γ)-норму векторов и неотрицательный конус пространства L1(Γ). По непрерывности
оно продолжается до однопараметрической группы преобразований пространства L1(Γ),
сильно непрерывной в силу непрерывности в среднем оператора сдвига аргумента в про-
странстве L1(R). Как и в случае пространства S(Γ), конус неотрицательных элементов
пространства L1(R) инвариантен относительно группы Wσ.
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Замечание 6. Множество косоэрмитовых расширений кососимметрического оператора
L0 : C

∞
0 (Γ) → L2(Γ) параметризуется множеством матриц J , удовлетворяющих усло-

вию (11). Условие (15) для дифференциального оператора (3) определяют унитарную эво-
люцию в гильбертовом пространстве L2(Γ), задаваемую сдвигом аргумента (13) и масшта-
бированием (15) при переходе с одного ребра на другое. Если косоэрмитово расширение
с матрицей (15) ассоциировано с детерминированным потоком X на графе Γ, то косо-
эрмитово расширение с произвольной матрицей J , удовлетворяющей условию (11), зада-
ет унитарную динамику амплитуды в пространстве L2(Γ) со всевозможными линейными
условиями на граничные значения функции, согласованные с сохранением гильбертовой
нормы и обратимостью преобразований гильбертова пространства амплитуд. Каждое та-
кое расширение описывает продолжение движения по ребрам графа в поле скоростей b

c удовлетворяющей (11) матрицей перехода амплитуды с каждого ребра на другое по до-
стижении границы ребра. В [19] исследована статистика волнового пакета, рассеиваемого
на вершинах графа по закону, определяемому выбором граничных условий, обеспечиваю-
щих самосопряженность оператора Шредингера на графе.

3. Унитарная группа на графе с переменным полем скоростей

Рассмотрим унитарную эволюцию на графе с переменными коэффициентами, когда
векторное поле b на ребрах Γj графа Γ является переменным и непрерывно дифферен-
цируемым. В этом случае оператор L0, заданный дифференциальным выражением (3)
на области определения C1

0(∆), кососимметричен, но не косоэрмитов. Сопряженный опе-
ратор L∗

0 задан равенством (5) на области определения (4).

Лемма 7. Пусть
1

bj
∈ L1(∆j). Тогда если uj ∈ D(L0,j), то функция

√
bjuj принадлежит

пространству W 1
1,loc(∆j) и имеет конечный след при xj → αj + 0 и при x→ βj − 0.

Доказательство. Так как bj ∈ C1(∆j) и uj ∈ W 1
2,loc(∆j), то для любого отрезка [c, d] ⊂ ∆j

выполняется условие
√
bjuj|[c,d] ∈ W 1

2 ([c, d]), и потому
√
bjuj|[c,d] ∈ C([c, d]). Кроме того, на

интервале ∆j выполняется равенство

d

dxj

√
bjuj =

1√
bj

(
1

2

dbj
dxj

uj + bj
duj
dxj

)
. (17)

Поскольку uj ∈ D(L0,j), то
1

2

dbj
dxj

uj + bj
duj
dxj

∈ L2(∆j). Кроме того,
1√
bj

∈ L2(∆j). Следо-

вательно, согласно (17) справедливо
d

dxj

√
bjuj ∈ L1(∆j). Таким образом, функция

√
bjuj,

как было показано выше, непрерывна на интервале ∆j и обладает абсолютно интегри-
руемой на этом интервале производной. Следовательно,

√
bjuj ∈ W 1

1,loc(∆j) и существуют
конечные следы

√
bjuj|xj=αj

и
√
bjuj|xj=βj

.
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Теорема 8. Индексы дефекта n+ и n− симметричного оператора iL0 равны мощности
множеств M− и M+ соответственно.

Доказательство. Поскольку n± = dim(Ker(L∗
0 ± I)), то

n− =
N∑
j=1

nj
−; n+ =

N∑
j=1

nj
+,

где nj
± – индексы дефекта оператора Lj

0 в пространстве Hj = L2(∆j).
Далее, согласно (5) для каждого j ∈ 1, . . . , N

uj ∈ (Ker((Lj
0)

∗ ± I) ⇔ − d

dx
(bjuj) +

1

2

dbj
dx

u = ∓uj, uj ∈ Hj

⋂
W 1

2,loc(∆j). (18)

Поэтому для всякого решения уравнения (18) справедливо равенство

uj,±(x) = cj exp(

x∫
x0

±1− 1
2
(divbj)

bj(s)
ds) = cj

√
bj(x0)

bj(x)
exp

±
x∫

x0

1

bj(s)
ds

 , x ∈ ∆j. (19)

При этом L∗
0u = ±u, тогда и только тогда, когда функция u удовлетворяет равен-

ству (19) и u ∈ L2(∆j).
Фиксируем некоторое x0 ∈ ∆j. Рассмотрим несобственные интегралы (7)

Ij,+(x0) =

βj∫
x0

1

b(s)
ds; Ij,−(x0) =

αj∫
x0

1

b(s)
ds, j ∈ I.

В силу предположения о положительности функции b на промежутке ∆ инте-
грал I+ (I−) по ориентированному промежутку I+ (I−) неотрицателен (неположителен).

Функция u±, определяемая равенством (19), принадлежит пространству L2(∆j) если
и только если ее сужения на оба промежутка ∆j,− = (αj, x0) и ∆j,+ = (x0, βj) принадлежат
пространствам L2(∆j,−) или L2(∆j,+) соответственно. Поэтому функция uj,−, определяе-
мая равенством (19), принадлежит пространству Hj тогда и только тогда, когда интеграл
Ij,+ сходится (при этом условие uj,−|∆j,− ∈ L2(∆j,−) выполняется как в случае сходимо-
сти интеграла Ij,−, так и в случае его расходимости за счет знака функции bj). Наоборот,
функция uj,+, определяемая равенством (19), принадлежит пространству Hj тогда и толь-
ко тогда, когда интеграл Ij,− сходится (независимо от сходимости интеграла Ij,+).

Значит, симметричный оператор L0,j, заданный на ребре Γj равенством (3), имеет
индекс дефекта nj

+ = dim(Ker(L∗
0,j + I)) = |M−(∆j)|, который принимает значения 0 или 1

в зависимости от того, бесконечно (или конечно) время Ij,− (7) движения по ребру ∆j

от некоторой точки внутри ребра до его конца со скоростью bj. Аналогичное утверждение
имеет место и для индекса дефекта nj

− = dim(Ker(L∗
0,j − I)) = |M+(∆j)|. Следовательно,



Продолжения уходящих из фазового пространства траекторий 101

для графа из N ребер рассматриваемого вида симметричный оператор L0, заданный со-

отношением (3), имеет индексы дефекта n± = dim(Ker(L∗
0 ± I)) = |M∓(Γ)| =

N∑
j=1

nj
±.

Заметим, что область определения C1
0(∆j) инвариантна относительно преобразова-

ния Ut сдвига аргумента оператором Φt (см. (6)), если для любой точки x0 ∈ ∆j, и любого
T > 0 ΦT (x0) ∈ ∆j, т. е., любая точка области ∆j при движении вдоль поля bj не выходит
на границу ∂∆j. В этом случае nj

± = 0 и замыкание оператора L0,j является косоэрмито-
вым. В общем случае переменного векторного поля индексы дефекта n± оператора L0 рав-
ны мощности множеств M∓ соответственно. Если n− = n+, то множество косоэрмитовых
расширений параметризуется группой унитарный матриц U(m) (где m = n−), в противном
случае n− ̸= n+ косоэрмитовых расширений оператора L0 не существует.

Теорема 9. Пусть
1

b|Γf

∈ L1(Γ). Тогда n− = n+ = N и множество косоэрмитовых рас-

ширений оператора L0 образуют такие операторы LJ , что J ∈ U(N). При каждом
J ∈ U(N) область определения оператора LJ задается равенством

D(LJ) =
{
u ∈ D(L∗

0) :
√
bu|β = J

√
bu|α

}
. (20)

Доказательство. Равенство n− = n+ = N следует из теоремы 8. Как и в случае оператора
с постоянными коэффициентами, условие

(LJu, v)− (u,LJv) = 0 ∀u, v ∈ D(LJ)

кососимметричности оператора LJ обретает вид равенства

N∑
j=1

∫
∆j

[
d

dxj
(bjuj v̄j)

]
dxj = 0,

эквивалентного следующим условиям

N∑
j=1

[
√
bjuj|xj=βj

√
bj v̄j|xj=βj

−
√
bjuj|xj=αj

√
bj v̄j|xj=αj

] = 0,

N∑
j=1

N∑
m=1

√
bjuj|xj=βj

J̄j,m
√
bmv̄m|xm=αm −

N∑
j=1

√
bjuj|xj=αj

√
bj v̄j|xj=αj

= 0,

N∑
k=1

[
N∑
j=1

√
bjuj|xj=βj

J̄j,k −
√
bkuk|xk=αk

]√
bkv̄k|xk=αk

= 0 ∀ v ∈ D(LJ), u ∈ D(L∗
J).
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Следовательно, u ∈ D(L∗
J) тогда и только тогда, когда u ∈ D(L∗

0) и

√
bkuk|xk=αk

=
N∑
j=1

J̄j,k
√
bjuj|xj=βj

∀ k = 1, . . . , N,

т. е.
(J∗)−1(

√
Bu)(α) = (

√
Bu)(β).

Таким образом, LJ = −L∗
J тогда и только тогда, когда J ∈ U(N).

Замечание 10. Условие J ∈ U(N) равносильно условию (11) в случае постоянных на ин-
тервалах ∆j функций bj.

Замечание 11. Среди косооэрмитовых расширений выделим те, что соответствуют де-
терминированным продолжениям траекторий с конца одного ребра графа на начало дру-
гого. Как и в случае оператора L0 с постоянными коэффициентами, такие расширения
параметризуются подгруппой перестановок P(N) в группе унитарных матриц U(N).

Теорема 12. Удовлетворяющая условию (20) матрица J является матрицей переста-
новок из группы P(N) тогда и только тогда, когда соответствующая унитарная груп-
па etLJ , t ∈ R, сохраняет положительность элементов пространства H.

Доказательство. Если матрица J является матрицей перестановок, то тогда индикатор-
ная функция измеримого множества переходит при преобразованиях etLJ , t ∈ R в инди-
каторную функцию измеримого множества. Значит, сохраняется знак неотрицательной
простой функции и знак неотрицательной функции из пространства H.

Наоборот, если сохраняется знак неотрицательной функции из пространства H, то
все элементы матрицы J должны быть положительны (иначе не сохранится положитель-
ность образа индикаторной функции произвольного ребра). Поэтому в силу ортогональ-
ности N столбцов матрицы J каждый столбец может содержать только один ненулевой
элемент. Значит, так как матрица J унитарна, то она является матрицей перестановки.

4. Унитарная эволюция, порожденная гамильтоновым полем

Рассмотрим задачу определения фазового потока на двумерном фазовом простран-
стве гамильтоновой системы с траекториями, уходящими на бесконечность за конечное
время. И связанную с ней задачу определения унитарной динамики в пространстве функ-
ций на фазовой плоскости, квадратично интегрируемых по инвариантной относительно
потока мере.

Пусть евклидово пространство E = R2 является двумерным фазовым пространством
гамильтоновой системы, снабженным стандартной однородной (инвариантной относитель-
но сдвига) симплектической формой ω, имеющей канонический вид в некотором ортонор-
мированном базисе (ОНБ) E = {e1, e2} пространства E. Пусть Q = span(e1) – пространство
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координат и P = span(e2) – пространство импульсов. Рассмотрим гамильтонову систему,
задаваемую на фазовом пространстве (E, ω) функцией Гамильтона (частный случай га-
мильтониана осциллятор Дюффинга [22])

H(q, p) =
1

2
p2 − 1

4
q4, (q, p) ∈ E.

Траектории гамильтоновой системы, описываемые системой уравнений

q̇ = p, ṗ = q3, (21)

лежат на линиях уровня функции Гамильтона

H(q, p) = c, c ∈ R.

Тогда искомая функция q удовлетворяет уравнению Эмдена–Фаулера
d2

dt2
q = q3, сле-

довательно,
1

2
(q̇)2− 1

4
q4 = c при c ∈ R. Поэтому q̇ =

√
2c+

1

2
q4 если q̇ ≥ 0 и q̇ =−

√
2c+

1

2
q4

если q̇ < 0. Поэтому если c ̸= 0, то траектория γ±c представляет собой неограниченую глад-
кую кривую, время движения по которой конечно.

Изучению решений уравнений типа Эмдена–Фаулера посвящен ряд работ, в которых
установлены условия глобального существования решения или его ухода на бесконечность
за конечное время, получены асимптотические оценки на поведение решения при прибли-
жении к границе интервала существования. В [13] получены точные выражения для дли-
ны промежутка (T∗(z), T

∗(z)) существования решения задачи Коши для уравнения (21)
и исследованы свойства оператора сдвига вдоль траекторий в пределах области существо-
вания решений. В [23] оператор сдвига вдоль траекторий определен с помощью перехода
через бесконечность с возвращением на одну из ветвей поверхности уровня гамильто-
ниана. В [24] траектории продлены на расширенное фазовое пространство, содержащее
подпространство, изоморфное исходному фазовому пространству.

Решением задачи Коши для системы уравнений Гамильтона (21) с начальным усло-
вием (q(0), p(0)) = z0 ∈ E называется отображение Φ(·, z0) : O(0) → E окрестности точки
0 ∈ R в пространство E, удовлетворяющее системе (21) и условию Φ(0, z0) = z0.

Для каждой точки z0 = (q0, p0) ∈ E = R2 обозначим через (T∗(z0), T ∗(z0)) максималь-
ный интервал существования траектории γ(z0) = {Φ(t, 0, z0), t ∈ (T∗(z0), T

∗(z0))}, прохо-
дящей через точку z0 в момент времени t0 = 0. При этом −∞ < T∗(z0) < T ∗(z0) < +∞
для всех z0 ∈ E таких, что H(z0) ̸= 0.

Пусть Φ(t, (q0, p0)), t ∈ (T∗(z0), T∗(z0)) – решение задачи Коши для системы уравне-
ний Гамильтона (21), определенное на максимальном интервале существования.

Величины T∗, T
∗ непрерывно зависят от точки z0 ∈ E. Если z0 = (q0, 0) и q0 ̸= 0

(или z0 = (0, p0) и p0 ̸= 0), то T∗(z0) = −T ∗(z0) в силу обратимости уравнений Гамильтона
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по времени и T ∗(q0, 0) <
1

|q0|

(
или T ∗(q0, 0) <

1

|q0|

)
. При t→ T∗(z0)+0 и при t→ T ∗(z0)−0

траектория γ(z0) асимптотически приближается к одной из четырех сепаратрис γ0, зада-
ваемых уравнением H(z) = 0 [23].

Точку z = (q, p) фазового пространства назовем эквивалентной точке z0 = (q0, p0),
если она принадлежит траектории γ(z0) = {z(t), t ∈ (T∗(z0), T

∗(z0))}. Пусть S = R2/ ∼.
Значит, фазовое пространство E допускает расслоение на фазовые траектории E =

⋃
s∈S

γs,

для каждой из которых выполняется условие z0 ∈ γs ⇒ Φt(z0) ∈ γs ∀ t ∈ (T∗(z0), T
∗(z0)).

Поэтому фазовую плоскость можно рассматривать как граф, состоящий из континуаль-
ного множества ребер E = Γ = {γs, s ∈ S}.

В [23] описаны продолжения траектории гамильтоновой системы через моменты ухо-
да на бесконечность с помощью добавления к фазовому пространству бесконечно удален-
ных точек и склеивания по ним концов траекторий. Построенные продолжения траекторий
удовлетворяют следующим условиям:

A) отображение сдвига фазового пространства вдоль продолженных траекторий яв-
ляется измеримым биективным отображением расширенного фазового простран-
ства на себя при каждом значении временного параметра;

B) значение энергии сохраняется на продолженной траектории;
C) фазовый объем сохраняется продолженным потоком.

Продолжение фазовых траекторий, удовлетворяющее условиям A)–C), существует
и не единственно. Приведем пример двух различных реализаций таких продолжений.

Пусть c > 0 и интервал (−T∗, T∗) параметризует как движение по кривой

γ+c =

{
p =

√
2c+

1

2
q4, q ∈ R

}
,

так и движение по кривой

γ−c =

{
p = −

√
2c+

1

2
q4, q ∈ R

}
.

Следовательно, q(t) → ±∞ при t→ ±(T∗ − 0), для траектории γ+c ; и q(t) → ∓∞ при
t→ ±(T∗ − 0), для траектории γ−c .

Первое продолжение фазовой траектории реализуется так, что траектория γ+c и γ−c
может быть продолжена периодически с периодом 2T∗ равенством

γ+c (t) = γ+c (t|mod 2T∗); γ−c (t) = γ−c (t|mod 2T∗); t ∈ R.

Другое продолжение фазовой траектории реализуется так, что траектории γ+c и γ−c
может быть продолжена периодически с периодом 4T∗ с детерминированным переходом
с траектории γ+c на траекторию γ−c в моменты времени t = T∗(1 + 4k), k ∈ Z и обратно
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в моменты времени t = T∗(−1 + 4k), k ∈ Z.
Такие же два различных способа продолжения траекторий существуют и для фазо-

вых траекторий γ±c , лежащих на поверхности уровня H = c при c < 0.
Таким образом, существует не менее двух различных удовлетворяющих условиям

A), B), C) продолжений фазовых потоков на расширение Ē исходного фазового простран-
ства E посредством добавления бесконечно удаленной границы с заданием процедуры
склейки траекторий на границе [23]. Два из таких продолжений траектории (q(t, z0), p(t, z0)),
t ∈ (T∗(z0), T

∗(z0)), задаются равенствами

(q(t, z0), p(t, z0) = (q(T∗ + {t}, z0), p(T∗ + {t}, z0)), z0 ∈ EQ,

(q(t, z0), p(t, z0) = (q(T∗ + {t}, z0), p(T∗ + {t}, z0)), z0 ∈ EP ,
(22)

или
(q(t, z0), p(t, z0) = ((−1)mq(T∗ + {t}, z0), p(T∗ + {t}, z0)), z0 ∈ EQ,

(q(t, z0), p(t, z0) = (q(T∗ + {t}, z0), (−1)mp(T∗ + {t}, z0)), z0 ∈ EP ,
(23)

для произвольного t ∈ R, где {t}(z0) ∈ (T∗(z0), T
∗(z0)) : ∃m ∈ Z : m(T ∗ − T∗) + {t} = t.

C векторным полем b = J∇H связан дифференциальный оператор
L0 : C

∞
0 (E) → L2(E), действующий по правилу

L0u(z) = (J∇H(z),∇u(z)), z ∈ E; u ∈ C∞
0 . (24)

Оператор L0 является плотно определенным симметрическим оператором в пространстве
H = L2(E). Сопряженный оператор L∗

0 имеет область определения

D(L0
∗) = {u ∈ L2(E) : (J∇H, u) ∈ L2(E)}.

Если время движения точки z0 по любой фазовой траектории бесконечно
(T∗(z0) = −∞, T ∗(z0) = +∞), то пространство функций C∞

0 (E) инвариантно относительно
группы преобразований

UΦ(t)u(x) = u(Φ−t(x)), t ∈ R, x ∈ E.

В таком случае пространство C∞
0 (E) является существенной областью определения гене-

ратора полугруппы UΦ в силу [25, предложение 5.1].
В случае кососимметрического оператора (24) на плоскости при наличии траекто-

рий, уходящих на бесконечность за конечное время, в работе [23,24] дано описание множе-
ства гамильтоновых расширений потоков вдоль уходящих на бесконечность траекторий
в двумерном фазовом пространстве. Каждому такому расширению фазового потока соот-
ветствует некоторое косоэрмитово расширение кососимметрического оператора (24).

Расширения фазового потока, описанные в ([23,24]), определены с помощью расши-
рения фазового пространства E посредством присоединения к нему бесконечно удаленных
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точек – стоков траекторий

∂E− =
{
(γ−c , T∗(c)), c ∈ R\{0}

} ⋃ {
(γ+c , T∗(c)), c ∈ R\{0}

}
и источников траекторий

∂E+ =
{
(γ−c ,−T∗(c)), c ∈ R\{0}

} ⋃ {
(γ+c ,−T∗(c)), c ∈ R\{0}

}
.

Детерминированное продолжение траекторий потока задается некоторым биективным отоб-
ражением границы стоков ∂E− на границу стоков ∂E+. При этом продолжения из [23,24]
сохраняют меру Лебега на фазовом пространстве E и значение функционала энергии
в точках траектории. Каждая траектория γ, достигшая в некоторый момент времени t = Tγ
точки A−

γ ∈ ∂E−, продолжается в правую полуокрестность точки Tγ траекторией γ′(γ)

выходящей из точки A+(γ) ∈ ∂E+ в момент времени Tγ. Таким образом, продолжение
фазового потока задается отображением части границы ∂E− на ее часть ∂E+, причем
отображение должно быть биективным и сохраняющим значение функционала энергии.
Тем самым, продолжения траекторий, определенные в [23,24], естественно назвать гамиль-
тоновыми продолжениями траекторий.

Поскольку продолженный поток Φ сохраняет меру Лебега λ на фазовом простран-
стве E, то он допускает представление в пространстве Lp(E, µ,C), 1 ≤ p ≤ +∞ группой
изометрий UΦ(t), t ∈ R такой, что

UΦ(t)u(x) = u(Φ−t(x)), t ∈ R, x ∈ E.

При p = 2 поток Φ представим унитарной группой UΦ в пространстве L2(E, λ).
Помимо косоэрмитовых расширений, параметризованных различными способами га-

мильтонова продления фазовых траекторий, другие расширения кососимметрического
оператора соответствуют унитарной группе с рассеянием амплитуды состояния при вы-
ходе с концевых точек графа из множества ∂E−. Такие продолжения могут быть заданы
либо выбором косоэрмитовых граничных условий типа (15), либо посредством унитарных
отображений подпространства Ker(L∗

0 − I) на подпространство Ker(L∗
0 + I).

Опишем инвариантные подпространства групп унитарных операторов UΦ, соответ-
ствующих выборам продолжений потока Φ согласно правилам (22) и (23). Фиксируем два
положительных числа c1, c2 (c1 < c2) и рассмотрим в фазовой плоскости обрасти

A±(c1, c2) =
{
(q, p) ∈ E : c1 < H(q, p) < c2, ±p > 0

}
;

B±(c1, c2) =
{
(q, p) ∈ E : −c2 < H(q, p) < −c1, ±q > 0

}
.

Легко проверяются все пункты следующего утверждения.

Лемма 13. Пусть 0 < c1 < c2. Тогда области A±(c1, c2), B±(c1, c2) имеют конечную меру
Лебега. Индикаторная функция множества A+, A−, B−, B+ инвариантна относитель-
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но группы унитарных преобразований UΦ для потока Φ, задаваемого условиями (22),
но не инвариантны относительно всех унитарных преобразований группы UΦ̃ в случае
потока Φ̃, задаваемого условиями (23). Инвариантными относительно унитарной груп-
пы UΦ̃ являются функции χA− + χA+ и χB− + χB+.

Следствие 14. Пусть 0 < c1 < c2. Тогда

χA±(c1,c2), χB±(c1,c2) ∈ Ker(LΦ), χA+(c1,c2) + χA−(c1,c2), χB+(c1,c2) + χB−(c1,c2) ∈ Ker(LΦ̃),

где LΦ, LΦ̃ – генераторы групп UΦ, UΦ̃.

Поскольку LΦ является сужением оператора L∗
0, то справедливо утверждение.

Следствие 15. Пусть 0 < c1 < c2. Тогда χA±(c1,c2), χB±(c1,c2) ∈ Ker(L∗
0).

Лемма 16. Система функций
{
χA±(c1,c2), χB±(c1,c2), c1, c2 ∈ R

}
полна в Ker(L∗

0).

Доказательство. Условие ϕ ∈ Ker(L∗
0) заключается в том, что (a,∇ϕ) = 0. Это равно-

сильно тому, что ϕ является первым интегралом автономной системы дифференциальных
уравнений (21). Поскольку система функционально независимых первых интегралов со-
стоит из одного элемента (которым может быть выбрана функция h), то ϕ = g◦h, где g – из-
меримая функция вещественного аргумента такая, что ϕ ∈ L2(E). Следовательно, ϕ может
быть аппроксимирована индикаторными функциями множеств A±(c1, c2), B±(c1, c2).

Аналогично лемме 16 доказывается

Лемма 17. Система функций
{
e∓T (q,p)χAc1,c2

, e∓T (q,p)χBc1,c2
, c1, c2 ∈ R

}
полна в дефект-

ном подпространстве D± = Ker(L̃0 ± I).

Множество всех косоэрмитовых расширений оператора L̃0 параметризуется множе-
ством изометрических изоморфизмов U(D−, D+) (см. лемму 17) согласно теореме фон Ней-
мана [10]. Опишем те из косоэрмитовых расширений, которые задают продолжения тра-
екторий фазового потока Φ̂, сохраняющие меру Лебега и энергию.

Фазовая плоскость E после удаления множества нулевой меры γ0 = {h(q, p) = 0}
является объединением четырех областей E>

± =
{
(q, p) ∈ E : h(q, p) > 0,±p > 0

}
,

E<
± =

{
(q, p) ∈ E : h(q, p) < 0,±q > 0

}
.

Каждой точке (q, p) ∈ E>
+ однозначно сопоставляется число T (q, p), равное времени

движения в поле скоростей a(q, p), (q, p) ∈ E к точке (q, p) от точки пересечения кривой
γ(q,p) =

{
(q′, p′) ∈ D>

+ : h(q′, p′) = h(q, p)
}

с осью q = 0, т. е. от точки
(
0,
√

2h(q, p)
)
. Для

каждой точки (q, p) ∈ E<
+ число T (q, p) определяется как время движения к точке (q, p)

от точки
(
(−4h(q, p))

1
4 , 0

)
в поле скоростей a(q, p), (q, p) ∈ E. Так заданные на множествах

E>
+ , E

<
+ функции T непрерывно дифференцируемы. Аналогично определяются функции

T (q, p), (q, p) ∈ Ei, в областях E>
− , E

<
− .
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Каждая из четырех областей E>
+ , E

>
− , E

<
+ , E

<
− диффеоморфно отображается на соот-

ветствующую область G>
±, G

<
± изменения переменных (c, s)

G>
± =

{
c = h(q, p), s = T (q, p), (q, p) ∈ E>

±
}
;

G<
± =

{
c = −h(q, p), s = T (q, p), (q, p) ∈ E<

±
}
.

Например,

G>
+ =

{
(c, s) ∈ R2 : c > 0, s ∈

(
− T

(
0,
√
2c
)
, T

(
0,
√
2c
))}

= G>
−.

Отображение (q, p) → (c(q, p), s(q, p)) диффеоморфно отображает область E>
+ на об-

ласть G>
+, при этом якобиан отображения тождественно равен единице, поскольку

∇T (q, p) = a(q, p)

|a(q, p)|2
. Отображение области E>

− на область G>
− отличается лишь тем, что

его якобиан равен −1.
Аналогично,

G<
+ =

{
(c, s) ∈ R2 : c > 0, s ∈

(
T
(
(4c)

1
4 , 0

)
, T

(
(4c)

1
4 , 0

))}
= G<

−.

Якобиан отображения (q, p) → (c(q, p), s(q, p)) равен 1 в области E<
− , равен −1 в обла-

стях E<
+ . Области E>

+ , E
>
− , E

<
+ , E

<
− (G>

+, G
>
−, G

<
+, G

<
−) будем обозначать через E1, E2, E3, E4

(G1, G2, G3, G4) соответственно. Положим

G =
⋃

j∈{1,...,4}

(j,Gj) =
{
(j,Gj), j ∈ {1, . . . , 4}

}
.

Тогда L2(E) = ⊕4
j=1L2(Ej) и L2(G) = ⊕4

j=1L2(Gj).
Рассмотрим множество граничных точек ∂G =

{
(j, ∂Gj), j ∈ {1, . . . , 4}

}
, где

∂G1 =
{
c ≥ 0, |s| = T

(
0,
√
2c
)}

= ∂G2; ∂G3 =
{
c ≥ 0, |s| = T

(
(4c)

1
4 , 0

)}
= ∂G4.

При каждом j ∈ {1, . . . , 4} определим на множестве Gj функцию Гамильтона
h̃j(c, s) = c, (c, s) ∈ Gj, связанную с функцией hj : Ej → R равенством h̃j ◦ S = hj. Про-
должим функцию h̃j по непрерывности на множество Gj = Gj

⋃
∂Gj. Гамильтоново век-

торное поле
ã(c, s) = (0, 1), (c, s) ∈ Gj, (25)

порожденное функцией Гамильтона h̃j, постоянно. Система уравнений (см. [26])

d

dt
c = 0,

d

dt
s = 1, (26)

является представлением системы уравнений Гамильтона (21) в системе координат дей-
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ствие-угол посредством канонической в области Ej замены координат (q, p) → (c, s).
Следовательно, фазовое пространство гамильтоновых систем (21) (или (26)) пред-

ставляет собой “континуальный граф” с континуальным множеством ребер, каждым реб-
ром которого является одна из фазовых траекторий

γ>±(a) =
{
(q, p) ∈ E : h(q, p) = a, ±p > 0

}
, a > 0,

γ<±(a) =
{
(q, p) ∈ E : h(q, p) = a, ±q > 0

}
, a < 0,

(или одна из фазовых траекторий ∆j(a) =
{
(c, s) ∈ Gj : h̃(c, s) = a

}
, j = 1, . . . , 4,

a ∈ R\{0}). Проблема продолжения траекторий, покидающих фазовое пространство га-
мильтоновой системы (26) за конечное время, решается как и аналогичная проблема для
конечного графа, рассмотренная в разделах 2 и 3.

Как и в случае конечного графа, граница фазового пространства гамильтоновой

системы (25) допускает разбиение ∂G = ∂G− ⋃
∂G+ на границу стоков ∂G− =

4⋃
j=1

(j, ∂G−
j )

и границу источников ∂G+ =
4⋃

j=1

(j, ∂G+
j ). Границы ∂G∓

j имеют вид
{
(c,±Tj(c)), c ∈ R+

}
.

Здесь T1,2(c) =
√
2c, c ∈ R+, и T3,4 = (4c)

1
4 , c ∈ R+.

Введем оператор замены S : L2(E) → L2(G), при каждом j = 1, . . . , 4 сопоставля-
ющий функции u(q, p), (q, p) ∈ Ej, u ∈ L2(Ej) функцию ψ(c, s), (c, s) ∈ Gj согласно равен-
ству u(q, p) = ψ(c(q, p), s(q, p)), (q, p) ∈ Ej. Тогда ψ(c, s) = u(q(c, s), p(c, s)), (c, s) ∈ Gj,
причем в силу равенства единице модуля якобиана диффеоморфизма Ej → Gj имеем
ψ ∈ L2(Gj) и ∥u∥L2(Ej) = ∥ψ∥L2(Gj). Следовательно, S – изометрический изоморфизм, отоб-
ражающий L2(Ej) на L2(Gj) при каждом j = 1, . . . , 4. Кроме того, если u ∈ C1

0(Ej), то
Su ∈ C1

0(Gj), и наоборот.

Лемма 18. Оператор L̃0 : C
1
0(G) → L2(G) такой, что

L̃0Su = SL0u ∀u ∈ C1
0(E), (27)

действует на произвольную функцию ψ ∈ C1
0(G) согласно равенству L̃0ψ =

∂

∂s
ψ.

Доказательство. Пусть i ∈ {1, . . . , 4} и u ∈ C1
0(Ei). Тогда если ψi = Sui, то условие (27)

эквивалентно следующему

L̃0ψi(c, s) = SL0ψi(c(q, p), s(q, p)) = S
[
∂

∂c
ψi(c, s)(a,∇c(q, p)) +

∂

∂s
ψi(c, s)(a,∇s(q, p))

]
= S

[
∂

∂s
ψi(c(q, p), s(q, p))

]
=

∂

∂s
ψi(c, s) ∀ψi ∈ C1

0(Gi).

Полученное равенство верно для каждой компоненты ψi функции ψ ∈ C1
0(G).

Оператор L̃0 плотно определен, симметричен, а его сопряженный имеет область опре-
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деленияD(L̃∗
0) = ⊕4

j=1W
0,1
2 (Gj), гдеW 0,1

2 (Gj) – пространство Соболева функций ψj ∈ L2(Gj),

обладающих обобщенной производной
∂

∂s
ψj ∈ L2(Gj). При этом

L̃∗
0ψ(c, s) =

∂

∂s
ψ(c, s) ∀ψ ∈ D(L̃∗

0).

Следовательно, всякая функция ψ ∈ D(L̃∗
0) имеет граничные значения

∂ψ =
(
⊕4

j=1 ∂ψ
+
j

)
⊕

(
⊕4

j=1 ∂ψ
−
j

)
,

где ψj = ψ|Gj
, ∂ψ±

j = ψ|∂G±
j
. При этом

{
∂ψ∓

j (c,±Tj(c)), c ∈ R+

}
∈ L2(R+) при каждом

j = 1, . . . , 4.
Следовательно, ⊕4

j=1L2(R+) ⊕ ⊕4
j=1L2(R+) – пространство граничных значений

∂ψ = ∂ψ− ⊕ ∂ψ+ функции ψ ∈ D(L̃∗
0). Как и в теореме 9, получим

Теорема 19. Сужение L̃J оператора L̃∗
0 на подпространство D(L̃J) пространства D(L̃∗

0)

является косоэрмитовым расширением оператора L̃0 тогда и только тогда, когда

D(L̃J) =
{
ψ ∈ D(L̃∗

0) : ∂ψ+ = J∂ψ−
}
,

где J – унитарный оператор в пространстве ⊕4
j=1L2(R+).

Теорема 20. Для косоэрмитова расширения L̃J оператора L̃0 найдется группа Φ̃(t),
t ∈ R, сохраняющих меру Лебега преобразований пространстве G, продолжающая сдвиги
вдоль векторного поля (25), удовлетворяющая условиям

h̃ ◦ Φ̃(t) = h̃ ∀ t ∈ R, (28)

etL̃J = UΦ̃(t), t ∈ R, (29)

если и только если группа etL̃J , t ∈ R, сохраняет множество значений произвольной
функции из пространства L2(G) и операторы группы etL̃J коммутируют с оператором
c умножения на аргумент c.

Доказательство. Достаточность. Как и в доказательстве леммы 12, если etL̃J = UΦ̃(t),
t ∈ R, при некотором удовлетворяющем условиям измеримости и сохранения меры Лебега
продолжении Φ̃ потока вдоль векторного поля (25) в фазовом пространстве G, то операто-
ры группы etL̃J не меняют множества значений функции из L2(E) и унитарны. Если, кроме
того, h̃ ◦ Φ̃(t) = h̃ ∀ t ∈ R, то операторы группы UΦ̃(t), t ∈ R, коммутируют с оператором
c умножения на аргумент c.

Необходимость. 1) Предположим, что унитарная группа etL̃J сохраняет множество
значений произвольной функции из L2(G). Тогда индикаторная функция некоторого мно-
жества A из борелевской σ-алгебры B(G), порожденной множествами вида (i, Ai),
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i ∈ {1, . . . , 4}, Ai ∈ B(Gi), преобразуется операторами etL̃J в индикаторную функцию из-
меримого множества At. Причем λ(At) = λ(A) в силу унитарности преобразования etL̃J .

2) Пусть A,B ∈ B(G) – дизъюнктные борелевские подмножества G с конечной мерой
Лебега. Тогда etL̃JχA, e

tL̃JχB при любом t ∈ R – индикаторные функции, ортогональные
в пространстве L2(G), и потому имеющие дизъюнктные носители At, Bt.

3) Поскольку операторы группы etL̃J , t ∈ R, коммутируют с оператором c умножения
на аргумент c, то для любого измеримого подмножества B множества A верно равенство(

cetL̃JχB, e
tL̃JχB

)
= (cχB, χB). (30)

Следовательно, eсли множество A ⊂ G =
{
(j, Gj), j ∈ 1, . . . , 4

}
лежит в полосе{

(j, (c, s)) ∈ G : c ∈ K
}
, где K – компакт в R, то и множество At лежит в той же полосе.

4) Поскольку L̃Ju = L̃0u для любой функции u ∈ C1
0(G), то для функции χA, где мно-

жество A ∈ B(G) лежит в слое
{
(i, (c, s)) ∈ G : c ∈ K, s ∈ (−Ti(c), Ti(c)− τ(c))

}
, равенство

L̃JχA =
{
(i, (c, s)) ∈ G : (i, (c, s− t)) ∈ A

}
справедливо при всех t ∈ [0, τ(c)).

На множестве R\{0} равенство T∗(c) =

T
(
0,
√
2c
)
, c > 0;

T
(
(−4c)

1
4 , 0

)
, c < 0,

определяет непре-

рывную функцию. Для каждого компактного множества K ∈ B(R\{0}) определим поло-
жительные числа τ(K) = inf

c∈K
T∗(c) и T (K) = sup

c∈K
T∗(c).

В силу непрерывности функции T∗ на множестве R\{0} для каждого c ∈ R\{0} най-

дется такое δ = δ(c) ∈ (0, |c|), что T ([c− δ, c+ δ])− τ([c− δ, c+ δ]) <
1

2
τ(c). Следовательно,

для любого компакта K ⊂ [c− δ, c+ δ] выполняется условие T (K)− τ(K) ≤ 1

2
τ(c).

Фиксируем некоторые c0 ̸= 0 и i ∈ {1, . . . , 4}. При всевозможных ϵ ∈
(
0,

1

2
τ(c0)

)
и

для произвольного компакта K ⊂ [c0 − δ(c0), c0 + δ(c0)] рассмотрим множество

A = A(i,K, ϵ) =
{
(j, (c, s)) ∈ G : j = i, c ∈ K, s ∈ (T∗(c)− ϵ, T∗(c))

}
.

Как показано в пункте 3), множество At(i,K, ϵ) ⊂
{
(j, (c, s)) ∈ G : c ∈ K

}
при всех t ∈ R.

Согласно 4), множество Aϵ(i,K, ϵ) лежит в слое{
(j, (c, s)) ∈ G : c ∈ K, s ∈ (−Ti,∗(c),−Ti,∗(c) + ϵ)

}
.

Следовательно, при всех t ∈
(
ϵ,
1

2
τ(c0)

)
проекции определенных по множеству A в пунк-

те 1) множеств At(i,K, ϵ) не зависят от t и

At(i,K, ϵ) = {(j, (c, s)) ∈ G : j ∈ {1, . . . , 4}, c ∈ Ki,j, s ∈ (−Tj,∗(c)+t−ϵ,−Tj,∗(c)+t)}, (31)

где Ki,j – измеримые множества в R, не зависящие от s и от t.
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Для фиксированного индекса i = 1 определим отображение Λ1, сопоставляющее каж-
дому компактуK = [c− δ(c), c+ δ(c)] множествоK ′

1 =
{
(j,K1,j), j ∈ {1, . . . , 4}

}
∈ B(G) та-

кое, что выполнено (31). Так как A ∈ G1, то c > 0 для любого c ∈ K. Следовательно,
K1,3 = K1,4 = ∅ в силу условия (30). Так как λR2(A) = ϵλR(K), то согласно 1) отображе-
ние Λ1 сохраняет меру Лебега λ(K) = λ(K ′

1) = λ(K1,1) + λ(K1,2). Причем K1,1

⋂
K1,2 = ∅,

K1,1

⋃
K1,2 = K согласно 2), 3). Следовательно, At(1, K, ϵ) = A′

t

⊔
A′′

t , где

A′
t =

{
(j, (c, s)) ∈ G : j = 1, c ∈ K1,1, s ∈ (−T1,∗(c) + t− ϵ,−T1,∗(c) + t)

}
,

A′′
t =

{
(j, (c, s)) ∈ G : j = 2, c ∈ K1,2, s ∈ (−T2,∗(c) + t− ϵ,−T2,∗(c) + t)

}
, t ∈

(
ϵ,
1

2
τ(c0)

)
.

Так как etL̃J является однопараметрической группой, то (At(i,K, ϵ))−t = A(i,K, ϵ).
Положим A′ = (A′

t)−t. Тогда, как было доказано, A′ ⊂ A(1, K, ϵ) и

A′ =
{
(j, (c, s)) ∈ G : j = 1, c ∈ K ′, s ∈ (T1,∗(c)− ϵ, T1,∗(c))

}
при некотором K ′ ⊂ K. Следовательно, etL̃JχA′ = χA′

ϵ
. Так как λ(K ′) = λ(K1,1) в силу 1),

то K ′ = K1,1 с точностью до множества нулевой меры. Так как группа etL̃J сохраняет свой-
ство дизъюнктности носителей функций и унитарна, то etL̃JχA′′ = χA′′

ϵ
, где K ′′ = K\K ′,

A′′ = A\A′ и A′′
t = At\A′

t.
Определим на отрезке K отображение Λ1 по правилу Λ1(c) = 1, c ∈ K ′, Λ1(c) = 2,

c ∈ K ′′. В силу линейности операторов группы etL̃J , если K̃, K̂ – отрезки, то отображе-
ния Λ1 на них заданы согласовано в том смысле, что если K̄ = K̂

⋂
K̃, то K̄ ′ = K̂ ′⋂ K̃ ′.

Поэтому отображение Λ1 продолжается на всю полупрямую c ≥ 0 до двухзначного из-
меримого отображения, согласованного с группой etL̃J в том смысле, что определяемое
равенством (31) множество лежит в G1 для любого K ⊂ Λ−1

1 (1), и лежит в G2 для любо-
го K ⊂ Λ−1

1 (2).
Рассмотрим множество B =

{
(j, (c, s)) : j = 2, c ∈ K, s ∈ (T2,∗(c)− ϵ, T2,∗(c))

}
и при

всех t ∈
(
ϵ,
1

2
τ(c0)

)
– множество Bt = B′

t

⊔
B′′

t , где

B′
t =

{
(j, (c, s)) ∈ G : j = 2, c ∈ K2,2, s ∈ (−T2,∗(c) + t− ϵ,−T2,∗(c) + t)

}
,

B′′
t =

{
(j, (c, s)) ∈ G : j = 1, c ∈ K2,1, s ∈ (−T2,∗(c) + t− ϵ,−T2,∗(c) + t)

}
,

где K2,1, K2,2 – некоторые измеримые подмножества R. В силу пп. 3) и 4) при всех

t ∈
(
ϵ,
1

2
τ(c0)

)
множество Bt лежит в полосе

{
(j, (c, s)) : j ∈ {1, 2}, c ∈ K, s ∈ (−T2,∗(c) + t− ϵ,−T2,∗(c) + t)

}
и при этом λR2(Bt) = λR2(B) = ϵλR1(K). В силу условия 2) Bt

⋂
At = ∅ при всех t ∈ R.

Это возможно если и только если K2,2 = K1,1, K2,1 = K1,2.
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Как и выше для Λ1, тем самым на полупрямой c ≥ 0 определяется измеримая функ-
ция Λ2, принимающая два значения 1 и 2. В силу 2) имеем At

⋂
Bt = ∅ ∀ t ∈ R, поэтому

Λ1(c) ̸= Λ2(c) и {Λ1(c), Λ2(c)} = {1, 2} при любых c > 0. Значит, Λ2(c) = 2 при c ∈ Λ−1
1 (1)

и Λ2(c) = 1 при c ∈ Λ−1
1 (2). Аналогичным образом на полупрямой c < 0 определяются

измеримые двухзначные отображения Λ3 и Λ4 со значениями 3 и 4.
Следовательно, группа etL̃J определяет отображение J : ∂G− → ∂G+ по следующему

правилу J(j, (c, Tj,∗(c))) = (Λj(c), (c,−TΛ(j),∗(c))), c ≥ 0. Если положить

ΦJ
t (+0, (j, c, Tj,∗(c))) = (Λj(c), c,−TΛj(c),∗(c)) ∀ c ∈ R\{0}, (32)

то на фазовом пространстве G определен поток ΦJ
t , задаваемый сдвигами вдоль вектор-

ного поля (25) внутри областей Gj, j = 1, . . . , 4, и условиями (32) перехода с одной траек-
тории на другую при выходе траекторий на границу областей Gj, j = 1, . . . , 4.

Таким образом, выбор косоэрмитова расширения L̃J оператора L̃0 определяет изме-
римое сохраняющее меру Лебега биективное отображение J множества ∂G− на множе-
ство ∂G+, удовлетворяющее условию консервативности h̃ ◦ J |∂G− = h̃|∂G− . Следовательно,
определено продолжение потока ΦJ на фазовом пространстве E, удовлетворяющее усло-
вию консервативности (28) и связанное с группой etL̃J формулой (29).

Замечание 21. Поскольку линейные операторы L0 и L̃0 связаны унитарным преобразо-
ванием замены аргумента (27), утверждение теоремы 20 справедливо и для связи между
косоэрмитовыми расширениями оператора L0 и продолжениями локальных траекторий
гамильтоновой системы (21) до гамильтонова потока.
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Extensions of phase trajectories and extensions of
differential operators

V.Zh. Sakbaev

Abstract. The trajectories of motion along divergence-free vector fields in the
phase space of autonomous systems of differential equations are studied, along
with the corresponding first-order evolutionary differential equation (the Liouville
equation), which describes the shift of the argument of a given function on the phase
space along the trajectories of the vector field. Finite graphs and planar domains
are considered as the phase space. The absence of a global-in-time solution to the
Cauchy problem for the system of differential equations leads to the absence of a
transformation group of the initial data space generated by the Cauchy problem.
The extension of the set of phase trajectories is associated with a skew-Hermitian
extension of the differential operator defined on smooth, compactly supported
functions on the phase space.

It is established which skew-Hermitian extensions of the first-order differential
operator are associated with deterministic extensions of the phase flow, and which
are associated with stochastic extensions of trajectories through the boundary of
the phase space.
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DOI: 10.26907/2949-3919.2025.4.87-119

References

[1] J. Bourgain, Periodic nonlinear Schrödinger equation and invariant measures, Comm.
Math. Phys. 166 (1), 1–26 (1994).
DOI: https://doi.org/10.1007/BF02099299

[2] P.Chernoff, J.Marsden, Properties of infinite dimensional Hamiltonian systems, Lecture
Notes Math. 425, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 1974.
DOI: https://doi.org/10.1007/bfb0073665

[3] P.E. Zhidkov, On invariant measure for some infinite-dimensional dynamical systems, Ann.
Inst. H. Poincare. Sect. A 62 (3), 267–287 (1995).
URL: https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-94-017-0693-3_32

Received: 12 September 2025. Accepted: 14 October 2025. Published: 24 December 2025.

https://doi.org/10.1007/BF02099299
https://doi.org/10.1007/bfb0073665
https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-94-017-0693-3_32


Продолжения уходящих из фазового пространства траекторий 117

[4] Ya.B. Zeldovich, Yu.P.Rayzer, Physics of Shock Waves and High-Temperature
Hydrodynamic Phenomena. Vol. I, II, Academic Press, Inc., New York, 1966, 1967.
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