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Полуортогональные проекторы в унитальных
C∗-алгебрах

А.М. Бикчентаев

Аннотация. Пусть Asem = {A ∈ A : ReA = A∗A} – множество всех полуор-
тогональных проекторов унитальной C∗-алгебры A, I – единица A. Формула
U = 2A − I (A ∈ Asem) задает биекцию между множеством Asem и множе-
ством всех изометрий из A. Для любого натурального числа n ≥ 2 существует
некоммутативный многочлен степени n, который выдает полуортогональный
проектор при подстановке произвольного набора A1, . . . , An ∈ Asem. Каждый
элемент A ∈ Asem гипонормален и лежит в единичном шаре C∗-алгебры A.
Если A ∈ Asem, то A2 гипонормален. Если A,A2 ∈ Asem, то A является проек-
тором. Если A ∈ Asem и A = An для некоторого n ∈ N, n ≥ 2, то A является
нормальным элементом, и A – проектор при n = 2.

Ключевые слова: гильбертово пространство, линейный оператор, полуор-
тогональный проектор, изометрия, C∗-алгебра.

DOI: 10.26907/2949-3919.2025.2.4-18

Введение

Понятие полуортогонального проектора в Mn(C) было введено и изучено в [1]. Раз-
личные свойства полуортогональных проекторов в контексте алгебры B(H) всех линейных
ограниченных операторов в гильбертовом пространстве H, а затем и в контексте униталь-
ных C∗-алгебр были исследованы в [2–4]. Пусть Asem := {A ∈ A : ReA = |A|2} – мно-
жество всех полуортогональных проекторов унитальной C∗-алгебры A, A1 – единичный
шар A, Asa и Apr – эрмитова часть и множество проекторов A, соответственно. Перечис-
лим полученные в нашей статье результаты. Формула U := 2A − I (A ∈ Asem) задает
биекцию между множествами Asem и Aiso := {A ∈ A : A∗A = I}. Имеем Asem ∩ Asa = Apr

(теорема 1). Каждый элемент A ∈ Asem гипонормален (следствие 2). Для каждого набора
элементов A1, . . . , An ∈ Asem элемент

A :=
(2A1 − I) · · · (2An − I) + I

2
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также лежит в множестве Asem (следствие 3). Значит, для любого натурального числа
n ≥ 2 существует некоммутативный многочлен степени n, который выдает полуортого-
нальный проектор при подстановке произвольного набора A1, . . . , An ∈ Asem. Имеем вклю-
чение Asem ⊂ A1 (следствие 4). Пусть A1, . . . , An, A ∈ Asem, λ1, . . . , λn > 0 и λ1+· · ·+λn = 1.
Если λ1A1 + · · ·+ λnAn = A, то A1 = · · · = An = A (следствие 6). Имеем Asem ∩ Aiso = {I}
(следствие 7). Если A ∈ A с ∥A∥ < 1, то элемент (I +A)/2 является средним арифметиче-
ским нормальных полуортогональных проекторов из A (предложение 8). Для A,B ∈ Asem

пишем A ≤1 B, если A+A∗ = A∗B+B∗A. Отношение ≤1 на Asem является антисимметрич-
ным и рефлексивным. Его сужение на Apr совпадает с обычным отношением частичного
порядка ≤. В алгебре B(H), dimH = +∞, существует гипонормальный оператор, квадрат
которого не гипонормален [5, задача 209]. Если A ∈ B(H)sem, то A2 гипонормален (теоре-
ма 22). Пусть A – унитальная C∗-алгебра. Если A,A2 ∈ Asem, то A ∈ Apr (теорема 23). Если
A ∈ Asem и A = An для некоторого n ∈ N, n ≥ 2, то A является нормальным элементом,
и A ∈ Apr при n = 2 (теорема 24).

1. Обозначения и определения

C∗-алгеброй называется комплексная банахова ∗-алгебра A такая, что ∥A∗A∥ = ∥A∥2
для всех A ∈ A. Пусть A – унитальная C∗-алгебра с единицей I, A1 := {A ∈ A : ∥A∥ ≤ 1} –
единичный шар алгебры A. Элемент A ∈ A называется гипонормальным, если A∗A ≥ AA∗;
нормальным, если A∗A = AA∗; изометрией, если A∗A = I; коизометрией, если AA∗ = I.
Положим

Aiso := {A ∈ A : A∗A = I}, Au := {A ∈ A : A∗A = AA∗ = I},
Apr := {A ∈ A : A = A2 = A∗}, Api := {A ∈ A : A∗A ∈ Apr}.

Для C∗-алгебры A через Aid, Asa и A+ будем обозначать ее подмножества идем-
потентов (A = A2), эрмитовых (A∗ = A) элементов и положительных элементов, соответ-
ственно. Если A ∈ A, то |A| =

√
A∗A ∈ A+ и ReA = (A+ A∗)/2 ∈ Asa; S(A) = (A− A∗)/2

– косоэрмитова часть элемента A. Пусть

Asem := {A ∈ A : ReA = |A|2}

– множество всех полуортогональных проекторов унитальной C∗-алгебры A. Если I –
единица алгебры A, то формула SP = 2P − I задает биекцию между Aid и множеством
Asym всех симметрий (S2 = I) в A.

Для P,Q ∈ Apr будем писать P ∼ Q (эквивалентность Мюррея–фон Неймана), если
P = U∗U и Q = UU∗ для некоторого U ∈ A. Проектор P в C∗-алгебре A называется ко-
нечным, если P ∼ Q ≤ P влечет Q = P . Унитальная C∗-алгебра A называется конечной,
если I является конечным проектором [6, гл. III, определение 1.3.1].
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Следом на C∗-алгебре A называется такое отображение φ : A+ → [0,+∞], что

φ(X + Y ) = φ(X) + φ(Y ), φ(λX) = λφ(X) для всех X,Y ∈ A+, λ ≥ 0

(при этом 0 · (+∞) ≡ 0); φ(Z∗Z) = φ(ZZ∗) для всех Z ∈ A. Для следа φ определим
(см. [6, гл. II, II.6.7.3]) M+

φ = {X ∈ A+ : φ(X) < +∞}. Ограничение φ|M+
φ

корректно про-
должается по линейности до функционала на Mφ = linCM

+
φ , который будем обозначать

той же буквой φ. Такое продолжение позволяет отождествлять конечные следы
(т. е. φ(X) < +∞ для всех X ∈ A+) с положительными следовыми функционалами на A.

Пусть H – гильбертово пространство над полем C, B(H) – ∗-алгебра всех линейных
ограниченных операторов в H. Любую C∗-алгебру можно реализовать как C∗-подалгебру в
B(H) для некоторого гильбертова пространства H (теорема Гельфанда–Наймарка;
см. [7, теорема 3.4.1]). Подпространство K ⊂ H является инвариантным относительно
оператора A ∈ B(H), если Aξ ∈ K для каждого ξ ∈ K. При dimH = n < ∞ алгебра B(H)

отождествляется с полной матричной алгеброй Mn(C).

2. Полуортогональные проекторы в унитальных C∗-алгебрах

Пусть A – унитальная C∗-алгебра.

Теорема 1. Формула U := 2A−I (A ∈ Asem) задает биекцию между множествами Asem

и Aiso. Имеем Asem ∩ Asa = Apr.

Доказательство. Если A ∈ Asem, то

U∗U = (2A− I)∗(2A− I) = 4A∗A− 2A− 2A∗ + I = I

и U ∈ Aiso. Обратно, если U ∈ Aiso, то для элемента A = (U + I)/2 имеем

|A|2 = U∗ + I

2
· U + I

2
=
U + U∗ + 2I

4
=
U + I

4
+
U∗ + I

4
= ReA

и A ∈ Asem. Если A ∈ Asem и A = A∗, то A = |A|2 и A ∈ Apr. Включение Apr ⊂ Asem оче-
видно.

Следствие 2. Каждый элемент A ∈ Asem гипонормален.

Доказательство. Поскольку проектор UU∗ ≤ I, имеем

A∗A =
U∗ + U

4
+

1

2
I ≥ U + U∗

4
+

1

4
UU∗ +

1

4
I = AA∗.

Утверждение доказано.
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Следствие 3. Для каждого набора элементов A1, . . . , An ∈ Asem элемент

A :=
(2A1 − I) · · · (2An − I) + I

2
(1)

также лежит в множестве Asem.

Доказательство. В силу теоремы 1 элементы Uk := 2Ak− I, k = 1, . . . , n, лежат в множе-
стве Aiso. Поскольку произведение любого конечного набора элементов из Aiso снова лежит
в Aiso, имеем U := U1 · · ·Un ∈ Aiso. Для элемента A := (U + I)/2 выполнено равенство

(2A1 − I) · · · (2An − I) = 2A− I,

т. е. A из (1) лежит в множестве Asem. В частности, если A1, A2, A3 ∈ Asem, то элементы

2A1A2 − A1 − A2 + I, 4A1A2A3 − 2A1A2 − 2A1A3 − 2A2A3 + A1 + A2 + A3

лежат в Asem. Для A1 = A2 имеем 2A2
1 − 2A1 + I ∈ Asem.

Другими словами, для любого натурального числа n ≥ 2 существует некоммутатив-
ный многочлен степени n, который выдает полуортогональный проектор при подстановке
произвольного набора A1, . . . , An ∈ Asem.

Следствие 4. Имеем включение Asem ⊂ A1.

Доказательство. Если A ∈ Asem, то 2A− I ∈ Aiso и

2∥A∥ = ∥2A− I + I∥ ≤ ∥2A− I∥+ ∥I∥ = 1 + 1 = 2

в силу неравенства треугольника для нормы ∥ · ∥.

Лемма 5 ([8, гл. I, теорема 10.2]). Если C∗-алгебра A унитальна, то A ∈ A1 являет-
ся крайней точкой множества A1 тогда и только тогда, когда A∗A (значит, и AA∗)
является проектором и выполнено условие (I − A∗A)A(I − AA∗) = {0}.

В частности, изометрии и коизометрии являются крайними точками множества A1.

Следствие 6. Пусть A1, . . . , An, A ∈ Asem, λ1, . . . , λn > 0 и λ1 + · · ·+ λn = 1. Если

λ1A1 + · · ·+ λnAn = A, (2)

то A1 = · · · = An = A.

Доказательство. Пусть A1 =
U1 + I

2
, . . . , An =

Un + I

2
, A =

U + I

2
– представления тео-

ремы 1 с U1, . . . , Un, U ∈ Aiso. Тогда из равенства (2) имеем λ1U1 + · · ·+ λnUn = U и из
леммы 5 получаем U1 = · · · = Un = U .
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Следствие 7. Имеем Asem ∩ Aiso = {I}.

Доказательство. Если A ∈ Asem ∩ Aiso, то ReA = |A|2 = I2 = I и

1

2
A+

1

2
A∗ = I.

Заметим, что I лежит в множестве extrA1 всех крайних точек множества A1. Так как A

является изометрией, то A∗ – коизометрия и поэтому A,A∗ ∈ extrA1. Теперь из леммы 5
получаем A = A∗ = I.

Предложение 8. Если A ∈ A с ∥A∥ < 1, то элемент (I + A)/2 является средним ариф-
метическим нормальных полуортогональных проекторов из A.

Доказательство. Если A ∈ A с ∥A∥ < (n− 2)n−1, то A =
1

n
(U1 + · · · + Un) с некоторыми

U1, . . . , Un ∈ Au (см. [9]). Поэтому

A =
2

n

(
U1 + I

2
+ · · ·+ Un + I

2

)
− I и

A+ I

2
=

1

n

(
U1 + I

2
+ · · ·+ Un + I

2

)
.

Заметим, что
U1 + I

2
, . . . ,

Un + I

2
∈ Asem и являются нормальными элементами.

Теорема 9. Для A ∈ Asem следующие условия эквивалентны:
(i) A нормален;
(ii) 2A− I ∈ Au;
(iii) A∗ ∈ Asem.

Доказательство. (i)⇒ (ii). Если A является нормальным элементом в Asem, то U := 2A−I
является нормальной изометрией в A, см. теорему 1. Следовательно, U ∈ Au.

(ii)⇒ (i). Каждый элемент U ∈ Au нормален.
(i)⇒ (iii). Имеем A+ A∗ = 2A∗A = 2AA∗.

Следствие 10. Если C∗-алгебра A конечна, то каждый элемент A ∈ Asem является
нормальным.

Доказательство. Если C∗-алгебра A конечна, то все изометрии и коизометрии из A яв-
ляются унитарными элементами.

Другие примеры, когда A ∈ Asem является нормальным см., например, в [3, §4].

Теорема 11. Имеем Asem ∩ Api = Apr.

Доказательство. Для частичной изометрииA ∈ Asem имеемA+A∗ = 2P с P := A∗A ∈ Apr.
Поэтому декартово разложение элемента A есть A = P + iB с B ∈ Asa и i ∈ C, i2 = −1.
Из равенства (P − iB)(P + iB) = P получаем

i(PB −BP ) = −B2. (3)
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Умножив обе части равенства (3) слева и справа на проектор P , имеем PB2P = |BP |2 = 0.
Поэтому ∥|BP |∥ =

√
∥|BP |2∥ = 0. Значит, ∥BP∥ = ∥ |BP | ∥ = 0 и BP = 0 в силу точности

нормы ∥ · ∥. Теперь PB = (BP )∗ = 0 и из (3) получаем B2 = |B|2 = 0. Так как

∥ |B|2∥ = ∥ |B| ∥2 = ∥B∥2 = 0,

получаем B = 0 и A = P , что и требовалось.

Предложение 12. Пусть A ∈ Asem нормален и элемент U := 2A − I представляет-
ся в виде произведения U = S1S2 с некоторыми S1, S2 ∈ Au ∩ Asa (= Asym ∩ Asa). Тогда
A∗ = S1AS1.

Доказательство. Очевидно,

2S1AS1 − I = S1(2A− I)S1 = S2S1 = (S1S2)
∗ = 2A∗ − I,

поэтому A∗ = S1AS1. Поскольку Sk = 2Pk − I с Pk =
I + Sk

2
∈ Apr, k = 1, 2, имеем

2A− I = (2P1 − I)(2P2 − I),

A = 2P1P2 − P1 − P2 + I.

Следствие 13. Пусть элемент A как в предложении 12. Тогда
(i) если φ – след на C∗-алгебре A и A ∈ Mφ, то φ(A) ∈ R;
(ii) если A = Mn(C), то определитель det(A) ∈ R.

Доказательство. (i). Имеем A∗ ∈ Mφ и φ(A∗) = φ(A) = φ(S1AS1) = φ(S2
1A) = φ(A) ∈ R в

силу равенства φ(XY ) = φ(Y X) для всех X ∈ A и Y ∈ Mφ [7, гл. 6, упражнение 4]; черта
сверху означает комплексное сопряжение.

(ii). Из теоремы об определителе произведения матриц и равенства det(X∗) = det(X)

для всех X ∈ Mn(C) [10, гл. 0, §0.3, 0.3.1] получаем

det(A) = det(A∗) = det(S1AS1) = det(S1)
2 det(A) = det(S2

1) det(A) = det(I) det(A)

= det(A) ∈ R.

Утверждение доказано.

Пример 14. Пусть A = M2(C) и

Aε =

(
ε −

√
ε− ε2√

ε− ε2 ε

)
для 0 ≤ ε ≤ 1. (4)

Тогда Aε ∈ Asem и Uε := 2Aε − I представляется в виде произведения Uε = S1S2 с матри-
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цами

S1 =

(
2t− 1 2

√
t− t2

2
√
t− t2 1− 2t

)
, S2 =

(
1− 2t 2

√
t− t2

2
√
t− t2 2t− 1

)
, t := 2− 2

√
1− ε,

из Au ∩ Asa, т. е. элемент Aε удовлетворяет условию факторизации предложения 12.

Пример 15. Если A = B(H), dimH ≤ +∞, то {∥A∥ : A ∈ Asem} = [0, 1]. Для каждого
ε ∈ [0, 1] определенный в (4) оператор Aε удовлетворяет условию

A∗
εAε = ε diag(1, 1).

Поэтому ε = ∥A∗
εAε∥ = ∥Aε∥2 и ∥Aε∥ =

√
ε, 0 ≤ ε ≤ 1. Напомним, что

{∥A∥ : A ∈ Apr} = {0, 1}, {∥A∥ : A ∈ Aid} = {0} ∪ [1,+∞).

Предложение 16. Пусть A – унитальная C∗-алгебра. Формула A⊥ := I − A (A ∈ Asem)

задает инволюцию на множестве Asem. Имеем A∗A⊥ := i ImA.

Доказательство. Очевидно, (A⊥)⊥ = A для всех A ∈ Asem и

A⊥∗A⊥ = I + A∗A− A− A∗ = I − A+ A∗

2
=
A⊥ + A⊥∗

2
= Re (A⊥),

A∗A⊥ = A∗ − A∗A = A∗ − A+ A∗

2
=
A∗ − A

2
= i

A∗ − A

2i
= i ImA.

Утверждение доказано.

Из теоремы 1 следует A− A⊥ ∈ Aiso.

Предложение 17. Если элемент A ∈ Asem обратим, то Re (A−1) = I. В частности,
если A−1 ∈ Asem, то A = I.

Доказательство. Элемент 2A−I является изометрией, см. теорему 1. Имеем соотношения

(2A− I)A−1 = 2I − A−1, (A−1)∗ = (A∗)−1, (2A∗ − I)(2A− I) = I,

(A−1)∗ = (A∗)−1(2A∗ − I)(2A− I)A−1 = (2I − (A−1)∗)(2I − A−1)

= 4I − 2(A−1)∗ − 2A−1 + (A−1)∗A−1.

Следовательно, (A−1)∗ + A−1 = 2I и Re (A−1) = I. В частности, если A−1 ∈ Asem, то
|A−1| = I, т. е. A−1 является обратимой изометрией; значит, A−1 ∈ Au. Таким образом,
A = (A−1)−1 = (A−1)∗ ∈ Au и A = I в силу следствия 7.

Теорема 18. Для A,B ∈ Asem имеем следующие эквивалентности:
(i) A+B ∈ Asem ⇔ A∗B +B∗A = 0;
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(ii) A−B ∈ Asem ⇔ A∗B +B∗A = 2B∗B;
(iii) A−B ∈ A+ ⇔ S(A) = S(B) и B∗B ≤ A∗A.

Доказательство. Заметим, что

|X + Y |2 + |X − Y |2 = 2|X|2 + 2|Y |2 для всех X, Y ∈ A. (5)

(i), ⇒. Складывая почленно равенства A+ A∗ = 2|A|2 и B +B∗ = |B|2, получаем
A+A∗ +B +B∗ = 2|A|2 + 2|B|2 = 2|A+B|2. Теперь из (5) имеем |A+B|2 = |A−B|2, т. е.
A∗B +B∗A = 0.

(ii), ⇒. Имеем

2|A−B|2 = A∗ −B∗ + A−B = A∗ + A− (B∗ +B) = 2|A|2 − 2|B|2. (6)

Из (5) с X = A−B и Y = B получаем 2|A−B|2 +2|B|2 = |A|2 + |A− 2B|2. Теперь отсюда
и из (6) имеем |A|2 = |A− 2B|2, т. е. A∗B +B∗A = 2B∗B.

(iii), ⇒. Имеем A∗ −B∗ = (A−B)∗ = A−B ∈ A+, поэтому

2(A−B) = A+ A∗ −B −B∗ = 2(A∗A−B∗B) ≥ 0

и B∗B ≤ A∗A. Очевидно, что

S(A)− S(B) =
A− A∗

2
− B −B∗

2
=

1

2
((A−B)− (A∗ −B∗)) =

1

2
((A−B)− (A−B)∗) = 0.

(iii), ⇐. Имеем

A−B =
A−B + (A−B)∗

2
+
A−B − (A−B)∗

2
=
A+ A∗ − (B +B∗)

2
+ S(A)− S(B)

= A∗A−B∗B ≥ 0.

Теорема доказана.

Пример 19. Если A ∈ Asem, то A⊥ ∈ Asem в силу предложения 16 и A+ A⊥ = I ∈ Asem.
Предложение 16 дает

A∗A⊥ + A⊥∗A =
A∗ − A

2
+ A− A∗A =

A∗ + A

2
− A∗A = 0,

т. е. импликация “(i), ⇒” теоремы 18 выполнена.

Для A,B ∈ Asem пишем A ≤1 B, если A+ A∗ = A∗B +B∗A. Например, для 3× 3
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полуортогональных бистохастических матриц

A =
1

3




1 1 1

1 1 1

1 1 1


 , B =

1

2




1 0 1

1 1 0

0 1 1




имеем A ≤1 B, A ≤1 B
∗. Очевидно, A = AB = AB∗ является проектором.

Предложение 20. Пусть A,B ∈ Asem. Тогда
(i) 0 ≤1 A, A ≤1 I, A ≤1 A;
(ii) A ≤1 B ⇔ B⊥ ≤1 A

⊥;
(iii) A ≤1 B

⊥ ⇔ A∗B +B∗A = 0 и при этом A+B ∈ Asem в силу теоремы 18;
(iv) если A ≤1 B, B ≤1 A, то A = B;
(v) если A,B ∈ Apr, то A ≤1 B ⇔ A ≤ B.

Доказательство. (iv). Из соотношений

A+ A∗ = A∗B +B∗A, B +B∗ = B∗A+ A∗B

получаем A+ A∗ = B +B∗. Поэтому

|A−B|2 = (A−B)∗(A−B) = A∗A+B∗B − A∗B −B∗A =
A+ A∗

2
+
A+ A∗

2
− A− A∗ = 0

и |A−B| = 0. Следовательно, ∥A−B∥ = ∥|A−B|∥ = 0 и A = B.

(v), ⇒. Имеем 2A = AB +BA ≥ 0, поэтому AB = BA в силу [11, лемма 2]. Следова-
тельно, A = AB и A ≤ B.

(v), ⇐. Если A ≤ B, то A = AB = BA и 2A = AB +BA, т. е. A ≤1 B. Предложение
доказано.

Таким образом, отношение ≤1 на Asem является антисимметричным и рефлексивным.
Его сужение на Apr совпадает с обычным отношением частичного порядка ≤.

Теорема 21. Пусть A ∈ Asem нормален. Тогда

A ≤1 A
∗ ⇔ A∗ ≤1 A ⇔ A+ A∗ = A2 + A∗2 ⇔ A ∈ Apr.

Доказательство. Если A ∈ Asem нормален, то A∗ ∈ Asem, см. теорему 9. Очевидно,
A ≤1 A

∗ ⇔ A∗ ≤1 A ⇔ A+ A∗ = A2 + A∗2. Положим A = (U + I)/2 – представление тео-
рем 1, 9 с U ∈ Au. Тогда равенство A+ A∗ = A2 + A∗2 перепишется в виде

1

2
U2 +

1

2
U∗2 = I.
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Поскольку U2, U∗2, I ∈ Au, из леммы 5 имеем U2 = U∗2 = I. Умножив обе части равенства
U2 = I слева на элемент U∗, получаем U = U∗. Следовательно, U = 2P −I для некоторого
P ∈ Apr. Таким образом, A = P ∈ Apr.

В алгебре B(H), dimH = +∞, существует гипонормальный оператор, квадрат кото-
рого не гипонормален [5, задача 209].

Теорема 22. Пусть A ∈ B(H)sem и P ∈ B(H)pr. Тогда
(i) A2 гипонормален;
(ii) если PH – инвариантное подпространство оператора A, то AP ∈ B(H)sem.

Доказательство. (i). Поскольку

4|A2|2 = 4A2∗A2 = 4A∗2A2 = 4A∗(A∗A)A = 2A∗(A+ A∗)A

= 2(A∗A)A+ 2A∗(A∗A) = (A+ A∗)A+ A∗(A+ A∗)

= A2 + 2A∗A+ A∗2 = A2 + A+ A∗ + A∗2,

(7)

условие гипонормальности оператора A2 перепишется в виде неравенства

A2 + A+ A∗ + A∗2 ≥ 4A2A∗2. (8)

Умножив обе части неравенства (8) на 4 и подставив 2A = V + I с подходящей изо-
метрией V (см. теорему 1), с учетом равенств V ∗V = I и V V ∗ = P (∈ B(H)pr), получаем
равносильное к (8) неравенство

5I ≥ V 2V 2∗ + 2V 2V ∗ + 2V V ∗2 + 4V V ∗ − 2V − 2V ∗,

вытекающее из соотношений

5I + 2V + 2V ∗ ≥ 4I + P + 2V + 2V ∗ = (V + 2I)(V + 2I)∗ ≥ (V + 2I)P (V + 2I)∗.

(ii). Если P ∈ B(H)id, то PH является инвариантным подпространством операто-
ра A ∈ B(H) тогда и только тогда, когда AP = PAP [12, гл. 0, теорема 0.1]. Для
P ∈ B(H)pr имеем PA∗ = (AP )∗ = (PAP )∗ = PA∗P . Отсюда и из равенства AP = PAP

получаем PA∗AP = PA∗ · AP = PA∗P · PAP = PA∗PAP . Заменяя здесь оператор A∗A на
ReA, имеем

PAP + (PAP )∗ = PAP + PA∗P = 2PA∗P · PAP = 2(PAP )∗PAP,

т. е. PAP = AP ∈ B(H)sem. Таким образом, сужение полуортогонального проектора на его
инвариантное подпространство также является полуортогональным проектором.

Теорема 23. Если A – унитальная C∗-алгебра и A,A2 ∈ Asem, то A ∈ Apr.
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Доказательство. Пусть A = (U + I)/2, A2 = (V + I)/2 – представление теоремы 1 с
U, V ∈ Aiso. Тогда (U + I

2

)2
=
V + I

2
,

поэтому V = (U2 + 2U − I)/2. Равенство V ∗V = I перепишется в виде

1

2
U2 +

1

2
U∗2 = I.

Поскольку U2 – изометрия, элемент U∗2 = U2∗ является коизометрией и из леммы 5 имеем
U2 = U∗2 = I. Умножив обе части равенства U2 = I слева на элемент U∗, получаем U = U∗.
Следовательно,

A∗ =
(U + I

2

)∗
=
U + I

2
= A

и A ∈ Apr в силу теоремы 1.

Теорема 24. Пусть A – унитальная C∗-алгебра. Если A ∈ Asem и A = An для некоторого
n ∈ N, n ≥ 2, то A является нормальным элементом, и A ∈ Apr при n = 2.

Доказательство. Пусть A = (U + I)/2 – представление теоремы 1 с U ∈ Aiso. Покажем,
что U ∈ Au. Из равенства An = A по формуле бинома Ньютона имеем

Un +

(
1

n

)
Un−1 +

(
2

n

)
Un−2 + · · ·+

(
1

n

)
U + I = 2n−1(U + I), (9)

где
(
k

n

)
– число сочетаний из n по k. Умножив обе части равенства (9) слева на элемент

U∗n = Un∗, получаем

I +

(
1

n

)
U∗ +

(
2

n

)
U∗2 + · · ·+

(
1

n

)
(U∗)n−1 + U∗n = 2n−1((U∗)n−1 + U∗n).

Переходя здесь к сопряженным элементам, с учетом равенства X∗∗ = X, X ∈ A, имеем

I +

(
1

n

)
U +

(
2

n

)
U2 + · · ·+

(
1

n

)
Un−1 + Un = 2n−1(Un−1 + Un).

Отсюда и из (9) вытекает равенство

U + I = Un−1 + Un. (10)

Если n = 2, то из (10) получаем U2 = I; умножив обе части последнего равенства слева
на элемент U∗, имеем U = U∗. Поэтому A = (U + I)/2 = (U∗ + I)/2 = A∗ и A ∈ Apr в силу
теоремы 1. Если n > 2, то умножив обе части равенства (10) слева на элемент UU∗,
получаем

U + UU∗ = Un−1 + Un,
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что вместе с (10) дает U + I = U + UU∗. Следовательно, UU∗ = I(= U∗U) и U является
унитарным элементом; в частности, U нормален. Поскольку A = (U + I)/2, элемент A

также нормален.
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Аннотация. Установлено, что эффективно невырожденная нумерация лю-
бого поля конечной характеристики является негативной.
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Введение

Следуя Ю.Л.Ершову [1] дадим определение нумерованной универсальной алгебры
эффективной сигнатуры σ = ⟨=, fm0

0 , fm1
1 , . . . ⟩ (где mi – число аргументов функции, в

которую интерпретируется функциональный символ fmi
i и отображение h : n 7−→ mn

вычислимо).

Определение 1. Алгоритмическим представлением (или нумерацией) универсальной ал-
гебры A = ⟨A; g0, g1, . . . ⟩ сигнатуры σ называется всякое отображение ν : ω −→ A множе-
ства натуральных чисел ω на основное множество A алгебры A, для которого выполнено
следующее условие:

существует двухместная вычислимая функцияG такая, что для любого n ∈ ω, любых
y1, . . . , ymn имеет место равенство

gn(νy1, . . . , νymn) = νG(n, cmn(y1, . . . , ymn)),

где cmn – канторовская функция нумерации всех упорядоченных последовательностей на-
туральных чисел длиныmn, т. е. c2(x, y) = [(x+y)2+3x+y]/2, c3(x1, x2, x3) = c2(c2(x1, x2), x3)

и cn+1(x1, . . . , xn+1) = cn(c2(x1, x2), . . . , xn+1).

Другими словами, по ν-номерам элементов из A и номеру операции gn можно эф-
фективно найти некоторый ν-номер результата применения этой операции к данным эле-
ментам.
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Если ν : ω −→ A – нумерация алгебры A, то пара (A, ν) называется нумерованной
алгеброй. Отметим, что всякая не более чем счетная алгебра эффективной сигнатуры
имеет нумерацию (см. [1]).

Ядром алгоритмического представления ν нумерованной алгебры (A, ν) будем на-
зывать эквивалентность {⟨x, y⟩ | νx = νy}. Если ν – представление, то его ядро будем
обозначать через ker(ν). Нумерация называется вычислимой (позитивной, негативной),
если ее ядро вычислимо (вычислимо перечислимо, коперечислимо).

Для фиксированной системы классической является проблема изучения различных
ее алгоритмических представлений и соотношений между ними (см. работу [2] С.С. Гонча-
рова и Ю.Л. Ершова), в частности, проблема существования хороших представлений (в
первую очередь – вычислимых) и их числа (в том числе единственности, с точностью до
вычислимого изоморфизма).

С другой стороны, в ряде задач разумно фиксировать ядро представления и изу-
чать общие свойства систем, обладающих представлениями с данным ядром. Этот подход
представляется целесообразным с точки зрения теории алгоритмических представлений
систем в целом ряде задач, в том числе в теоретической информатике (см. обзоры [3,4]).

Близким к данному направлению является исследование алгоритмических свойств
эквивалентностей на множестве натуральных чисел, которому в настоящее время уделя-
ется большое внимание. Библиографию по этим вопросам можно найти в списках лите-
ратуры к работам [5, 6]. К этой же проблематике тесно примыкают вопросы строения
универсальных алгебр, представимых над эквивалентностями.

В сложных самоорганизующихся системах, по-видимому, важное значение имеет
проблема распознавания. Если система задана своим алгоритмическим представлением, то
с математической точки зрения это означает, что любая пара различных элементов отде-
ляется алгоритмически определяемыми окрестностями. Важнейшими типами отделимых
нумераций алгебр являются эффективно отделимые, т. е. такие, для которых существуют
вычислимые (в смысле [7]) семейства отделяющих вычислимо перечислимых множеств.
Основания теории отделимо нумерованных множеств и связи между отделимостью и эф-
фективной отделимостью были введены, развиты и исследованы Ю.Л.Ершовым (см.[7]).

Находясь в рамках парадигмы о существовании у нумерованной алгебры эффектив-
ной системы алгоритмически порождаемых окрестностей, достаточных для распознава-
ния отделимости любой пары ее элементов, нужно отметить, что именно исследовавшееся
Ю.Л. Ершовым в [7] наиболее общее понятие отделимой нумерации в случае нумераций
универсальных алгебр можно трактовать как одно из математических уточнений понятия
сложной развивающейся системы, интенсионально заданной семейством представляющих
вычислимых функций вместе с ядрами гомоморфизмов (нумераций) и допускающей эф-
фективное распознавание различия составляющих ее элементов путем отделения их под-
ходящими алгоритмически определяемыми окрестностями.

Слово эквивалентность означает отношение эквивалентности на множестве нату-
ральных чисел ω. Если η – эквивалентность, то множество α ⊆ ω называется η-замкнутым,
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если α является объединением подходящих η-классов (т. е. x ∈ α∧x = y (mod η) ⇒ y ∈ α).
Эквивалентность η называется вычислимо отделимой (отделимой), если для любых

x ̸= y (mod η) существует вычислимое η-замкнутое множество, содержащее x и не со-
держащее y (существует такое вычислимо перечислимое η-замкнутое множество α, что
x ∈ α ∧ y /∈ α, либо x /∈ α ∧ y ∈ α).

Если η – эквивалентность на ω, то семейство η-замкнутых вычислимых (вычислимо
перечислимых) множеств задает базу вычислимой (перечислимой) топологии τ(η)C (соот-
ветственно τ(η)CE) на фактор-множестве ω/η.

Пусть (N, ν) – нумерованное множество. Подмножество N0 множества N называ-
ется ν-вычислимым (ν-перечислимым, ν-коперечислимым), если вычислимо (вычислимо
перечислимо, коперечислимо) множество ν−1N0. Если из контекста будет ясно, какая ну-
мерация множества имеется в виду, то его подмножества будем называть просто вычис-
лимыми (перечислимыми, коперечислимыми) без приставки ν. Нумерация ν называется
эффективно невырожденной, если топологическое пространство, порожденное вычисли-
мо перечислимыми подмножествами, нетривиально. Это равносильно тому, что для нуме-
рованного множества (N, ν) существует его собственное подмножество N0, для которого
ν−1N0 вычислимо перечислимо.

С каждой нумерацией ν однозначно связано ее ядро (нумерационная эквивалент-
ность), т. е. множество ker(ν) = {⟨x, y⟩ | νx = νy} и говоря о тех или иных свойствах
нумерации часто будем подразумевать наличие этих свойств для ядра. Нумерация назы-
вается вычислимо отделимой (отделимой), если вычислимо отделимо (отделимо) ее ядро.

Нумерация ν называется эффективно отделимой, если таково ее ядро ker(ν), т. е. су-
ществует такое вычислимое семейство S вычислимо перечислимых ker(ν)-замкнутых мно-
жеств, что для любых x, y ∈ ω если νx ̸= νy, то найдется S ∈ S такое, что νx ∈ νS∧νy /∈ νS,
либо νx /∈ νS ∧ νy ∈ νS ([7]).

Таким образом, если отделимость обеспечивает T0-отделимость пространства, по-
рожденного ν-перечислимыми подмножествами, то эффективная отделимость гарантиру-
ет существование вычислимой нумерации для подходящего семейства отделяющих мно-
жеств.

Если (A, µ), (B, ν) – две нумерованные алгебры, то гомоморфизм φ : A → B назы-
вается морфизмом, если он эффективен на номерах, т. е. существует такая вычислимая
функция f , что коммутативна диаграмма φµ = νf , что совершенно естественно с интен-
сиональной точки зрения. Поэтому все рассматриваемые нами гомоморфизмы являются
морфизмами.

Важнейшими в рамках структурной теории вычислимо отделимых (отделимых) ал-
горитмических представлений универсальных алгебр являются негативные и эффективно
отделимые алгебры, так как имеет место

Теорема 2. Алгоритмическое представление универсальной алгебры вычислимо отдели-
мо (отделимо) тогда и только тогда, когда она аппроксимируется негативными алгеб-
рами (эффективно отделимыми алгебрами).
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Доказательства утверждений теоремы 2 представлены в [3,8].

Из этой теоремы непосредственно вытекают следующие факты:

Следствие 3. Всякая вычислимо отделимая нумерация подпрямо неразложимой уни-
версальной алгебры является негативной.

Следствие 4. Всякая вычислимо отделимая нумерация универсальной алгебры с арти-
новой решеткой конгруэнций является негативной.

Следствие 5. Всякая отделимая нумерация подпрямо неразложимой универсальной ал-
гебры является эффективно отделимой.

Следствие 6. Всякая отделимая нумерация универсальной алгебры с артиновой решет-
кой конгруэнций является эффективно отделимой.

В частности, эти следствия имеют место для конгруэнц-простых универсальных ал-
гебр, в том числе для полей. При этом, для вычислимо отделимых нумераций подпрямо
неразложимых универсальных алгебр наличие нетривиального вычислимого подмноже-
ства обеспечивает негативность этой нумерации (см. [3]), а для отделимых нумераций,
аналогично, наличие нетривиального вычислимо перечислимого подмножества обеспечи-
вает эффективную отделимость нумерации (см. [8]). Важно отметить существование под-
прямо неразложимых алгебр с артиновыми решетками конгруэнций, которые обладают
эффективно отделимыми, но не негативными нумерациями (см. [9]). Простейшей алгеброй
такого рода является унарная алгебра предшествования P (P = ⟨ω; p⟩, где p(n+ 1) = n и
p(0) = 0), которая обладает отделимой (а значит и эффективно отделимой), но не нега-
тивной (и, очевидно, тем более не позитивной) нумерацией.

В рамках этого направления отметим следующий принципиальный открытый во-
прос:

существует ли отделимая конгруэнц-простая универсальная алгебра, которая ле-
жит в классе E \ (Σ0

1 ∪ Π0
1) (где E – класс эффективно отделимых эквивалентностей)?

Фундаментальность понятия поля в математике не требует обоснования, в связи с
чем актуальным представляется изучение естественных алгоритмических представлений
полей, в том числе их эффективно отделимых нумераций и нахождение условий, при
которых эффективно отделимые нумерации являются негативными. Отметим, что нега-
тивные нумерации универсальных алгебр являются важнейшими среди среди равномерно
вычислимо отделимых нумераций, которые присутствуют в любой m-степени (см. [10]).
В настоящей работе мы показываем, что всякая эффективно невырожденная нумерация
любого поля конечной характеристики является негативной.

Далее, если не оговорено противное, под топологическим пространством на фактор-
множестве ω/η по эквивалентности η будем подразумевать перечислимо порожденное про-
странство τ(η)CE. Случай τ(η)C-пространства, порожденного η-замкнутыми вычислимы-
ми подмножествами будет оговариваться отдельно. Очевидно, что топология τ(η)CE не
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слабее топологии τ(η)C , так как вычислимость есть частный случай вычислимой перечис-
лимости.

1. Топологические пространства над вычислимо отделимыми экви-
валентностями

Сформулируем самые сильные свойства отделимости для вычислимо отделимых ну-
мераций (см. [11]):

Предложение 7. Для произвольной эквивалентности η на ω следующие условия равно-
сильны:

1) η является вычислимо отделимой эквивалентностью;
2) τ(η)C-пространство совершенно нормально и вполне несвязно.

Прежде всего отметим следующий важный факт, касающийся вычислимо отделимо
нумерованных универсальных алгебр.

Предложение 8. Операции любой нумерованной алгебры непрерывны в вычислимо от-
делимо порожденном пространстве.

Доказательство. Пусть (ω/η;ℑ) – произвольная η-алгебра (т. е. алгебра, представимая
над η). Заметим, что мы не предполагаем вычислимости семейства ℑ вычислимых функ-
ций, для которых η является конгруэнцией. Если f – вычислимая функция одного пе-
ременного, то утверждение предложения очевидно, так как прообраз вычислимого мно-
жества является таковым же. Допустим, что f ∈ ℑ и число аргументов n операции f

не меньше двух. Зафиксируем набор x = ⟨x1, . . . , xn⟩. Нужно показать, что для любого
η-замкнутого вычислимого множества Y , содержащего число f(x1, . . . , xn), существуют
такие η-замкнутые вычислимые множества X1 ∋ x1, . . . , Xn ∋ xn, что f(X1, . . . , Xn) ⊆ Y .
Возьмем полный f -прообраз X множества Y , т. е. X = {u | f(u) ∈ Y }. Очевидно, что
X – непустое вычислимое множество кортежей длины n, если вычислимо множество Y .
Зафиксируем любую геделевскую нумерацию всех наборов из ωn.

Будем строить множества X1, . . . , Xn и Z ⊆ X по шагам:
Шаг 0. X0

1 = {x1}, . . . , X0
n = {xn} и Z0 = ∅.

Шаг s + 1. Пусть z = ⟨z1, . . . , zn⟩ – первый кортеж из X, не принадлежащий мно-
жеству Xs

1 × · · · × Xs
n ∪ Zs. Если (Xs

1 ∪ {z1}) × · · · × (Xs
n ∪ {zn}) ⊆ X, то полагаем

Xs+1
1 = Xs

1 ∪ {z1}, . . . , Xs+1
n = Xs

n ∪ {zn} и Zs+1 = Zs (при этом, может оказаться, что
Xs+1
i = Xs

i ∪{zi} для некоторых 1 ⩽ i ⩽ n), в противном случае Xs+1
1 = Xs

1 , . . . , X
s+1
n = Xs

n

и Zs+1 = Zs ∪ {z}. Конец шага s+ 1.
Теперь определим Xk =

⋃
s∈ωX

s
k, 1 ⩽ k ⩽ n и Z =

⋃
s∈ω Z

s.
По построению, вычислимое множество X распадается на две перечислимые дизъ-

юнктные части – X1 × · · · ×Xn и Z, откуда следует вычислимость прямого произведения.
Заметим, что оба эти множества η-замкнуты, при этом, если какой-то набор ⟨z1, . . . , zn⟩
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на некотором шаге распределяется по Xk, 1 ⩽ k ⩽ n (т. е. z1 ∈ X1, . . . , zn ∈ Xn), то все
наборы, η-эквивалентные этому набору, появляющиеся на более поздних шагах, распреде-
ляются таким же образом. Корректность конструкции легко показать индукцией по шагам
построения.

Важно отметить, что предъявленное выше доказательство предложения 7 не про-
ходит для вычислимо перечислимо порожденных топологий, в связи с чем возникает от-
крытый в настоящее время вопрос: можно ли в формулировке предложения 7 заменить
вычислимо отделимо порожденные пространства на отделимо порожденные простран-
ства?

Подчеркнем, что эффективная отделимость эквивалентности означает, что она ле-
жит в классе Π0

2 арифметической иерархии, хотя не имеет в ней четкой “координатизации”,
так как существуют как эффективно отделимые эквивалентности вне класса ∆0

2, так и
∆0

2-эквивалентности, не являющиеся эффективно отделимыми, однако как Σ0
1-эквивалент-

ности, так и Π0
1-эквивалентности лежат в классе эффективно отделимых эквивалентнос-

тей (см. [7]).

2. Эффективно невырожденные представления полей

Исходя из вышесказанного отображение ν : ω −→ F на основное множество не бо-
лее чем счетного поля ⟨F ; +, •, ⟩ называется алгоритмическим представлением этого по-
ля, если существуют две такие вычислимые функции f, g, что νx + νy = νf(x, y) и
νx • νy = νg(x, y) для всех x, y ∈ ω.

Если η – эквивалентность на ω, то поле F называется представимым над η (или
η-полем), если существует вычислимая алгебра кольцевой сигнатуры R = ⟨ω; +, •⟩ с вы-
числимыми операциями +, •, для которых η является конгруэнцией (т. е. имеют место
следующие импликации: x0 = y0 (mod η) ∧ x1 = y1 (mod η) ⇒ x0 + x1 = y0 + y1 (mod η)

и x0 = y0 (mod η) ∧ x1 = y1 (mod η) ⇒ x0 • x1 = y0 • y1 (mod η)) такая, что F изоморф-
но фактор-алгебре ⟨ω/η; +, •⟩ вычислимой алгебры R = ⟨ω; +, •⟩ по конгруэнции η.

Заметим, что алгебра R может и не быть кольцом. В частности, в R могут не вы-
полняться законы ассоциативности и коммутативности. Важно лишь то, что существует
гомоморфизм из R на F , являющийся морфизмом, который и является алгоритмическим
представлением ν, где ν(x) = {x}/η – естественный проектирующий гомоморфизм.

Определение 9. Алгоритмическое представление ν универсальной алгебры A называется
эффективно невырожденным, если существует нетривиальное ν-перечислимое подмноже-
ство A0 ⊆ A.

Напомним, что унарная термальная операция с фиксированными элементами алгеб-
ры в качестве параметров называется трансляцией.
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Определение 10. Универсальная алгебра называется трансляционно полной, если всякая
пара различных ее элементов переводится в любую другую пару различных элементов
подходящей трансляцией.

Заметим, что любая трансляционно полная универсальная алгебра является конгру-
энц-простой. Обратное неверно.

Определение 11. Универсальная алгебра называется трансляционно предполной, если
существует такая пара ее различных элементов, в которую переводится любая пара раз-
личных элементов подходящей трансляцией.

Очевидно, что всякая трансляционно предполная универсальная алгебра подпрямо
неразложима. Обратное неверно.

Предложение 12. Всякое T2-отделимое представление трансляционно предполной ал-
гебры является негативным.

Доказательство. Пусть (A, ν) – T2-отделимо нумерованная трансляционно предполная
алгебра и пара различных элементов ⟨a, b⟩ этой алгебры трансляционно достижима из
любой пары различных элементов. Тогда эта пара содержится и в любой ее ненулевой
конгруэнции (т. е. A подпрямо неразложима). Зафиксируем ν-номера этих элементов, ска-
жем νm = a, νn = b. По условию существуют такие ker(ν)-замкнутые перечислимые непе-
ресекающиеся множества α и β, что m ∈ α и n ∈ β.

Через Tν обозначим перечислимое множество всех трансляций алгебры A, заданных
соответствующими вычислимыми представлениями операций этой алгебры в нумерации ν.
Тогда x ̸= y ⇔ ∃t ∈ Tν(t(x) ∈ α ∧ t(y) ∈ β).

В [9] показано, что имеет место

Предложение 13. Существует трансляционно предполная алгебра, обладающая таким
T1-отделимым нехаусдорфовым эффективно отделимым алгоритмическим представле-
нием ν, что операции этой алгебры непрерывны в перечислимой τ(ker(ν))CE-топологии.

Теорема 14. Всякое тело является трансляционно полным.

Доказательство. Пусть даны два произвольных различных элемента a, b тела F . За-
фиксируем произвольную пару различных элементов c и d. Покажем, что существует
такая трансляция λx[t(x)] (символ λ служит для стандартного λ-обозначения) тела F ,
которая переводит элемент a в c, а элемент b в d. Для этого определим следующее
множество трансляций T (a), имеющих очень простой вид линейных многочленов:
T (a) = {λx[f(x − a) + c] | f ∈ F}. Очевидно, что всякая трансляция λx[t(x)] из T (a)

переводит элемент a в c. В то же время, для любого b ̸= a найдется единственная трансля-
ция λx[f0(x− a)+ c] ∈ T (a), которая переводит элемент b в d. Ясно, что этой трансляцией
будет λx[f0(x− a) + c] при f0 = (d− c)(b− a)−1.

Следствие 15. Всякое поле является трансляционно полным.
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3. Эффективно отделимые нумерации полей в кольцевой сигнатуре
с аддитивным обращением

В следующем утверждении мы рассматриваем поле в сигнатуре ⟨+, •,−⟩, где
“+, •” – операции сложения и умножения соответственно, а “−” – одноместная операция
взятия аддитивно обратного элемента.

Теорема 16. Всякое эффективно невырожденное алгоритмическое представление любо-
го тела в кольцевой сигнатуре с аддитивным обращением является негативным.

Доказательство. Пусть ⟨F ; +, •,−⟩ – тело, ν – его эффективно невырожденная нуме-
рация и ⊕,⊗,⊖ – вычислимые операции представляющие сложение, умножение и адди-
тивное обращение соответственно в нумерации ν. По условию существует нетривиальное
ν-перечислимое подмножество F0 ⊂ F . Положим α = ν−1F0. Зафиксируем элементы тела
c ∈ ν(ω ∖ α) и d ∈ να.

Пусть теперь даны два произвольных различных элемента a, b тела F . По теореме 14
существует такая трансляция tb из T (a) = {λx[f•(x+(−a))+c] | f ∈ F}, которая переводит
элемент a в c при любом f ∈ F и tb(b) = d при f = (d+(−c))• (b+(−a))−1. Таким образом,
для двух элементов a, b, заданных своими ν-номерами m,n соответственно в эффективно
невырожденном представлении ν тела F с фиксированной перечислимой ν-окрестностью
F0 элемента d, не содержащей c, будем вычислять ν-номера для всех трансляций вида
ν(k)• (ν(n)+(−ν(m)))+ν(l), где l – некоторый фиксированный ν-номер элемента c, пыта-
ясь обнаружить их во множестве α, заставляя k пробегать множество всех ν-номеров эле-
ментов тела F . Если действительно νm ̸= νn, то этот факт гарантированно подтвердится
через конечное число шагов перечислением в α числа k0⊗(n⊕(⊖m))⊕l, где k0 – некоторый
ν-номер элемента (d + (−c)) • (b + (−a))−1. Поэтому, для указанной выше трансляции tb
имеет место tb(a) = c /∈ να при всех νk0 и tb(b) = d ∈ να для νk0 = (d+(−c))• (b+(−a))−1,
т. е. нумерация ν негативна. Формально,

νm ̸= νn ⇐⇒ ∃k [k ⊗ (n⊕ (⊖m))⊕ l ∈ α].

Следствие 17. Всякое эффективно невырожденное представление любого поля в сигна-
туре с операцией аддитивного обращения является негативным.

Следствие 18. Операции любого поля в сигнатуре с аддитивным обращением непрерыв-
ны относительно всякой эффективно невырожденной топологии над его алгоритмиче-
ским представлением.

Отметим, что максимальное различие в топологиях τ(η)C и τ(η)CE наблюдается,
например, для совершенных эквивалентностей (т. е. позитивных, не обладающих нетриви-
альными замкнутыми относительно этой эквивалентности вычислимыми подмножества-
ми, [7]). При этом τ(η)C-пространство тривиально, а τ(η)CE – дискретно.
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Для негативных эквивалентностей ситуация диаметрально противоположная, как
показывает

Предложение 19 ([12]). Если ν – негативная нумерация, то топологии τ(η)C и τ(η)CE
совпадают.

4. Эффективно отделимые нумерации полей конечной характери-
стики в кольцевой сигнатуре

Теорема 20. Всякая эффективно невырожденная нумерация любого тела конечной ха-
рактеристики является негативной.

Доказательство. Идея основана на методе из теоремы 16, однако конечность характери-
стики позволяет обойтись без апеллирования к функции аддитивного обращения.

Пусть ⟨F ; +, •⟩ – тело конечной характеристики p, ν – его эффективно невырожден-
ная нумерация и ⊕,⊗ – вычислимые операции представляющие сложения и умножения
соответственно в нумерации ν. Выше отмечалось, что всякая эффективно невырожденная
нумерация любой конгруэнц-простой универсальной алгебры является эффективно отде-
лимой (см. [8]). Поэтому существует нетривиальное ν-перечислимое подмножество F0 ⊂ F .
Пусть α = ν−1F0, т. е. α вычислимо перечислимо. Зафиксируем элементы c /∈ να и d ∈ να.
Пусть теперь даны два произвольных различных элемента a, b тела F . Рассмотрим мно-
жество трансляций T (a) = {λx[f • ((p− 1)a+ x) + c] | f ∈ F} тела F , каждая из которых
переводит элемент a в c при любом f ∈ F и t(b) = d при b ̸= a для некоторого элемента
f ∈ F . При этом, если b ̸= a, то существует единственная трансляция tb ∈ T (a), кото-
рая переводит элемент b в элемент d. Таковой, как легко проверить, будет трансляция
λx[f0((p− 1)a+ x)] при f0 = (d− c) • ((p− 1)a+ b)−1.

Заметим, что мы используем лишь факт существования элемента d−c и среди вычис-
лимых трансляций, представляющих трансляции поля F в нумерации ν, нет трансляций,
в записи которых присутствует вычислимая функция, представляющая аддитивно обрат-
ную для поля F (вообще говоря, среди функций, представляющих на натуральных числах
аддитивно обратную операцию поля, может и не быть вычислимых).

Пусть ν(l) = c. Если b ̸= a, то элемент (p− 1)a+ b отличен от нулевого элемента по-
ля F , а значит для него есть мультипликативно обратный элемент. В этом легко убедиться,
так как из (p − 1)a + b = 0 необходимо следует, что b = a и потому для любых различ-
ных a, b элемент (p − 1)a + b является мультипликативно обратимым. Таким образом,
для двух элементов a, b, заданных своими ν-номерами m,n соответственно в эффективно
невырожденном представлении ν тела F с фиксированной перечислимой ν-окрестностью
F0 элемента d, не содержащей c, будем вычислять ν-номера для всех трансляций вида
ν(k) • ((p− 1)ν(m)+ ν(n))+ ν(l), пытаясь обнаружить результат в множестве α, заставляя
k пробегать множество всех ν-номеров элементов тела F . Если действительно νm ̸= νn,
то этот факт гарантированно подтвердится через конечное число шагов перечислением
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в α числа k0 ⊗ ((p− 1)m⊕ n)⊕ l, где k0 – некоторый ν-номер элемента d • ((p− 1)a+ b)−1.
Поэтому, для указанной выше трансляции tb ∈ T (a) имеет место tb(a) = c /∈ να при всех
k0 ∈ ω и tb(b) = d ∈ να для νk0 = (d− c) • ((p− 1)a+ b)−1, что и означает негативность ν,
так как

νm ̸= νn ⇐⇒ ∃k [k ⊗ ((p− 1)m⊕ n)⊕ l ∈ α].

Следствие 21. Нумерация поля конечной характеристики негативна тогда и только
тогда, когда она эффективно невырожденная.

В связи с теоремой 20 и следствием 21 возникает принципиальный вопрос:
всякая ли эффективно невырожденная нумерация любого тела (произвольной харак-

теристики) является негативной (в кольцевой сигнатуре без аддитивного обращения)?
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Связь регулярности двумерных и соответствующих им
одномерных языков

Н.Н. Корнеева, Л.А. Гизатуллина

Аннотация. Доказаны соотношения между регулярностью двумерных и од-
номерных языков. Каждому двумерному языку ставятся в соответствие две
последовательности одномерных языков, соответствующие строкам и столб-
цам двумерного языка. Для каждого из приведенных условий доказано суще-
ствование как регулярных, так и нерегулярных двумерных языков: все строч-
ные и все столбцовые языки регулярны; все строчные языки регулярны, все
столбцовые языки нерегулярны; все столбцовые языки регулярны, все строч-
ные языки нерегулярны; и все строчные, и все столбцовые языки нерегулярны.

Ключевые слова: регулярный язык, двумерный язык, конечный автомат,
двумерный онлайн-автомат тесселяции.

DOI: 10.26907/2949-3919.2025.2.32-57

Введение

В данной работе изучается связь регулярности двумерных языков и одномерных
языков, сопоставленных каждой строке и каждому столбцу двумерного языка. Двумер-
ный язык – это язык, словами которого являются прямоугольные таблицы символов неко-
торого алфавита, т. е. двумерные слова. Каждому двумерному слову естественным обра-
зом сопоставляется некоторое множество одномерных слов, а именно, каждая строка и
каждый столбец двумерного слова образуют обычные одномерные слова над тем же ал-
фавитом. Поэтому каждому двумерному языку можно сопоставить две последовательно-
сти языков: первую образуют языки, состоящие из слов, соответствующих i-ым строкам
двумерных слов, при i = 1, 2, . . ., вторую – языки, состоящие из слов, соответствующих
j-ым столбцам двумерных слов, при j = 1, 2, . . .. В работе исследуется вопрос связи регу-
лярности/нерегулярности двумерного языка и регулярности/нерегулярности одномерных
языков, сопоставленных строкам и столбцам двумерного языка.

Напомним, что регулярный одномерный язык – это язык, который распознается де-
терминированным или недетерминированным конечным автоматом, или, эквивалентно,
язык, заданный регулярным выражением.
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Аналогично, с незначительными отличиями, можно определить и регулярные дву-
мерные языки.

Один из способов определения регулярных двумерных языков – это их задание при
помощи двумерных регулярных выражений. В этом случае возникают две возможные
частичные операции конкатенации и итерации Клини, которые в работе называются го-
ризонтальная и вертикальная конкатенация (в англоязычной литературе – column и row
concatenation соответственно [1]) и горизонтальная и вертикальная итерация Клини (соот-
ветственно, column и row closure [1]). Двумерное регулярное выражение – это выражение,
которое строится по индукции из атомарных выражений, т. е. ∅ и символов алфавита,
при помощи операций горизонтальной и вертикальной конкатенации, горизонтальной и
вертикальной итерации, объединения, пересечения и дополнения, см. [1]. В зависимости
от выбора операций, с помощью которых строятся выражения, определяются различные
классы языков.

Другой способ – определить регулярные двумерные языки как языки, распознавае-
мые конечными автоматами, работающими на двумерных объектах. В литературе предло-
жено несколько типов таких автоматов. Первая модель двумерного автомата была пред-
ложена в [2] – это четырехсторонний автомат (four-way automata), в [3] предложена модель
двумерного автомата, названная двумерный онлайн-автомат тесселяции (two-dimensional
on-line tessellation automaton), которая является частным случаем клеточного автомата. В
работах [3, 4] полностью описаны соотношения между классами языков, распознаваемых
четырехсторонними автоматами и двумерными онлайн-автоматами тесселяции:

1) класс языков, распознаваемых детерминированными четырехсторонними авто-
матами, является собственным подмножеством класса языков, распознаваемых
недетерминированными четырехсторонними автоматами, который является соб-
ственным подмножеством класса языков, распознаваемых двумерными недетер-
минированными онлайн-автоматами тесселяции;

2) класс языков, распознаваемых двумерными детерминированными онлайн-автома-
тами тесселяции, является собственным подмножеством класса языков, распозна-
ваемых двумерными недетерминированными онлайн-автоматами тесселяции.

В дальнейшем вводились и другие типы автоматов, работающих на двумерных объ-
ектах. Приведем еще две модели двумерных автоматов. С одной стороны, для одно-
значной возможности распознавания слов двумерного языка определяется двумерный
однозначный онлайн-автомат тесселяции (two-dimensional unambiguous on-line tessellation
acceptor, [5]). Класс языков, распознаваемых данным типом двумерных автоматов, лежит
строго между классами языков, распознаваемых двумерными детерминированными и дву-
мерными недетерминированными онлайн-автоматами тесселяции [5]. С другой стороны,
в [6] введено обобщение понятия двумерного недетерминированного онлайн-автомата тес-
селяции – двумерный приближенный онлайн-автомат тесселяции (two dimensional rough
online tesselation automaton) – с использованием приближенных множеств в области зна-
чений его функции перехода. Очевидно, что класс языков, распознаваемых двумерны-
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ми недетерминированными онлайн-автоматами тесселяции является подмножеством клас-
са языков, распознаваемых двумерными приближенными онлайн-автоматами тесселяции
(достаточно взять в качестве используемого отношения эквивалентности – отношение ра-
венства). Однако вопрос о строгом включении или равенстве двух классов остается от-
крытым, так как в указанной статье он не рассматривался.

Двумерный язык называется регулярным (см., например, [1]), если он распознается
двумерным недетерминированным онлайн-автоматом тесселяции или, что эквивалентно,
если он является проекцией языка, соответствующего регулярному выражению, в постро-
ении которого не участвует операция дополнения. Приведенное определение двумерного
регулярного языка эквивалентно еще двум характеризациям двумерных языков, которые
являются обобщениями известных характеризаций одномерных регулярных языков:

1) двумерные языки, распознаваемые при помощи плиточных систем (tiling system),
см. [7, 8]. Этот подход является обобщением на двумерный случай характериза-
ции одномерных регулярных языков как проекций локальных языков (см., на-
пример, [9]);

2) двумерные языки, определимые в экзистенциальной монадической логике вто-
рого порядка [10]. Это обобщение на двумерный случай результата Бюхи для
одномерных регулярных языков [11].

В силу приведенных выше эквивалентных определений двумерных регулярных язы-
ков подход, основанный на двумерных недетерминированных онлайн-автоматах тесселя-
ции, по сравнению с другими классами автоматов, кажется авторам наиболее актуаль-
ным с точки зрения установления соотношений между регулярностью двумерного языка
и регулярностью соответствующих ему одномерных языков. В данной работе будем при-
держиваться именно этого определения регулярности двумерного языка. Однако, в боль-
шинстве случаев, для доказательства достаточно будет двумерных детерминированных
онлайн-автоматов тесселяции.

В разделе 1 приводятся основные определения и обозначения, используемые в работе.
В разделе 2 приводятся несколько алгоритмов построения регулярных двумерных языков
из регулярных одномерных языков. В частности, в этом разделе доказано существование
регулярных двумерных языков, у которых или все строчные, или все столбцовые языки
регулярны. Причем в некоторых случаях в построенных двумерных языках также регу-
лярны и все столбцовые или, соответственно, все строчные языки. Таким образом, в этом
разделе доказано существование регулярного двумерного языка с регулярными как строч-
ными, так и столбцовыми языками. В разделе 3 доказывается существование регулярных
двумерных языков, у которых строчные и/или столбцовые языки нерегулярны. В разде-
ле 4 приводятся примеры нерегулярных двумерных языков таких, что соответствующие
им строчные и/или столбцовые языки могут быть и регулярными, и нерегулярными. В
заключении в общем виде формулируются основные результаты работы.
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1. Основные определения и обозначения

Приведем определения двумерного языка, операций на двумерных языках, которые
являются естественными обобщениями аналогичных операций в одномерном случае. Эти
определения можно найти, например, в обзорной статье [1].

Пусть Σ – конечный алфавит, т. е. конечное непустое множество символов (букв).
Символы алфавита будем обозначать малыми латинскими буквами x, y, z, x1, x2, . . ..

Определение 1. Двумерное слово p над алфавитом Σ – это прямоугольный массив эле-
ментов Σ, т. е.

p =

x11 . . . x1n
... . . . ...

xm1 . . . xmn

,

где xij ∈ Σ (i = 1.m, j = 1.n).

Размером двумерного слова p считается пара (m,n), где m – число строк, n – число
столбцов. Если двумерное слово имеет одну строку, то получаем обычное “одномерное”
слово. Двумерное слово размера (0, 0) называется пуcтым и обозначается λ (пустое од-
номерное слово также будем обозначать символом λ). Считается, что двумерные слова
размера (0, n) и (m, 0), где n > 0, m > 0, не определены.

Множество всех двумерных слов размера (m,n) над алфавитом Σ обозначается Σm×n,
множество всех двумерных слов над алфавитом Σ – Σ∗∗ (напомним, что в одномерном слу-
чае, множество всех одномерных слов над алфавитом Σ обозначается Σ∗, а множество всех
непустых одномерных слов – Σ+). Двумерный язык над Σ есть подмножество Σ∗∗.

Пусть L – двумерный язык над алфавитом Σ. Обозначим через L(i), i ≥ 1, одномер-
ный язык, состоящий из одномерных слов, находящихся в i-ой строке двумерных слов
языка L; через L(j), j ≥ 1, – одномерный язык, состоящий из одномерных слов, находя-
щихся в j-ом столбце двумерных слов языка L. Таким образом, каждому двумерному
языку сопоставляются две последовательности одномерных языков: (L(i))i≥1 и (L(j))j≥1.

Пусть p – двумерное слово над алфавитом Σ, x ∈ Σ. Как и в одномерном случае,
через |p|x будем обозначать количество букв x в слове p.

Далее приведем определение частичных операций для двумерных слов.

Пусть p и q – двумерные слова над алфавитом Σ размера (m,n) и (m′, n′) соответ-
ственно, где m,n,m′, n′ > 0, т. е.

p =

x11 . . . x1n
... . . . ...

xm1 . . . xmn

, q =

y11 . . . y1n′

... . . . ...
ym′1 . . . ym′n′

.
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Определение 2. Горизонтальная конкатенация непустых двумерных слов p и q – это
частичная операция, определенная в случае m = m′ и сопоставляющая p и q двумерное
слово:

p ⊖ q =
x11 . . . x1n y11 . . . y1n′

... . . . ...
... . . . ...

xm1 . . . xmn ym′1 . . . ym′n′

.

Определение 3. Вертикальная конкатенация непустых двумерных слов p и q – это ча-
стичная операция, определенная в случае n = n′ и сопоставляющая p и q двумерное слово:

p⊖ q =

x11 . . . x1n
... . . . ...

xm1 . . . xmn

y11 . . . y1n′

... . . . ...
ym′1 . . . ym′n′

.

Кроме того, считается, что горизонтальная и вертикальная конкатенации (не пусто-
го или пустого) двумерного слова p и пустого двумерного слова λ всегда определены и
p ⊖ λ = λ ⊖ p = p и p⊖λ = λ⊖p = p, т. е. λ является нейтральным элементом для этих
операций.

Естественным образом эти операции переносятся на двумерные языки. Пусть L1 и
L2 – двумерные языки над алфавитом Σ.

Определение 4. Горизонтальная конкатенация двумерных языков L1 и L2 – это двумер-
ный язык

L1 ⊖ L2 = {p ⊖ q | p ∈ L1, q ∈ L2}.

Определение 5. Вертикальная конкатенация двумерных языков L1 и L2 – это двумерный
язык

L1⊖L2 = {p⊖ q | p ∈ L1, q ∈ L2}.

По аналогии с “одномерным” случаем можно рассмотреть горизонтальные и верти-
кальные степени языка и горизонтальную и вертикальную итерации языка. Очевидно,
что

Ln ⊖ = L ⊖ L(n−1) ⊖ ,

Ln⊖ = L⊖L(n−1)⊖,

причем L1 ⊖ = L1⊖ = L, L0 ⊖ = L0⊖ = {λ}.
Пусть теперь L – двумерный язык над алфавитом Σ.

Определение 6. Горизонтальная итерация двумерного языка L – это двумерный язык

L∗ ⊖ =
⋃

i≥0

Li ⊖ .
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Определение 7. Вертикальная итерация двумерного языка L – это двумерный язык

L∗⊖ =
⋃

i≥0

Li⊖.

Следующая операция по двум одномерным языкам строит двумерный язык. Пусть
L1 и L2 – одномерные языки над алфавитом Σ.

Определение 8. Сочетание (row-column combination) одномерных языков L1 и L2 – это
двумерный язык, обозначаемый L1⊕L2, состоящий из двумерных слов p ∈ Σ∗∗ таких, что
каждая строка слова p принадлежит L1, а каждый столбец слова p принадлежит L2.

Таким образом, (L1 ⊕ L2)(i) ⊆ L1 и (L1 ⊕ L2)
(j) ⊆ L2 при любых i, j ≥ 1.

В данной работе будут изучаться регулярные двумерные языки, т. е. такие двумер-
ные языки, которые распознаются двумерными недетерминированными онлайн-автомата-
ми тесселяции. Приведем определение автомата, следуя [1] (оно незначительно отличается
от исходного определения [3]), и опишем его работу.

Определение 9. Двумерный недетерминированный (детерминированный) онлайн-авто-
мат тесселяции – это совокупность A = (Σ, S, I, F, δ), где Σ – конечный алфавит,
S – конечное множество состояний, I ⊆ S (I = {s0} ⊆ S) – множество начальных со-
стояний (выделенное начальное состояние), F ⊆ S – множество допускающих состояний,
δ : S × S × Σ → 2S (δ : S × S × Σ → S) – функция перехода.

В данной работе не рассматриваются другие автоматы, работающие на двумерных
словах, поэтому вместо “двумерный онлайн-автомат тесселяции” будем для краткости пи-
сать просто “двумерный автомат”, уточняя при необходимости детерминированный или
недетерминированный. Также сокращенно будем обозначать двумерный недетерминиро-
ванный (детерминированный) онлайн-автомат тесселяции так, как принято в англоязыч-
ной литературе, – 2ota (2dota).

Рассмотрим работу лишь двумерного детерминированного онлайн-автомата тессе-
ляции (в недетерминированном случае описание аналогичное, но необходимо работать не
с состояниями, а с подмножествами состояний). Также как при работе на “одномерном”
слове обычный “одномерный” детерминированный конечный автомат проходит последова-
тельность состояний, так двумерный детерминированный онлайн-автомат тесселяции при
работе на двумерном слове проходит прямоугольную таблицу состояний.

Пусть на вход двумерного детерминированного онлайн-автомата тесселяции A по-
дано двумерное слово p размера (m,n), ограниченное специальным символом #, т. е.
в (i, j)-клетку прямоугольной таблицы записывается (i, j)-символ слова p – xij (i = 1.m,
j = 1.n), а в 0 и m+ 1 строку и 0 и n+ 1 столбец – символы #:
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# # #

# p #

# # #

=

# # . . . # #

# x11 . . . x1n #
...

... . . . ...
...

# xm1 . . . xmn #

# # . . . # #

.

Двумерный детерминированный онлайн-автомат тесселяции A каждой (i, j)-позиции сло-
ва p сопоставляет некоторое состояние из множества S согласно правилам, определяемым
функцией перехода δ. В начальный момент времени двумерный автомат находится в на-
чальном состоянии s0 (в случае двумерного недетерминированного автомата – в одном из
начальных состояний) во всех позициях нулевой строки и нулевого столбца: si,0 = s0 при
i > 0 и s0,j = s0 при j > 0. Действие функции перехода при чтении символа xij опреде-
ляется состояниями, в которых находится двумерный автомат в (i − 1)-ой строке и j-ом
столбце si−1,j и в i-ой строке и (j − 1)-ом столбце si,j−1:

s0 . . . s0 s0 . . . s0

s0
...
s0 si−1,j

s0 si,j−1 xi,j
...
s0

.

Таким образом, в момент времени t = 1 двумерный автомат A прочитает символ x11 и
сопоставит (1, 1)-позиции состояние δ(s0, s0, x11) = s11. В момент времени t = 2 двумерный
автомат A одновременно читает символы x12 и x21 и сопоставляет (1, 2) и (2, 1)-позициям
состояния δ(s0, s11, x12) = s12 и δ(s11, s0, x21) = s21 соответственно. Двумерный автомат про-
должает читать двумерное слово p двигаясь по побочным диагоналям, до тех пор пока в
момент времени t = m+ n− 1 не сопоставит позиции (m,n) состояние sm,n.

Если полученное состояние sm,n допускающее, то двумерный автомат A распознает
двумерное слово p, в противном случае – не распознает. В случае двумерного недетерми-
нированного онлайн-автомата тесселяции, автомат A распознает двумерное слово p, если
существует хотя бы один путь двумерного автомата A на слове p такой, что состояние
sm,n – допускающее.

Также будем cчитать, что если s0 ∈ F (одно из начальных состояний двумерного
недетерминированного автомата принадлежит F ), то двумерный автомат A распознает
пустое двумерное слово λ (это допущение согласуется с исходным определением двумер-
ного онлайн-автомата тесселяции [3], согласно которому двумерный автомат в начальный
момент времени находится в начальном состоянии s0 (в недетерминированном случае, в
одном из начальных состояний) во всех (i, j)-клетках прямоугольной таблицы, где запи-
саны символы двумерного слова p).
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Язык L распознается двумерным детерминированным онлайн-автоматом тесселяции
A = (Σ, S, s0, F, δ), если p ∈ L ⇔ δ(s0, s0, p) ∈ F , и распознается двумерным недерминиро-
ванным онлайн-автоматом тесселяции A = (Σ, S, I, F, δ), если p ∈ L ⇔ δ(s0, s0, p) ∩ F ̸= ∅
для некоторого s0 ∈ I, т. е. для некоторого s0 ∈ I хотя бы один путь δ(s0, s0, p) двумерного
автомата A на слове p приводит в допускающее состояние.

Классы двумерных языков, распознаваемых двумерными недетерминированными и
детерминированными онлайн-автоматами тесселяции, обозначаются L(2ota) и L(2dota) со-
ответственно, также будем писать LΣ(2ota) и LΣ(2dota), если необходимо указать алфавит,
над которым рассматриваются языки.

Определение 10. Двумерный язык L называется регулярным, если он распознается дву-
мерным недетерминированным онлайн-автоматом тесселяции.

В литературе в зависимости от используемого определения регулярности двумерно-
го языка используют разные обозначения для данного класса, однако для четырех приве-
денных во введении эквивалентных определений также используется общее обозначение
REC (recognizable two-dimensional languages, см. [1]). В данной работе необходимо отли-
чать какой “размерности” регулярный язык рассматривается, поэтому класс одномерных
регулярных языков над алфавитом Σ будем обозначать REG1(Σ) или REG1, если алфа-
вит понятен из контекста, а класс двумерных регулярных языков – REG2(Σ) или REG2.
Таким образом, REC = REG2 = L(2ota).

2. Регулярные двумерные языки, построенные из регулярных од-
номерных языков

Цель данного раздела – привести несколько конструкций построения регулярных
двумерных языков из регулярных одномерных языков. Однако приводимые здесь резуль-
таты тесно связаны с вопросами замкнутости классов двумерных языков, распознаваемых
различными типами двумерных автоматов, относительно приведенных в разделе 1 язы-
ковых операций. Известно, например, что

1) классы языков L(4dfa) и L(4fa), распознаваемых четырехсторонними детерми-
нированными и недетерминированными автоматами, не замкнуты относительно
горизонтальной и вертикальной конкатенации и горизонтальной и вертикальной
итерации [12];

2) класс языков REG2 = L(2ota) замкнут относительно горизонтальной и верти-
кальной конкатенации и горизонтальной и вертикальной итерации [1];

3) класс языков L(2uota), распознаваемых двумерными однозначными онлайн-авто-
матами тесселяции, не замкнут относительно горизонтальной и вертикальной кон-
катенации и горизонтальной и вертикальной итерации [5];

4) класс языков L(2rota), распознаваемых двумерными приближенными онлайн-
автоматами тесселяции, замкнут относительно горизонтальной и вертикальной
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конкатенации [6], вопрос замкнутости относительно горизонтальной и вертикаль-
ной итерации в статье не рассматривался.

Для класса L(2dota) подобные результаты, по предположению авторов, не верны,
однако если применять указанные операции к одномерным языкам (для удобства на них
наложены дополнительные условия, значение которых понятно из замечания 13), то со-
ответствующие результаты справедливы (см. теоремы 11 и 17).

Теорема 11. Если L1, L2, . . . , Lk ∈ REG1(Σ), λ ∈ L1∩L2∩· · ·∩Lk или λ /∈ L1∪L2∪· · ·∪Lk,
то L = L1⊖L2⊖ · · · ⊖Lk ∈ LΣ(2dota).

Доказательство. Доказывать теорему будем для случая k = 2, так как в общем случае
доказательство аналогично. Пусть L = L1⊖L2. Непустые двумерные слова языка L будут
содержать ровно две строки. Язык L будет содержать пустое двумерное слово λ только в
случае, если оба языка L1 и L2 содержат пустые одномерные слова.

Поскольку L1 и L2 – регулярные одномерные языки, они распознаются детерми-
нированными конечными автоматами. Пусть A1 = (Σ, S1, s

1
0, F1, δ1) и A2 = (Σ, S2, s

2
0, F2, δ2)

являются детерминированными конечными автоматами, распознающими языки L1 и L2

соответственно. Будем считать, что S1∩S2 = ∅. Построим двумерный детерминированный
автомат A = (Σ, S, s0, F, δ), распознающий язык L = L1⊖L2. Множеством состояний авто-
мата будет S = (S1∪S2)×{0, 1}∪{(s0, γ), (s′, 0)}, где s0, s′ /∈ S1∪S2, γ ∈ {0, 1}. Значение γ
зависит от принадлежности/не принадлежности пустых одномерных слов языкам L1 и L2:
если λ ∈ L1 ∩ L2, то γ = 1, если λ /∈ L1 ∩ L2, то γ = 0.

Определим функцию перехода (во всех приводимых ниже формулах x ∈ Σ, s1 ∈ S1,
s2 ∈ S2, α, β ∈ {0, 1}, χT – характеристическая функция множества T ):

δ((s0, γ), (s0, γ), x) = (δ1(s
1
0, x), χF1(δ1(s

1
0, x))),

δ((s0, γ), (s1, α), x) = (δ1(s1, x), χF1(δ1(s1, x))),
δ((s1, α), (s0, γ), x) = (δ2(s

2
0, x), α · χF2(δ2(s

2
0, x))),

δ((s1, α), (s2, β), x) = (δ2(s2, x), α · χF2(δ2(s2, x))),
δ((s2, α), (s0, γ), x) = (s′, 0),
δ((s2, α), (s

′, 0), x) = (s′, 0),
δ((s′, 0), (s0, γ), x) = (s′, 0),
δ((s′, 0), (s′, 0), x) = (s′, 0).

Первые две команды отвечают работе двумерного автомата на первой строке двумер-
ного слова, причем вторая компонента состояния говорит о принадлежности/непринад-
лежности полученного состояния множеству допускающих состояний F1. Третья и чет-
вертая команды отвечают работе двумерного автомата на второй строке двумерного сло-
ва, причем вторая компонента состояния говорит о принадлежности/непринадлежности
полученного состояния множеству допускающих состояний F2, при условии, что соответ-
ствующее состояние над ним принадлежит F1. Иными словами, во второй строке вторая
компонента будет равна единице, если прочитанное к этому моменту слово второй стро-
ки принадлежит L2, а соответствующее ему слово первой строки принадлежит L1. Пятая
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и шестая команды отвечают работе двумерного автомата на третьей строке двумерного
слова, последние две команды – на четвертой и последующих строках.

Определим множество допускающих состояний: F = {(s, 1) | s ∈ S2 ∪ {s0}}. Таким
образом, возможны два случая:

1) если оба языка L1 и L2 содержат пустое одномерное слово, то

F = {(s2, 1) | s2 ∈ S2} ∪ {(s0, 1)};

2) если оба языка L1 и L2 не содержат пустого одномерного слова, то

F = {(s2, 1) | s2 ∈ S2},

так как γ = 0.

Покажем, что построенный двумерный детерминированный автомат A распознает
язык L = L1⊖L2. Очевидно, что на пустом двумерном слове двумерный автомат A рабо-
тает корректно в обоих случаях, поэтому рассмотрим лишь случай непустых двумерных
слов. Непустое двумерное слово должно распознаваться построенным двумерным авто-
матом тогда и только тогда, когда оно имеет ровно две строки и слово в первой строке
принадлежит L1, а слово во второй строке принадлежит L2.

Пусть p = p1⊖ p2⊖ · · · ⊖ pl и δ((s0, γ), (s0, γ), p) = (s, ξ), где (s, ξ) ∈ S, ξ ∈ {0, 1}.
Если l = 1, то s ∈ S1 и (s, ξ) /∈ F , следовательно, p /∈ L.
Если l ≥ 3, то s = s′ и (s, ξ) = (s′, 0) /∈ F , следовательно, p /∈ L.
Если l = 2 и p = p1⊖ p2: (s, ξ) ∈ F тогда и только тогда, когда s ∈ S2, ξ = 1, причем

s = δ2(s
2
0, p2), а ξ = α · χF2(s), где α = χF1(δ1(s

1
0, p1)). Приведенные условия эквивалентны

следующим: χF2(δ2(s
2
0, p2)) = 1 и χF1(δ1(s

1
0, p1)) = 1 или, другими словами, δ2(s20, p2) ∈ F2 и

δ1(s
1
0, p1) ∈ F1. Таким образом

δ((s0, γ), (s0, γ), p) ∈ F ⇔ p1 ∈ L1, p2 ∈ L2 ⇔ p = p1⊖ p2 ∈ L1⊖L2.

Замечание 12. Если рассматривать только состояния, достижимые из начального, то
обозначение состояний в доказательстве теоремы 11 можно было упростить, отождествив
состояния из S1×{0, 1} с соответствующими состояниями из S1, так как из двух состояний
(s1, 0) и (s1, 1) для s1 ∈ S1 в двумерном автомате A будет лишь одно; (s0, γ) – с s0, посколь-
ку из двух состояний (s0, 0) и (s0, 1) будет лишь одно; и (s′, 0) – с s′. Последнее состояние
(s′, 0) – это состояние, которое обычно в теории автоматов называют мусорным состояни-
ем. Однако приведенные в теореме более громозкие обозначения удобны для обоснования
корректной работы построенного двумерного автомата.

Замечание 13. Очевидно, что для языка L = L1⊖L2⊖ · · · ⊖Lk ⊆ Σ∗∗, построенного в
теореме 11, выполнены соотношения: L(1) ⊆ L1, L(2) ⊆ L2, . . ., L(k) ⊆ Lk. Ниже доказано,
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что одномерные языки L(1), L(2), . . . , L(k) также регулярны и

L1⊖L2⊖ · · · ⊖Lk = L(1)⊖L(2)⊖ · · · ⊖L(k).

Напомним стандартное определение гомоморфизма. Отображение h : Σ∗ → Σ′∗ на-
зывается гомоморфизмом (морфизмом), если h(pq) = h(p)h(q) для любых p, q ∈ Σ∗. Оче-
видно, что достаточно задавать гомоморфизм h на однобуквенных словах, так как если
p = x1x2 . . . xl, то h(p) = h(x1)h(x2) . . . h(xl).

Теорема 14. Если L1, L2, . . . , Lk ∈ REG1(Σ), λ ∈ L1∩L2∩· · ·∩Lk или λ /∈ L1∪L2∪· · ·∪Lk,
и L = L1⊖L2⊖ · · · ⊖Lk, тогда L(1), L(2), . . ., L(k) ∈ REG1(Σ) и

L1⊖L2⊖ · · · ⊖Lk = L(1)⊖L(2)⊖ · · · ⊖L(k).

Доказательство. Пусть Σ′ = {a} – однобуквенный алфавит. Рассмотрим гомоморфизм
h : Σ∗ → Σ′∗, который каждую букву алфавита Σ отображает в букву a ∈ Σ′. Извест-
но (см., например, [13]), что гомоморфизм и обратный гомоморфизм регулярного од-
номерного языка являются регулярными одномерными языками. Отсюда следует, что
h(L1), h(L2), . . . , h(Lk) ∈ REG1(Σ

′). Тогда L′ = h(L1)∩h(L2)∩· · ·∩h(Lk) ∈ REG1(Σ
′) как ко-

нечное пересечение регулярных одномерных языков. Следовательно, h−1(L′) ∈ REG1(Σ).
Слова одномерного языка h−1(L′) имеют такую длину, что существует двумерное слово,
принадлежащее L1⊖L2⊖ · · · ⊖Lk, с соответствующим числом столбцов.

Докажем, что L(i) = Li ∩ h−1(L′). Действительно, pi ∈ L(i) тогда и только тогда,
когда существуют слова p1 ∈ L(1), . . . , pi−1 ∈ L(i−1), pi+1 ∈ L(i+1), . . . , pk ∈ L(k) такие, что

p1⊖ p2⊖ · · · ⊖ pi⊖ · · · ⊖ pk ∈ L.

Тогда очевидно, что h(p1) = h(p2) = · · · = h(pi) = · · · = h(pk), следовательно, h(pi) ∈ L′.
Поскольку L(i) ⊆ Li, то из pi ∈ L(i) следует pi ∈ Li ∩ h−1(L′). Обратно, если pi ∈ Li ∩ h−1(L′),

то существуют слова p1 ∈ L1, . . . , pi−1 ∈ Li−1, pi+1 ∈ Li+1, . . . , pk ∈ Lk такие, что

h(p1) = h(p2) = · · · = h(pi) = · · · = h(pk),

значит, p1⊖ p2⊖ · · · ⊖ pi⊖ · · · ⊖ pk ∈ L, следовательно, pi ∈ L(i). Отсюда L(i) ∈ REG1(Σ)

как пересечение регулярных одномерных языков.
Из доказанного выше соотношения следует, что

L(1)⊖L(2)⊖ · · · ⊖L(k) = (L1 ∩ h−1(L′))⊖ (L2 ∩ h−1(L′))⊖ · · · ⊖ (Lk ∩ h−1(L′))

= L1⊖L2⊖ · · · ⊖Lk,

так как для других слов не применима операция вертикальной конкатенации.
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Следствие 15. Если L ∈ REG1(Σ), то Lk⊖ ∈ LΣ(2dota) для любого k ≥ 1. Более того,(
Lk⊖

)
(i)

= L при любом i = 1.k.

Аналогично можно строить регулярные двумерные языки, в которых каждый столб-
цовый язык является регулярным одномерным языком. Поскольку обычно в одномерных
языках слова записываюся в строчку, введем естественную операцию “транспонирования”,
чтобы получить одномерные языки, в которых слова записываются в столбец.

Пусть p =
x11 . . . x1n
... . . . ...

xm1 . . . xmn

, тогда pT =

x11 . . . xm1

... . . . ...
x1n . . . xmn

.

Обозначим LT = {pT | p ∈ L}. Легко доказывается следующий результат, из которого
потом следуют транспонированные версии теоремы 14 и следствия 15:

Лемма 16.
1) Если L ∈ L(2ota), то LT ∈ L(2ota).
2) Если L ∈ L(2dota), то LT ∈ L(2dota).

Доказательство. Очевидно, что для построения двумерного недетерминированного или
детерминированного автомата, распознающего двумерный язык LT , необходимо “транспо-
нировать” все команды двумерного недетерминированного или детерминированного авто-
мата, распознающего двумерный язык L. Пусть A = (Σ, S, I, F, δ) – двумерный автомат,
распознающий L, тогда двумерный автомат A′ = (Σ, S, I, F, δ′), где δ′(s, t, x) = δ(t, s, x)

при любых s, t ∈ S, x ∈ Σ, распознает LT .

Теорема 17. Если L1, L2, . . . , Lk ∈ REG1(Σ), λ ∈ L1∩L2∩· · ·∩Lk или λ /∈ L1∪L2∪· · ·∪Lk,
то L = LT1 ⊖ LT2 ⊖ · · · ⊖ LTk ∈ LΣ(2dota), причем L(1), L(2), . . . , L(k) ∈ REG1(Σ) и

LT1 ⊖ LT2 ⊖ · · · ⊖ LTk =
(
L(1)

)T ⊖

(
L(2)

)T ⊖ · · · ⊖

(
L(k)

)T
.

Следствие 18. Если L ∈ REG1(Σ), то
(
LT
)k ⊖ ∈ LΣ(2dota) для любого k ≥ 1. Более того,((

LT
)k ⊖

)(j)
= L при любом j = 1.k.

В действительности верно также утверждение, обратное к теоремам 14 и 17: каждо-
му регулярному двумерному языку с фиксированным числом строк или столбцов можно
сопоставить регулярный одномерный язык над декартовой степенью исходного алфавита.

Теорема 19. Если L ∈ LΣ(2ota) и все слова языка L содержат ровно k ≥ 1 строк (или
k ≥ 1 столбцов), тогда L ∈ REG1

(
(Σk)T

)
(соответственно, L ∈ REG1

(
Σk
)
).

Доказательство. При k = 1 утверждение теоремы очевидно, так как исходный язык L

одномерный. Будем доказывать теорему для случая k = 2 строк, так как в общем случае
и в случае k столбцов доказательство аналогично. Непустые двумерные слова языка L

будут содержать ровно две строки (пустых двумерных слов язык L не содержит).
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Пусть L распознается двумерным недетерминированным автоматомA = (Σ, S, I, F, δ).
Как и в “одномерном” случае, можно преобразовать двумерный автомат A таким образом,
чтобы он имел лишь одно начальное состояние, т. е. можно считать, что I = {s0}.

Будем рассматривать язык L как одномерный язык над алфавитом (Σ2)T . “Одно-
мерный” недетерминированный конечный автомат A′ = ((Σ2)T , (S2)T , s′0, F

′, δ′) определим
следующим образом:

• алфавит (Σ2)T =

{(
x

y

) ∣∣∣∣ x, y ∈ Σ

}
;

• множество состояний (S2)T =

{(s
t

) ∣∣∣∣ s, t ∈ S

}
;

• начальное состояние s′0 =
(
s0
s0

)
;

• множество допускающих состояний F ′ =

{(s
t

) ∣∣∣∣ s ∈ S, t ∈ F

}
;

• функция перехода δ′
((s

t

)
,

(
x

y

))
=

{(
s′

t′

) ∣∣∣∣ s′ ∈ δ(s0, s, x), t
′ ∈ δ(s′, t, y)

}
.

Таким образом построенный одномерный автомат на первой и второй строках “одно-
мерного” слова над алфавитом (Σ2)T работает как исходный двумерный автомат на соот-
ветствующем двумерном слове над алфавитом Σ. Следовательно, A′ распознает все слова
языка L, рассматриваемые как одномерные слова над алфавитом (Σ2)T , и только их.

Теорема 20. Если L ∈ REG1(Σ), то L∗⊖,
(
LT
)∗ ⊖ ∈ LΣ(2dota). Более того,

(
L∗⊖)

(i)
= L

при любом i ≥ 1 и
((
LT
)∗ ⊖

)(j)
= L при любом j ≥ 1.

Доказательство. Докажем регулярность первого двумерного языка, регулярность
второго двумерного языка будет следовать из леммы 16 и очевидного соотношения(
L∗⊖)T =

(
LT
)∗ ⊖ .

Пусть A = (Σ, S, s0, F, δ) – детерминированный конечный автомат, распознающий
язык L. Построим двумерный детерминированный автомат A′ = (Σ, S ′, (s′0, 1), F

′, δ′), рас-
познающий двумерный язык L∗⊖, с множеством состояний S ′ = S × {0, 1} ∪ {(s′0, 1)}, где
s′0 /∈ S, и множеством допускающих состояний F ′ = {(s, 1) | s ∈ F} ∪ {(s′0, 1)} (в действи-
тельности, можно отождествить (s′0, 1) с s′0). Осталось определить функцию перехода (во
всех приводимых ниже формулах x ∈ Σ, s1, s2 ∈ S, α ∈ {0, 1}):

δ′((s′0, 1), (s
′
0, 1), x) = (δ(s0, x), χF (δ(s0, x))),

δ′((s′0, 1), (s1, α), x) = (δ(s1, x), χF (δ(s1, x))),

δ′((s1, α), (s′0, 1), x) = (δ(s0, x), α · χF (δ(s0, x))),
δ′((s1, α), (s2, β), x) = (δ(s2, x), α · χF (δ(s2, x))).
Первые две команды определяют работу двумерного автомата на первой строке дву-

мерного слова, где вторая компонента состояния говорит о принадлежности/непринад-
лежности полученного состояния множеству допускающих состояний F . Третья и чет-
вертая команды отвечают работе двумерного автомата на второй и последующих стро-
ках двумерного слова, причем вторая компонента состояния говорит о принадлежно-
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сти/непринадлежности полученного состояния множеству допускающих состояний F , при
условии, что все полученные строго над ним состояния принадлежат F . Иными словами,
вторая компонента будет равна единице, если прочитанное к этому моменту слово при-
надлежит L, и все слова над ним также принадлежат L.

Покажем, что построенный двумерный детерминированный автомат A′ распознает
язык L∗⊖. Очевидно, что на пустом двумерном слове двумерный автомат A′ работает
корректно. Рассмотрим работу двумерного автомата A′ на непустых двумерных словах.

Пусть p = p1⊖ p2⊖ · · · ⊖ pl, где |p1| = |p2| = · · · = |pl|, и δ′((s′0, 1), (s
′
0, 1), p) = (s, ξ),

где (s, ξ) ∈ S ′, ξ ∈ {0, 1}. Тогда, очевидно, что s = δ(s0, pl) и

ξ = α1 · α2 · · ·αl−1 · χF (s) = χF (δ(s0, p1)) · χF (δ(s0, p2)) · · ·χF (δ(s0, pl−1)) · χF (δ(s0, pl)).

Отсюда видно, что для непустого двумерного слова (s, ξ) ∈ F ′ тогда и только тогда, когда
s ∈ F, ξ = 1, т. е. тогда и только тогда, когда

χF (δ(s0, p1)) = 1, χF (δ(s0, p2)) = 1, . . . , χF (δ(s0, pl)) = 1

или, другими словами, δ(s0, p1) ∈ F, δ(s0, p2) ∈ F, . . . , δ(s0, pl) ∈ F . Последние условия эк-
вивалентны следующим: p1 ∈ L, p2 ∈ L, . . . , pl ∈ L или p = p1⊖ p2⊖ · · · ⊖ pl ∈ L∗⊖.

Справедливость условия
(
L∗⊖)

(i)
= L при любом i ≥ 1 очевидна.

Замечание 21. Теоремы 11, 17 и 20 и следствия 15, 18 можно обобщить на случай, когда
используемые в них исходные языки не одномерные, а двумерные с фиксированным чис-
лом строк или столбцов (доказательства аналогичны доказательствам указанных теорем,
только дополнительно нужно считать количество строк или столбцов первого и второго
двумерных языков):

1) если L1, L2 ∈ LΣ(2dota) и все слова двумерного языка L1 имеют m1 строк,
а все слова двумерного языка L2 имеют m2 строк, где m1,m2 ≥ 1, то
L = L1⊖L2 ∈ LΣ(2dota);

2) если L1, L2 ∈ LΣ(2dota) и все слова двумерного языка L1 имеют n1 столбцов,
а все слова двумерного языка L2 имеют n2 столбцов, где n1, n2 ≥ 1, то
L = L1 ⊖ L2 ∈ LΣ(2dota);

3) если L ∈ LΣ(2dota) и все слова двумерного языка L имеют m строк, где m ≥ 1,
то Lk⊖, L∗⊖ ∈ LΣ(2dota) для любого k ≥ 1;

4) если L ∈ LΣ(2dota) и все слова двумерного языка L имеют n столбцов, где n ≥ 1,
то Lk ⊖ , L∗ ⊖ ∈ LΣ(2dota) для любого k ≥ 1.

Таким образом, в указанных частных случаях справедлива замкнутость класса язы-
ков L(2dota) относительно операций горизонтальной и вертикальной конкатенации и го-
ризонтальной и вертикальной итерации.

Замечание 22. В теоремах 11, 14 и 20 (17 и 20) показано, как построить регулярный дву-
мерный язык, каждый строчный (соответственно, столбцовый) язык которого регулярен,
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но ничего не говорится о регулярности столбцовых (соответственно, строчных) языков.
Однако, легко видеть, что соответствующие столбцовые (соответственно, строчные) язы-
ки также регулярны, так как состоят из слов длины k или пустого слова, т. е. образуют
конечные языки, которые регулярны.

Теорема 23. Если L1, L2 ∈ REG1(Σ), то язык L1 ⊕ L2 ∈ LΣ(2dota).

Доказательство. Пусть A1 = (Σ, S1, s
1
0, F1, δ1) и A2 = (Σ, S2, s

2
0, F2, δ2) – детерминирован-

ные конечные автоматы, распознающие языки L1 и L2 соответственно. Будем считать,
что S1 ∩ S2 = ∅. Построим двумерный детерминированный автомат A = (Σ, S, s0, F, δ),
распознающий язык L = L1 ⊕ L2. Множеством состояний автомата будет

S = S1 × {0, 1} × S2 × {0, 1} ∪ {(s0, γ)},

где s0 /∈ S1 ∪ S2, γ ∈ {0, 1}. Значение γ зависит от принадлежности/не принадлежности
пустых одномерных слов языкам L1 и L2, так как пустое двумерное слово принадлежит L
только в случае, когда оба языка L1 и L2 содержат пустые одномерные слова. Таким
образом, если λ ∈ L1 ∩L2, то γ = 1, если λ /∈ L1 ∩L2, то γ = 0 (в действительности, (s0, γ)
можно отождествить с s0).

Определим функцию перехода (во всех приводимых ниже формулах x ∈ Σ, s1, s′1 ∈ S1,
s2, s

′
2 ∈ S2, α, β, α′, β′ ∈ {0, 1}):
δ((s0, γ), (s0, γ), x) = (δ1(s

1
0, x), χF1(δ1(s

1
0, x)), δ2(s

2
0, x), χF2(δ2(s

2
0, x))),

δ((s0, γ), (s1, α, s2, β), x) = (δ1(s1, x), χF1(δ1(s1, x)), δ2(s
2
0, x), β · χF2(δ2(s

2
0, x))),

δ((s1, α, s2, β), (s0, γ), x) = (δ1(s
1
0, x), α · χF1(δ1(s

1
0, x)), δ2(s2, x), χF2(δ2(s2, x))),

δ((s1, α, s2, β), (s
′
1, α

′, s′2, β
′), x) = (δ1(s

′
1, x), α · χF1(δ1(s

′
1, x)), δ2(s2, x), β

′ · χF2(δ2(s2, x))).
Первые две команды отвечают работе двумерного автомата на первой строке двумер-

ного слова, третья и четвертая команды отвечают работе двумерного автомата на второй
и последующих строках двумерного слова, причем третья команда отвечает работе на
первом столбце.

Определим множество допускающих состояний. Возможны два случая:
1) оба языка L1 и L2 содержат пустое одномерное слово, тогда

F = {(s1, 1, s2, 1) | s1 ∈ S1, s2 ∈ S2} ∪ {(s0, 1)}

(в этом случае, γ = 1);
2) хотя бы один из языков L1 и L2 не содержат пустого одномерного слова, тогда

F = {(s1, 1, s2, 1) | s1 ∈ S1, s2 ∈ S2}

(в этом случае, γ = 0).

Покажем, что построенный двумерный детерминированный автомат A распознает
двумерный язык L = L1⊕L2. Очевидно, что на пустом двумерном слове двумерный авто-
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мат A работает корректно в обоих случаях, поэтому рассмотрим лишь случай непустых
двумерных слов.

Пусть p = p1⊖ p2⊖ · · · ⊖ pl = q1 ⊖ q2 ⊖ · · · ⊖ qk и δ((s0, γ), (s0, γ), p) = (s1, ξ, s2, η), где
s1 ∈ S1, s2 ∈ S2, ξ, η ∈ {0, 1}, причем

ξ = α1 · α2 · · ·αl−1 · χF1(s1) = χF1(δ1(s
1
0, p1)) · χF1(δ1(s

1
0, p2)) · · ·χF1(δ1(s

1
0, pl−1)) · χF1(δ1(s

1
0, pl)),

η = β1 · β2 · · · βk−1 · χF2(s2) = χF2(δ2(s
2
0, q1)) · χF2(δ2(s

2
0, q2)) · · ·χF2(δ2(s

2
0, qk−1)) · χF2(δ2(s

2
0, qk)).

Тогда для непустого двумерного слова (s1, ξ, s2, η) ∈ F тогда и только тогда, когда s1 ∈ S1,
s2 ∈ S2, ξ = 1, η = 1, т. е. тогда и только тогда, когда

χF1(δ1(s
1
0, p1)) = 1, χF1(δ1(s

1
0, p2)) = 1, . . . , χF1(δ1(s

1
0, pl)) = 1

и
χF2(δ2(s

2
0, q1)) = 1, χF2(δ2(s

2
0, q2)) = 1, . . . , χF2(δ2(s

2
0, qk)) = 1

или, другими словами,

δ1(s
1
0, p1) ∈ F1, δ1(s

1
0, p2) ∈ F1, . . . , δ1(s

1
0, pl) ∈ F1,

δ2(s
2
0, q1) ∈ F2, δ2(s

2
0, q2) ∈ F2, . . . , δ2(s

2
0, qk) ∈ F2.

Последние условия эквивалентны следующим:

p1 ∈ L1, p2 ∈ L1, . . . , pl ∈ L1 и q1 ∈ L2, q2 ∈ L2, . . . , qk ∈ L2,

т. е. p ∈ L1 ⊕ L2.

Замечание 24. Очевидно, что (L1 ⊕ L2)(i) ⊆ L1 и (L1 ⊕ L2)
(j) ⊆ L2 при любых i, j ≥ 1.

Однако, в общем случае, (L1 ⊕ L2)(i) ̸= (L1 ⊕ L2)(i′) при i ̸= i′ и (L1 ⊕ L2)
(j) ̸= (L1 ⊕ L2)

(j′)

при j ̸= j′. Поэтому языки L1 и L2 нельзя заменить на подходящие строчные и столбцовые
языки для L1 ⊕ L2, как это делалось в теоремах 14 и 17.

Действительно, пусть L1 = aa∗ + bb∗, L2 = a(ba)∗(b + λ). Тогда L1 ⊕ L2 состоит из
двумерных слов вида

a a a a . . .

b b b b . . .

a a a a . . .

b b b b . . .
...

...
...

... . . .

.

Тогда (L1 ⊕ L2)(2i−1) = aa∗, (L1 ⊕ L2)(2i) = bb∗ и (L1 ⊕ L2)
(j) = a(ba)∗(b+ λ) = L2 при

i, j ≥ 1. Очевидно, что сочетание одномерных языков aa∗ и L2 дает двумерный язык aa∗,
а сочетание одномерных языков bb∗ и L2 дает пустой двумерный язык. В обоих случаях,
полученные двумерные языки не совпадают с L1 ⊕ L2.
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Замечание 25. Для построенного в теореме 23 регулярного двумерного языка L1 ⊕ L2

вопрос о регулярности соответствующих ему строчных и столбцовых одномерных языков
остался открытым.

Замечание 26. Принадлежность двумерных языков над алфавитом Σ, указанных в след-
ствиях 15 и 18 и теореме 20, классу LΣ(2dota) теперь можно получить как следствие тео-
ремы 23.

Действительно, если L ∈ REG1(Σ), то Lk⊖,
(
LT
)k ⊖

, L∗⊖,
(
LT
)∗ ⊖ ∈ LΣ(2dota), так как

Lk⊖ = L⊕ (Σk ∪ {λ}),
(
LT
)k ⊖

=
(
Σk ∪ {λ}

)
⊕ L,

L∗⊖ = (L ∪ {λ})⊕ Σ∗,
(
LT
)∗ ⊖

= Σ∗ ⊕ (L ∪ {λ}).

3. Регулярные двумерные языки, построенные из нерегулярных од-
номерных языков

Известно, что язык {anbn | n ≥ 1} – нерегулярный одномерный язык (см., напри-
мер, [13]). Приведем “аналог” указанного языка в двумерном случае. В отличие от одно-
мерного случая он будет регулярным.

Рассмотрим двумерный язык

L =

{
p q

q p

∣∣∣∣∣ ∃n > 0
(
p ∈ {a}n×n, q ∈ {b}n×n

)}
(1)

над алфавитом Σ = {a, b}.

Предложение 27. L ∈ L(2dota).

Доказательство. Построим двумерный детерминированный автомат A = (Σ, S, s0, F, δ),
распознающий двумерный язык (1) над алфавитом Σ = {a, b}, где S = {0, 1, . . . , 13}, s0 = 0,
F = {13}. Двумерные слова, принадлежащие двумерному языку (1), состоят из четырех
квадратных блоков одинаковых размеров, поэтому двумерный автомат A должен уметь
проверять, из каких букв состоит блок, блок – квадратный, размеры разных блоков сов-
падают.

Определим функцию перехода.
I) На левом верхнем блоке:
δ(0, 0, a) = δ(2, 3, a) = 1,
δ(0, 1, a) = δ(0, 2, a) = δ(2, 1, a) = δ(2, 2, a) = 2,
δ(1, 0, a) = δ(3, 0, a) = δ(1, 3, a) = δ(3, 3, a) = 3.

II) На правом верхнем блоке:
δ(0, 2, b) = δ(5, 6, b) = 4,
δ(0, 4, b) = δ(0, 5, b) = δ(5, 4, b) = δ(5, 5, b) = 5,
δ(4, 1, b) = δ(4, 2, b) = δ(6, 1, b) = δ(6, 2, b) = δ(4, 6, b) = δ(6, 6, b) = 6.
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III) На левом нижнем блоке:
δ(3, 0, b) = δ(8, 9, b) = 7,
δ(1, 7, b) = δ(3, 7, b) = δ(1, 8, b) = δ(3, 8, b) = δ(8, 7, b) = δ(8, 8, b) = 8,
δ(7, 0, b) = δ(9, 0, b) = δ(7, 9, b) = δ(9, 9, b) = 9.

IV) На правом нижнем блоке:
δ(6, 8, a) = δ(6, 10, a) = δ(10, 8, a) = δ(10, 10, a) = 10,
δ(4, 10, a) = δ(11, 10, a) = 11,
δ(10, 7, a) = δ(10, 12, a) = 12,
δ(11, 12, a) = 13.

V) На блоке размера (2,2):
δ(0, 1, b) = 4, δ(1, 0, b) = 7, δ(4, 7, a) = 13.

В определении функции перехода не указаны те пары состояний, которые будут при-
водить в мусорное состояние (оно также не добавлено в множество состояний двумерного
автомата A).

При работе на двумерных словах двумерного языка (1) двумерный автомат A про-
ходит следующую прямоугольную таблицу состояний:

0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0

0 1 2 2 . . . 2 4 5 5 . . . 5

0 3 1 2 . . . 2 6 4 5 . . . 5

0 3 3 1 . . . 2 6 6 4 . . . 5
...

...
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

0 3 3 3 . . . 1 6 6 6 . . . 4

0 7 8 8 . . . 8 10 10 10 . . . 11

0 9 7 8 . . . 8 10 10 10 . . . 11

0 9 9 7 . . . 8 10 10 10 . . . 11
...

...
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

0 9 9 9 . . . 7 12 12 12 . . . 13

или
0 0

0 1 4

0 7 13

.

Функция перехода, работая на состояниях 1, 2, 3, определяет левый верхний квад-
ратный блок из букв a, на состояниях 4–6 и 7–9 – определяет квадратные блоки из букв b
такого же размера, что и левый верхний блок из букв a, на состояниях 10–13 – проверя-
ет, что нижний правый блок состоит из букв a и его размеры определяются последним
столбцом и последней строкой правого верхнего и левого нижнего блоков из букв b соответ-
ственно. Отдельно выделены значения функции перехода, которая распознает двумерное
слово размера (2,2).

Легко видеть, что построенный двумерный автомат правильно работает на двумер-
ных словах, состоящих из одной строки и одного столбца (соответствующие двумерные
слова не распознаются построенным двумерным автоматом). Очевидно также, что по-
строенный двумерный автомат правильно работает на двумерных словах размера (2,2).
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Покажем, что он правильно работает на двумерных словах большего размера, т. е. двумер-
ных словах, содержащих не менее двух строк и не менее двух столбцов. Для того, чтобы
прийти в допускающее состояние 13, двумерный автомат должен прийти в состояние 10.
Это возможно только в том случае, если встретилась команда δ(6, 8, a), что возможно
лишь в случае, если левый верхний блок из букв a – квадратный. Действительно, если
левый верхний блок из букв a прямоугольный, но не квадратный, то в случае, когда число
строк меньше числа столбцов, встретятся команды δ(2, 8, x) или δ(2, 7, x), которые приво-
дят в мусорное состояние, в случае, когда число строк больше числа столбцов, встретятся
команды δ(6, 3, x) или δ(4, 3, x), которые приводят в мусорное состояние (здесь x – произ-
вольная буква алфавита Σ). В случае если нарушено “блочное” строение двумерного слова,
то построенный двумерный автомат также придет в мусорное состояние. Таким образом,
в обоих случаях соответствующее двумерное слово распознаваться не будет. Далее, состо-
яние 13 может быть получено только как δ(11, 12, a), которое определяется по последнему
столбцу правого верхнего и последней строке левого нижнего блоков из букв b. Эти блоки
из букв b являются квадратными и их размеры совпадают с размерами левого верхнего
блока из букв a, следовательно, и правый нижний блок из букв a также квадратный и
имеет такие же размеры, как три других блока.

На самом деле, выше уже доказана следующая

Теорема 28. Существует L ∈ L(2dota) такой, что L(i), L
(j) /∈ REG1 при любых i, j ≥ 1.

Доказательство. Примером такого языка является двумерный язык (1) из предложе-
ния 27, поскольку согласно построению, одномерные языки L(i) и L(j) (i, j ≥ 1) – это нере-
гулярные языки {anbn | n ≥ 1} или {bnan | n ≥ 1}.

Замечание 29. Аналогично доказательству предложения 27 и теоремы 28 можно полу-
чить следующие результаты:

1) существует L ∈ L(2dota) такой, что L(i) /∈ REG1, L(j) ∈ REG1 при любых i, j ≥ 1;
2) существует L ∈ L(2dota) такой, что L(i) ∈ REG1, L(j) /∈ REG1 при любых i, j ≥ 1.

Действительно, примерами таких двумерных языков будут языки над алфавитом
Σ = {a, b} следующего вида:

• для условия 1):

L′ =

{
p q

∣∣∣∣∣ ∃n > 0
(
p ∈ {a}n×n, q ∈ {b}n×n

)}
;

• для условия 2):

L′′ =

{
p

q

∣∣∣∣∣ ∃n > 0
(
p ∈ {a}n×n, q ∈ {b}n×n

)}
.
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Двумерные детерминированные автоматы, распознающие приведенные двумерные
языки, аналогичны двумерному детерминированному автомату из предложения 27. При-
ведем двумерный автомат лишь для двумерного языка L′. Он должен проверять, является
ли блок из букв a квадратным и имеет ли блок из букв b такие же размеры, что и блок
из букв a. Пусть A = (Σ, S, s0, F, δ), где S = {0, 1, . . . , 8}, s0 = 0, F = {8}.

Функция перехода:
I) На левом блоке:
δ(0, 0, a) = δ(2, 3, a) = 1,
δ(0, 1, a) = δ(0, 2, a) = δ(2, 1, a) = δ(2, 2, a) = 2,
δ(1, 0, a) = δ(3, 0, a) = δ(1, 3, a) = δ(3, 3, a) = 3.

II’) На правом блоке:
δ(0, 2, b) = δ(5, 6, b) = 4,
δ(0, 4, b) = δ(0, 5, b) = δ(5, 4, b) = δ(5, 5, b) = 5,
δ(4, 2, b) = δ(6, 2, b) = δ(4, 6, b) = δ(6, 6, b) = 6,
δ(4, 1, b) = δ(6, 1, b) = δ(6, 7, b) = δ(4, 7, b) = 7,
δ(5, 7, b) = 8.

V’) На блоке размера (1,2):
δ(0, 1, b) = 8.

Приведенные команды с незначительными изменениями повторяют команды дву-
мерного автомата из предложения 27, состояния 7 и 8 в данном случае отслеживают
последнюю строку в двумерном слове.

Двумерный автомат для двумерного языка L′′ строится аналогично с подходящим
видооизменением команд I), III), V).

Для приведенных языков L′
(i) = L′′(j) = {anbn | n ≥ 1} /∈ REG1 при любых i, j ≥ 1 и

L′(j), L′′
(i) ∈ REG1, поскольку это один из двух языков aa∗ или bb∗ при любых i, j ≥ 1.

4. Нерегулярные двумерные языки и соответствующие им одномер-
ные языки

Для доказательства основных результатов этого раздела потребуется очевидная лем-
ма, которая приведена в [3] без доказательства, поскольку ее доказательство повторяет из-
вестные доказательства для “одномерных” конечных автоматов. Приведем доказательство
для недетерминированного случая, в детерминированном случае проверка аналогична.

Лемма 30.
1) Если L1, L2 ∈ L(2ota), то L1 ∩ L2, L1 ∪ L2 ∈ L(2ota).
2) Если L1, L2 ∈ L(2dota), то L1 ∩ L2, L1 ∪ L2 ∈ L(2dota).

Доказательство. Пусть двумерные недетерминированные автоматыA1 = (Σ, S1, I1, F1, δ1)

иA2 = (Σ, S2, I2, F2, δ2) распознают двумерные языки L1 и L2 соответственно. Построим де-
картово произведение этих двумерных автоматов, т. е. двумерный недетерминированный
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автомат A = A1×A2 = (Σ, S, I, F, δ), с подходящими настройками для объединения и пере-
сечения. В двумерном автомате A множество состояний S = S1×S2, множество начальных
состояний I = I1 × I2, функция перехода δ((s1, s2), (s′1, s′2), x) = δ1(s1, s

′
1, x)× δ2(s2, s

′
2, x).

Построенный двумерный автомат A с множеством допускающих состояний
F = {(s1, s2) | s1 ∈ F1, s2 ∈ F2} распознает L1 ∩ L2. Действительно,

δ((I1, I2), (I1, I2), p) ∩ F ̸= ∅ ⇔ δ1(I1, I1, p)× δ2(I2, I2, p) ∩ F ̸= ∅ ⇔
⇔ δ1(I1, I1, p) ∩ F1 ̸= ∅ и δ2(I2, I2, p) ∩ F2 ̸= ∅ ⇔ p ∈ L1 и p ∈ L2 ⇔ p ∈ L1 ∩ L2.

Построенный двумерный автомат A с множеством допускающих состояний
F = {(s1, s2) | s1 ∈ F1 или s2 ∈ F2} распознает L1 ∪ L2, так как

δ((I1, I2), (I1, I2), p) ∩ F ̸= ∅ ⇔ δ1(I1, I1, p)× δ2(I2, I2, p) ∩ F ̸= ∅ ⇔
⇔ δ1(I1, I1, p) ∩ F1 ̸= ∅ или δ2(I2, I2, p) ∩ F2 ̸= ∅ ⇔ p ∈ L1 или p ∈ L2 ⇔ p ∈ L1 ∪ L2.

Замечание 31. Очевидно, что если L ∈ L(2dota), то L ∈ L(2dota). Действительно, в ис-
ходном двумерном детерминированном автомате нужно заменить допускающие состояния
на не допускающие и наоборот. Однако, как показано в [4] и в [14] существует L ∈ L(2ota)
такой, что L /∈ L(2ota).

Теорема 32. Существует L /∈ REG2 такой, что L(i), L
(j) ∈ REG1 при любых i, j ≥ 1.

Доказательство. Пусть L = {p | |p|a = |p|b} ⊆ {a, b}∗∗ – двумерный язык над алфави-
том Σ = {a, b}, состоящий из двумерных слов, в которых количество букв a совпадает с
количеством букв b. Двумерный язык L нерегулярен. Действительно, если бы L ∈ REG2,
то L ∩ Σ∗ ∈ REG2 как пересечение регулярных двумерных языков. Но L ∩ Σ∗ состоит из
одномерных слов, т. е. L ∩ Σ∗ ∈ REG1, с одинаковым количеством букв a и b, что проти-
воречит его регулярности.

Очевидно, что L(i) = L(j) = Σ∗ ∈ REG1 при любых i, j ≥ 1.

Теорема 33. Существует L /∈ REG2 такой, что L(i), L
(j) /∈ REG1 при любых i, j ≥ 1.

Доказательство. Пусть L1 = {p | |p|a = |p|b} ⊆ {a, b}∗ – одномерный язык над алфавитом
Σ = {a, b}, состоящий из одномерных слов, в которых количество букв a совпадает с
количеством букв b.

Рассмотрим двумерный язык L = (L1)
∗⊖ ∩

(
(L1)

T
)∗ ⊖ , в котором

L(i) = L(j) = L1 /∈ REG1

при любых i, j ≥ 1. Докажем, что двумерный язык L нерегулярен. Если бы L ∈ REG2, то
L2 = L ∩ (Σ+⊖Σ+) ∈ REG2 как пересечение двух регулярных двумерных языков. Дву-
мерные слова двумерного языка L2 содержат ровно две строки, причем в каждой строке
и каждом столбце количество букв a совпадает с количеством букв b. Следовательно,
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вторая строка двумерного слова двумерного языка L2 получена из первой строки за-
меной буквы a на b и буквы b на a. Двумерному языку L2 над алфавитом Σ взаимно-

однозначно сопоставляется одномерный язык L2 над алфавитом
{(

a

b

)
,

(
b

a

)}
, состоя-

щий из непустых слов с одинаковым количеством букв
(
a

b

)
и
(
b

a

)
. Согласно теореме 19,

L2 ∈ REG1

((
a

b

)
,

(
b

a

))
, что противоречит его нерегулярности.

Замечание 34. Аналогично доказательству теоремы 33 можно получить следующие ре-
зультаты:

1) существует L /∈ REG2 такой, что L(i) /∈ REG1, L(j) ∈ REG1 при любых i, j ≥ 1;
2) существует L /∈ REG2 такой, что L(i) ∈ REG1 , L(j) /∈ REG1 при любых i, j ≥ 1.

Действительно, примерами таких двумерных языков будут языки L′ = (L1)
∗⊖ и

L′′ =
(
(L1)

T
)∗ ⊖ (где L1 – одномерный язык из доказательства теоремы 33). Первый дву-

мерный язык состоит из двумерных слов, в каждой строке которых количество букв a сов-
падает с количеством букв b, второй – из двумерных слов, в каждом столбце которых коли-
чество букв a совпадает с количеством букв b. Таким образом, L′

(i) = L′′(j) = L1 /∈ REG1 и
L′(j) = L′′

(i) = Σ∗ ∈ REG1 при любых i, j ≥ 1. Доказательства нерегулярности приведенных
двумерных языков L1 и L2 аналогичны доказательству в теореме 33.

Заключение

Сформулируем в общем виде основные полученные в работе результаты. Из теоре-
мы 28 и замечаний 22, 29 следует

Теорема 35. Для каждого из приведенных условий существует L ∈ L(2dota) (следова-
тельно, L ∈ REG2), который ему удовлетворяет:

a) L(i), L
(j) ∈ REG1 при любых i, j ≥ 1;

b) L(i), L
(j) /∈ REG1 при любых i, j ≥ 1;

c) L(i) /∈ REG1, L(j) ∈ REG1 при любых i, j ≥ 1;
d) L(i) ∈ REG1, L(j) /∈ REG1 при любых i, j ≥ 1.

Теоремы 32, 33 и замечание 34 в общем виде дают следующий результат:

Теорема 36. Для каждого из приведенных условий существует L /∈ REG2, который ему
удовлетворяет:

a) L(i), L
(j) ∈ REG1 при любых i, j ≥ 1;

b) L(i), L
(j) /∈ REG1 при любых i, j ≥ 1;

c) L(i) /∈ REG1, L(j) ∈ REG1 при любых j ≥ 1;
d) L(i) ∈ REG1, L(j) /∈ REG1 при любых j ≥ 1.
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Таким образом, в работе показано, что могут быть реализованы восемь основных
соотношений между регулярностью и нерегулярностью двумерных и соответствующих
им одномерных языков.

Авторы выражают благодарность Селиванову Виктору Львовичу за вопросы, свя-
занные с нерегулярными двумерными языками, благодаря которым работа приобрела за-
конченный вид. Также авторы благодарят рецензента за то, что обратил их внимание на
статью [6].
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Влияние аксиомы связности на сложность модальной
логики

К.М. Мясников, А.В. Кудинов

Аннотация. Доказывается, что для слабо транзитивных логик с универсаль-
ной модальностью, проверку выполнимости формулы для которых можно про-
извести в PSPACE, добавление аксиомы связности не увеличивает сложность
этой проверки, причем строится явный алгоритм, который решает эту задачу.

Ключевые слова: модальная логика, алгоритмическая сложность, аксиома
связности, универсальная модальность, слабо транзитивные логики, задача
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Введение

В этой работе изучается вопрос алгоритмической сложности модальных логик с уни-
версальной модальностью. Модальная логика широко используется как формализм для
описания свойств различных структур, таких как графы, порядки, топологические про-
странства и динамические системы. При этом вопрос выполнимости формул во многих
случаях остается разрешимым, что выгодно отличает модальную логику от логики пре-
дикатов, в которой гораздо чаще встречаются неразрешимость задачи выполнимости. Но
базовый язык модальной логики, состоящий из одной модальности, которую чаще всего
обозначают l, обладает ограниченной выразительной силой. В литературе встречаются
различные способы усилить выразительную силу модального языка, сохраняющие при
этом разрешимость. Одним из таких способов является обогащение языка универсаль-
ной модальностью (см. [1]). В частности, при таком обогащении оказывается возможным
выразить свойство связности, не выразимой в базовом языке. Аксиома связности была
предложена в работе В.Шехтмана [2]. В этой работе В.Шехтман доказал полноту ло-
гики S4.UC относительно класса связных шкал Крипке, класса связных топологических
пространств и, более того, относительно произвольного связного плотного в себе сепа-
рабельного метрического пространства. Топология – это только одна область применения
модальной логики и аксиомы связности. Модальные логики связных структур могут пред-
ставлять интерес и в других областях математики и теоретической информатики.

© 2025 К.М.Мясников, А.В. Кудинов
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Под сложностью проблемы выполнимости некоторой модальной логики L в данной
работе понимается сложность следующей массовой задачи: по данной формуле A опреде-
лить, выполнима ли формула A на некоторой шкале логики L. При условии полноты ло-
гики L, эта задача является двойственной к задаче выводимости в логике, так как формула
A выводима в L тогда и только тогда, когда формула  A невыполнима на шкале логи-
ки L. Одной из первых работ о сложности проблемы выполнимости для модальных логик
с универсальной модальностью является работа Е. Гемаспаандры [3]. В ней автор пока-
зывает, что существуют такие разрешимые модальные логики, добавление универсальной
модальности к которым приводит к неразрешимости. Но в случае, когда исходная логика
транзитивна, например S4, добавление универсальной модальности не приводит к увели-
чению сложности. В частности, логики S4.U, K4.U и D4.U являются PSPACE-полными.

В данной работе мы сосредоточим внимание на алгоритмической сложности пробле-
мы выполнимости модальных формул в языке с универсальной модальностью на классе
связных шкал Крипке. Шкала Крипке называется связной, если она слабо связна как
ориентированный граф.

Мы будем рассматривать расширения логики

wK4 � K�lp^ pÑ llp.

Эта логика полна относительно класса слабо транзитивных шкал, т. е. шкал, в которых
рефлексивное замыкание отношения R транзитивно.

Для модальной логики L минимальное расширение этой логики универсальной мо-
дальностью мы будем обозначать L.U. Аксиоматизация логики L.U приведена в [1]. Фор-
мула

AC � lu pplp^ pq _ pl p^ pqq Ñ plu p_lu pq

выражает свойство связности шкалы. Логику, расширенную этой аксиомой, мы будем
обозначать L.UC � L.U� AC.

Основным результатом работы является то, что если задача выполнимости в классе
конечных шкал некоторой слабо транзитивной логики L лежит в PSPACE, то и задача
выполнимости в классе конечных шкал логики L.UC лежит в PSPACE.

В частности, из этого следует, что логики wK4.UC, K4.UC, D4.UC и S4.UC являются
PSPACE полными. Принадлежность к PSPACE для wK4 была доказана в [4].

1. Определения и известные результаты

1.1. Синтаксис

Определение 1. Пусть I – множество, которое понимается как множество индексов мо-
дальных операторов, P – множество переменных. Множество LpIq модальных формул
определяется рекурсивно:

• если p P P , то p P LpIq;
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• если ϕ, ψ P LpIq, то pϕ^ ψq, ϕ P LpIq;
• если ϕ P LpIq, a P I, то rasϕ P LpIq.
Зачастую I будет опускаться.
Также под модальным оператором xay будем понимать  ras , а формулы ϕ _ ψ и

ϕ Ñ ψ выражаются через конъюнкцию и отрицание. Мы также будем опускать скобки,
если их можно восстановить, пользуясь ассоциативностью и стандартным приоритетом
операций.

В данной работе будут использоваться операторы l, ♢, lu , ♢u , l� , ♢� , через L будем
обозначать язык с операторами l, ♢; через Llu – с операторами l, ♢, lu , ♢u ; через
Ll� – с операторами l, ♢, l� , ♢� ; через Llul� – с операторами l, ♢, lu , ♢u , l� , ♢� .

Определение 2. Длиной (или размером) формулы ϕ будем называть количество ее под-
формул (различные вхождения одной подформулы считаем столько раз, сколько этих
вхождений), и обозначать через |ϕ|.

Определение 3. I-модальной логикой будем называть множество формул, являющееся
подмножеством LpIq, содержащее все тавтологии логики высказываний, аксиомы
rasppÑ qq Ñ praspÑ rasqq, где a P I, p и q – переменные, и замкнутое относительно правил

вывода Sub
�
ϕppq

ϕpψq



, Modus Ponens

�
ϕ, ϕÑ ψ

ψ



и Nec

�
ϕ

rasϕ



, где a P I.

Минимальную модальную логику с одним модальным оператором будем обозна-
чать K. Через L � A, где L – модальная логика, A – множество формул, будем обозна-
чать наименьшую логику, содержащую все формулы из L Y A. Если ϕ – формула, будем
обозначать L� tϕu через L� ϕ.

1.2. Семантика. В данной работе мы будем работать в основном с классами конечных
шкал. Следствия основных результатов работы, касающиеся сложности проблем выводи-
мости в модальных логиках, мы обсудим в разделе 6.

Определение 4. Будем называть I-шкалой Крипке пару F � xW, tRauaPIy, где
W – непустое множество, элементы которого называются мирами, и для каждого a P I
Ra � W �W – отношение достижимости. Множество W называется носителем F .

Замечание 5. В этой работе чаще всего будут встречаться конечные шкалы, поэтому,
если не сказано иное, будем считать, что шкалы конечны.

Определение 6. Моделью называется пара M � xF, V y, где F � xW, tRauaPIy – шкала
Крипке, V : P Ñ 2W – оценка, причем V ppq понимается как множество миров, в которых
p истинна. Отношение истинности (|ù) формул в мирах данной модели определяется по
индукции:

• если p P P – переменная, то M,w |ù p ðñ w P V ppq;
• M,w |ù ϕ^ ψ ðñ M,w |ù ϕ и M,w |ù ψ;
• M,w |ù  ϕ ðñ M,w ��|ù ϕ;
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• M,w |ù rasϕ ðñ @w1 pwRaw
1 ñM,w1 |ù ϕq.

Замечание 7. Из определения модальности xay следует, что

M,w |ù xayϕ ðñ Dw1 pwRaw
1 ^M,w1 |ù ϕq.

Будем говорить, что формула ϕ верна в модели M (M |ù ϕ), если @w M,w |ù ϕ,
и выполнима в модели M , если Dw M,w |ù ϕ.

Будем говорить, что формула ϕ общезначима в шкале F (F |ù ϕ), если @V xF, V y |ù ϕ,
и выполнима в шкале F , если существует V , такая что ϕ выполнена в xF, V y.

Будем говорить, что формула ϕ общезначима в классе шкал F , если @F P F pF |ù ϕq,
и выполнима в классе шкал F , если существует F P F , такая, что ϕ выполнима в F .

Определение 8. Сужением шкалы F � xW, tRauaPIy на множество W 1 � W будем
называть шкалу xW 1, tRa X pW

1 �W 1quaPIy и обозначать через F |W 1 .

Определение 9. Сужение модели M � xF, V y на множество W 1 � W , где W – множе-
ство миров F будем называть модель xF |W 1 , V 1y, где V 1ppq � V ppq XW 1 для всех p P P ,
и обозначать через M |W 1 .

1.3. Универсальный и транзитивный операторы, связность. Здесь и да-
лее считаем, что в рассматриваемых нами шкалах есть одно отношение R, которое мы
будем называть базовым, и соответствующий модальный оператор l. Также шкалы мо-
гут содержать порожденные R универсальное и/или рефлексивно-транзитивное замыка-
ние (определены ниже). Наличие этих отношений в каждом случае будет обозначено явно.
Свойства шкалы, такие как слабая связность, транзитивность, рефлексивность и другие
будут относиться только к отношению R.

Определение 10. Пусть F � xW,Ry – шкала Крипке. Будем писать Flu � xW, tR,Ruuy,
где Ru � W �W . Оператор, соответствующий отношению Ru, будем обозначать lu .

Определение 11. Пусть F � xW,Ry – шкала Крипке. Будем писать Fl� � xW, tR,R�uy,
где

wR�w1 ðñ Dpw1, w2, . . . , wnq w1 � w ^ wn � w1 ^ wiRwi�1, pn ¥ 1q,

т. е. R� – рефлексивно-транзитивное замыкание R. Модальность, соответствующую отно-
шению R�, будем обозначать l� .

Также обозначим Flul� � xW, tR,Ru, R
�uy. Если F – класс шкал, то Flu � tFlu |F P Fu,

аналогично для Fl� ,Flul� .

Определение 12. Шкала F � xW, tRauaPIy называется слабо связной по отношениям
tRbubPJ (где J � I), если для любых w,w1 существуют w1, w2, . . . , wn такие, что w � w1,
w1 � wn, а также для всех i от 1 до n � 1 выполнено wiRbwi�1, или wi�1Rbwi для некото-
рого b P J (причем для разных i могут подойти разные b P J ). Такое отношение между
вершинами w,w1 назовем отношением слабой достижимости.
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Лемма 13. Отношение слабой достижимости является отношением эквивалентно-
сти.

Доказательство оставим читателю.
Если C – класс шкал с базовым отношением R и, возможно, с порожденными уни-

версальным и/или транзитивным отношениями, то определим

CAC � tF P C |F – слабо связно по Ru .

Определение 14. Введем отношение эквивалентности на шкале F с базовым отношени-
ем R: w �R w1 ðñ pwR�w1 ^ w1R�wq. Классы эквивалентности по этому отношению бу-
дем называть сгустками. Проще говоря, сгустки – компоненты сильной связности ориен-
тированного графа с ребрами R.

Определение 15. Сгусток F 1 в шкале F называется максимальным, если для любых
w1, w из того, что w1 P F 1 и w1Rw, следует, что w P F 1.

Определение 16. Подшкала F 1 шкалы F � xW,Ry называется порожденной, если

@w1 P F 1 @w P F pw1R�w ñ w P F 1q.

Определение 17. Подшкала F 1 шкалы F называется корневой с корнем w, если

@w1 P F pwR�w1 ðñ w1 P F 1q.

Замечание 18. Корневая подшкала всегда является порожденной.

Определение 19. Шкала F называется слабо транзитивной, если для всех x, y, z P F

xRy ^ yRz ^ x � z ñ xRz.

1.4. Связь логик и классов шкал

Определение 20. Пусть C – класс шкал Крипке. Логикой класса C называют множество
формул

LogpCq � tA | @F P C pF |ù Aqu .

Определение 21. Пусть L – I-логика. Классом I-шкал, порожденных L, называют

FrpLq � tF � xW, tRauaPIy | @ϕ P L F |ù ϕu.

Классом конечных I-шкал называют

FrfinpLq � tF |F P FrpLq и F – конечнаu .
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Определение 22. Функция f : W Ñ U называется p-морфизмом шкалы F � xW, tRauaPIy

на шкалу G � xU, tSauaPIy, если
1) f является сюръекцией;
2) xRay ñ fpxqSafpyq (монотонность);
3) fpxqSauñ Dy fpyq � u и xRay (поднятие).

Обозначение: f : F ↠ G.

Следующая теорема хорошо известна (см. [5]).

Теорема 23 (о p-морфизме). Пусть F ↠ G. Тогда LogpF q � LogpGq.

Определение 24. Шкалы F1 � xW1, tR
1
auaPIy и F2 � xW2, tR

2
auaPIy называются изоморф-

ными (обозначается F1 � F2), если существует биекция f : W1 Ñ W2 со свойством

@a P I wR1
aw

1 ðñ fpwqR2
afpw

1q.

Определение 25. Логика L называется полной по Крипке относительно класса F , если
LogpFq � L.

Если логика L полна по Крипке относительно класса F , то ϕ P L равносильно об-
щезначимости ϕ во всех шкалах класса F , что в свою очередь равносильно невыполнимо-
сти  ϕ в классе F . Таким образом, задачи выполнимости и общезначимости – двойствен-
ные.

1.5. Логики и аксиомы. В этой работе нас будут интересовать слабо транзитивные
шкалы и логики классов таких шкал. Наименьшей такой логикой является
wK4 � K � pp ^ lpq Ñ llp. Полнота этой логики относительно класса всех слабо тран-
зитивных шкал была доказана в [6]. Финитная аппроксимируемость wK4 была доказана
в [7].

Среди таких логик есть широко известные логики, такие как логика класса всех
транзитивных шкал K4 � K�lpÑ llp и логика класса всех рефлексивно-транзитивных
шкал S4 � K4�lpÑ p. Соответствующие теоремы о полноте можно найти в [8].

Теорема 26. Аксиома AC (см. введение) общезначима в шкале F � xW, tR,Ruuy тогда
и только тогда, когда шкала F слабо связна по отношению R.

Доказательство импликации слева направо. Докажем контрапозицию, т. е. если F не сла-
бо связна, тоAC не общезначима. Из того, что F не слабо связна следует, чтоW � W1 \W2,
где W1,W2 � ∅, W1,W2 – объединения классов эквивалентности отношения слабой до-
стижимости. Рассмотрим оценку V на шкале F , такую, что V ppq � W1. Тогда в модели
M � xF, V y опровергается аксиома AC, так как в любом мире ее посылка верна, а заклю-
чение – нет.
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Доказательство импликации справа налево. Предположим, чтоAC не общезначима. Сле-
довательно, существует оценка V шкалы F (обозначим M � xF, V y) и мир w0 P F такие,
что:

1) M,w0 |ù lu pplp^ pq _ pl p^ pqq, т. е. @w M,w |ù plp^ pq _ pl p^ pq;
2) M,w0 ��|ùlu p_lu p, т. е. Du1 M,u1 |ù p и Du2 M,u2 |ù  p.

Из пункта 1 следует, что если wRw1, то выполнено lp^ p или l p^ p, следовательно,
выполнена равносильность M,w |ù p ðñ M,w1 |ù p.

Но, по определению слабой связности, найдется путь между u1 и u2. Используя на-
блюдение выше, индукцией по длине пути легко доказать, что M,u1 |ù p ðñ M,u2 |ù p,
что противоречит пункту 2.

1.6. Сложностные классы. Формальные определения понятий теории сложностей
можно найти в [9], здесь мы дадим лишь неформальные определения сложностных классов
PSPACE и NPSPACE.

Определение 27. Множество формул Ω лежит в классе PSPACE, если существует машина
Тьюринга MT и многочлен ppnq такие, что:

• MT pϕq �

$&
%1, если ϕ P Ω,

0 иначе;
• на входе длины n машина MT использует не более ppnq клеток на ленте.

Определение 28. Множество формул Ω лежит в классе NPSPACE, если существует ал-
горитм (машина Тьюринга) MT и многочлен ppnq, такие, что:

• если w P Ω, то Ds : |s|   pp|w|q ^MT pw, sq � 1;
• если w R Ω, то @s : |s|   pp|w|q ñMT pw, sq � 0;
• на входе длины n машина MT использует только полиномиальное от n количество

клеток на ленте.

Доказательство следующей теоремы также можно найти в [9].

Теорема 29. PSPACE � NPSPACE.

Если C – класс шкал, то через C � sat будем обозначать множество выполнимых в
этом классе формул:

tϕ | ϕ выполнима в Cu.

2. Вытянутые шкалы

В этом разделе будет строиться преобразование шкалы, сохраняющее выполнимость
данной формулы и общезначимость всех формул, приводящее ее в удобный вид. Построе-
ние и доказательство во многом повторяет доказательство [2, теорема 14], но с нескольки-
ми важными изменениями, благодаря которым оно будет работать не только для S4-шкал,
но и для произвольной шкалы.
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Также в этом разделе будем считать, что шкалы унимодальны, т. е. имеют лишь одно
отношение R. Будем отождествлять шкалу с ориентированным графом (имеется ребро
из x в y, если xRy).

Определение 30. Шкалу F � xW,Ry назовем вытянутой, если найдутся такие

F1 � F |W1 , F2 � F |W2 , . . . , Fn � F |Wn ,pF1 � F |
xW1
, pF2 � F |

xW2
, . . . , pFm � F |

xWm
,

1 � i0   i1   i2   � � �   im�1   im � n,

удовлетворяющие условиям:
1) W1 YW2 Y . . .YWn � W ;
2) все Fi – корневые порожденные подшкалы;
3) все pFi – непересекающиеся максимальные сгустки;

4) если i � j, то Fi X Fj �

$&
%
pFk, если ik�1 ¤ i ¤ ik и ik�1 ¤ j ¤ ik,

∅ иначе.

Подшкалы Fi1 , Fi2 , . . . , Fim�1 будем называть основными, все остальные Fi – висячи-
ми, pFi – связующими сгустками.

Неформально говоря, вытянутая шкала – это шкала, составленная из последователь-
ности корневых порожденных подшкал, причем соседние сцеплены по сгустку и никаких
других пересечений не имеющие. Пример изображен на рис. 1.

Fi1 Fi2 Fim�1

F̂1

F1 Fi1�1

F̂2

Fi1�1 Fi2�1

F̂3

Fi2�1 Fi3�1

F̂m�1

Fim�2�1Fim�1�1

F̂m

Fim�1�1 Fn

Рис. 1. Вытянутая шкала

Теорема 31. Пусть L – логика, F � FrfinpLq, F P Flu , F � xW, tR,Ruuy – слабо связная
по R. Тогда найдется вытянутая шкала F 1 P Flu такая, что существует p-морфизм
f : F 1 ↠ F .

Доказательство. В этом доказательстве будем считать, что в шкале есть лишь одно отно-
шение R. В полученной шкале тривиальным образом определим отношение R1u � W �W ,
и легко заметить, что свойства p-морфизма для универсальных отношений выполнены.
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Порожденную отношением R шкалу с корнем w обозначим FÒw � F |tw1|wR�w1u. Рас-
смотрим ориентированный граф skpF q без петель, вершинами которого являются сгустки
шкалы F , ребро ведет из одной вершины в другую, если из одной из вершин первого
сгустка ведет ребро в одну из вершин второго сгустка. Заметим, что полученный граф яв-
ляется ациклическим. Сгусток будем являться максимальным (см. определение 15), если
у соответствующей ему вершины графа skpF q нет исходящих ребер, и будем называть ми-
нимальным – если нет входящих. Из ацикличности и конечности графа skpF q следует, что
из каждого сгустка (и, соответственно, из каждого мира шкалы F ) достижим некоторый
максимальный сгусток, а также каждый максимальный сгусток достижим из некоторого
минимального сгустка.

Выделим по представителю из каждого минимального сгустка, и выпишем их в по-
следовательность w1, w2, . . . , wn так, чтобы все представители встречались хотя бы по
одному разу и чтобы FÒwi X FÒwi�1 � ∅. Это возможно, так как из слабой связности
шкалы F между любыми двумя ее мирами есть путь, состоящий из прямых и обрат-
ных ребер (ребер отношений R и R�1). Обозначим через Wi носитель шкалы FÒwi. Тогда
FÒwi � F |Wi

.
Заметим, что FÒw замкнуто относительноR, т. е. если w1 P FÒw и w1Rw2, то w2 P FÒw.

Тогда, так как FÒwiXFÒwi�1 � ∅, то FÒwiXFÒwi�1 содержит некоторый максимальный
сгусток. Для каждого i, такого что 1 ¤ i ¤ n � 1, зафиксируем некоторый такой макси-
мальный сгусток. Пусть его миры образуют множество �Wi и rFi � F |

�Wi
. Таким образом,rFi � FÒwi и rFi � FÒwi�1.

Рассмотрим множество T � tpw, iq | w PWiu. Определим на T отношение эквива-
лентности � как наименьшее отношение, при котором выполняются следующие условия

pw, iq � pw, i� 1q, если w P �Wi.

Таким образом, при i   j

pw, iq � pw, jq ðñ w P �Wi и �Wi � �Wi�1 � . . . � �Wj�1.

Мирами шкалы F 1 будут классы эквивалентности Tä�. Класс эквивалентности,
порожденный pw, iq, будем обозначать rw, is. Отношение R1 определим так: rw, isR1rw1, is,
если wRw1. Определим функцию f : fprw, isq � w. Это определение корректно, так как
если pw1, iq � pw2, jq, то w1 � w2. Эта функция является p-морфизмом, так как
rw, isR1rw1, is ðñ wRw1, а также является сюръективной, благодаря выбору w1, w2, . . . , wn
как порождающего набора.

Предположим, что F 1 R F . Из этого следует, что не все формулы из L общезначимы
в F , т. е. найдутся ϕ P L, а также мир rw0, i0s такие, что F 1, rw0, i0s ��|ù ϕ. Но из условия
rw, isR1rw1, is ðñ wRw1, а также из определения � следует, что F 1Òrw, is � FÒw. Таким
образом, F,w0

��|ù ϕ, что противоречит условию F P F .
Покажем, что F 1 – вытянутая. Для этого построим множества миров W 1

1,W
1
2, . . . ,W

1
n,
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xW 1
1,
xW 1

2, . . . ,
xW 1
m, а также индексы i1, i2, . . . , im�1, задающие основные подшкалы из опре-

деления 30.
Число n определено выше как размер последовательности w1, w2, . . . , wn. Пусть

I � ti | �Wi�1 � �Wiu. Тогда определим i1, i2, . . . , im�1 как набор элементов множества I, вы-
писанных в возрастающем порядке, соответственноm � |I|�1. Доопределим i0 и im как 1 и
n соответственно. Это можно сделать, поскольку 1, n R I, так как �W0 и �Wn не определены.

Определим W 1
i как носитель F 1Òrwi, is, xW 1

j – как носитель F 1Òr rwij�1
, ij�1s,

где rwi – некоторый представитель �Wi. В силу максимальности �Wij�1
, имеем равенствоxW 1

j � �Wij�1
. Проверим определение вытянутой шкалы:

Пункт 1 верен, так как w1, w2, . . . , wn – порождающий набор.

Пункт 2 верен по построению W 1
i .

Пункт 3. xW 1
j являются сгустками, так как xW 1

j � �Wij�1
по построению.

Также, по построению последовательности tiju, r rwij , ijs � r rwik , iks при j � k, следо-
вательно, xW 1

j XxW 1
k � ∅.

Пункт 4. Из определения последовательности tijum�1j�1 следует, что

�Wij �
�Wij�1 � . . . � �Wij�1�1.

Также, так как ij, ij�1 P I, то �Wij�1 �
�Wij , а также �Wij�1�1 �

�Wij�1
. Следовательно, если

w P�Wij , то

pw, ij�1q � pw, ijq � pw, ij � 1q � . . . � pw, ij�1 � 1q � pw, ij�1q � pw, ij�1 � 1q.

Таким образом, нетривиальными классами эквивалентности по отношению � в точности
являются множества !

pw, kq | w P �Wij , ij ¤ k ¤ ij�1

)
.

Из этого следует, что при i � j пересечением F 1i и F 1j могут являться либоxW 1
k, либо ∅,

причем первое выполнено в том и только том случае, когда i, j P rik�1; iks, что в точности
соответствует третьему пункту определения.

Замечание 32. Пусть c P N. Тогда теорему 31 можно усилить, наложив такое ограни-
чение на шкалу F 1: для любой ее подшкалы F 1i найдется не менее c подшкал F 1j среди
F 11, F

1
2, . . . , F

1
n таких, что fpF 1i q � fpF 1jq.

Доказательство. В доказательстве достаточно вместо последовательности w1, w2, . . . wn
рассмотреть последовательность

w1, w1, . . . , w1looooooomooooooon
c раз

, w2, w2, . . . , w2looooooomooooooon
c раз

, . . . , wn, wn, . . . , wnlooooooomooooooon
c раз

.
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3. Проверка наличия подшкалы

Для использования вытянутых подшкал в алгоритме необходимо будет научиться
проверять существование модели, удовлетворяющей некоторому свойству (а именно, ис-
тинность некоторой формулы) и при этом содержащей в себе определенные подмодели
(этими подмоделями будут связующие сгустки). В этом разделе будет решен этот вопрос.

Для начала сведем интересующую нас проблему к проблеме выполнимости формулы
в классе Flul� .

Лемма 33. Пусть F � FrfinpLq, pF P Flu – некоторая шкала, xM � x pF , pV y, ϕ – формула
вида η1^lu η2^lu η3^. . .^lu ηl, где формулы η1, η2, . . . , ηl не содержат модальность lu . Тогда
существует такая формула ψ, которую можно построить за полиномиальное от длины
ϕ и мощности pF время, что выполнимость ψ в классе Flul� равносильна одновременному
выполнению следующих условий:

1) DM � xF, V y, где F P Flu – корневая;
2) DW 1 � F M |W 1 � xM , F |W 1 – порожденная подшкала F ;
3) Dw P F M,w |ù ϕ.

Доказательство. Обозначим p1, p2, . . . , pm – переменные формулы ϕ, n – размер pF ,
а g, v1, v2, . . . , vn – переменные, не участвующие в ϕ.

Построим формулу, которая выполнима тогда и только тогда, когда в шкале есть по-
рожденная подшкала pF . Обозначим за pw1, pw2, . . . , pwn миры pF . Опишем требованиеM |W 1 � xM
с помощью формулы:

ψ1 � ♢� g ^lu pg Ñ lgq.

Переменная g будет верна в тех мирах, которые образуют порожденную подшкалу pF .

ψ2 � lu p g Ñ p v1 ^ v2 ^ . . .^ vnqq ^lu pg Ñ ppv1 ^ v2 ^ . . .^ vnq_

_p v1 ^ v2 ^ v3 ^ . . .^ vnq _ . . ._ p v1 ^ v2 ^ . . .^ vn�1 ^ vnqqq^

^♢� v1 ^♢� v2 ^ . . .^♢� vn.

Переменные v1, v2, . . . , vn кодируют миры, соответствующие мирам pF с теми же но-
мерами.

ψ3 � lu
n©
i�1

�
� ©
pwi
pR pwj

pvi Ñ ♢vjq ^
©

 pwi
pR pwj

pvi Ñ l vjq

�

.

Формула ψ3 описывает ребра графа pF , гарантируя F |W 1 � pF .

ψ4 � lu
n©
i�1

�
� ©
wiPpV ppkq

pvi Ñ pkq ^
©

wiRpV ppkq

pvi Ñ  pkq

�

.

Формула ψ4 описывает значения переменных p1, p2, . . . , pk в требуемой подшкале.
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Таким образом, формула ψ1^ψ2^ψ3^ψ4 верна в тех и только тех моделях, в кото-
рых найдется подмодель xM (строго доказано ниже). Тогда искомая формула ψ выглядит
следуюшим образом:

ψ � ♢� η1 ^
l©

i�2

lu ηi ^ ψ1 ^ ψ2 ^ ψ3 ^ ψ4.

Из определения ψ видно, что время ее построения на машине Тьюринга не превы-
шает полинома от входных данных.

Пусть модель M удовлетворяет условиям 1–3 из формулировки леммы. Изменим
значениями переменных g, v1, v2, . . . , vn в модели M . Заметим, что, так как все эти пере-
менные не участвуют в ϕ, то такое изменение не повлияет на условия 1–3.

1) g истинна в мирах W 1;
2) vi истинна в i-м мире подшкалы pF .

Покажем, что в этой измененной модели формула ψ будет истинна в корне шкалы F :
1) ψ1 истинна, так как pF – порожденная подшкала и g истинна в точности на точках

шкалы pF .
2) ψ2 истинна благодаря выбору оценки для vi.
3) ψ3 истинна, так как для wi, wj P xW верно, что M,wi |ù vi, и M,wi |ù ♢vj ô wiRwj.
4) ψ4 истинна, так как M |W 1 � xM .
5) ♢� η1 и lu ηi при i ¥ 2 истинны, так как Dw P F :M,w |ù ϕ.

Пусть теперь формула ψ выполнена в мире rw модели �M 1 � x rF 1, rV 1y, где rF 1 P Flul� .
Заметим, что из того, что ηi не содержат модальности lu , следует, что все модальности lu
в формуле ψ стоят на верхнем уровне и связаны конъюнкцией, поэтому если lu ξ – под-
формула ψ, то �M 1, rw |ù lu ξ. Таким образом, получаем, что ψ также выполнена в мире rw
модели �M 1

rw� (так же, как и выше, под этим обозначением понимаем сужение на миры,
достижимые из rw). Обозначим �M � �M 1

rw�, причем �M � x rF , rV y, rF � x�W, t rR, rRu, rR�uy.
Обозначим �Wi � tru P �W | �M, ru |ù viu. Определим

�WF �
n¤
i�1

�Wi, �Wm � �W z�WF .

Модель �M � x rF , rV y обладает следующими свойствами:
1) из истинности формулы ψ2 следует, что все �Wi � ∅, �Wi X�Wj � ∅ при i � j,

а также �WF – это в точности множество тех миров, в которых истинна g;
2) из истинности формулы ψ1 следует, что шкала rF |

�WF
является порожденной под-

шкалой rF ;
3) по построению формулы ψ3 для всех i, j выполнено:

• если pwi pR pwj, то @rui P �Wi Druj P �Wj : rui rRruj,
• если  pwi pR pwj, то @rui P �Wi @ruj P �Wj :  rui rRruj;

4) если rui P �Wi, то �M, rui |ù pk ðñ xM, pwi |ù pk.
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Построим шкалу F . Множество миров W определим как множество классов эквива-

лентности
�W
ä�, где

rw1 � rw2 ðñ rw1 � rw2 или Di rw1, rw2 P �Wi.

Для i P t1, . . . , nu обозначим через wi класс эквивалентности, соответствующий �Wi, через
Wm – множество классов эквивалентности, соответствующих�Wm, т. е.Wm � W ztw1, . . . wnu.
Заметим, что элементы Wm однозначно соответствуют элементам�Wm. Если u PWm, будем
обозначать соответствующий элемент �Wm через ru. Определим отношение R следующим
образом:

1) если u, u1 P Wm, то uRu1 ðñ ru rRru1;
2) если u PWm, то uRwi ðñ Drui P �Wi ru rRrui;
3) wiRwj ðñ pwi pR pwj ðñ @ rwi P �Wi D rwj P �Wj rwi rR rwj (из свойства 3 модели �M).

Итого, F � xW, tR,Ruuy, где Ru � W�W . Таким образом, из определения R следует,
что существует p-морфизм f : x�W, t rR, rRuuy↠ F , определенный так:

• если u PWm, то fpruq � u;
• если rwi P �Wi, то fp rwiq � wi.

Таким образом, из теоремы 23 следует, что F P Flu .
Определим оценку V на F для переменных p1, p2, . . . , pm следующим образом:
• F, V, wi |ù pk ðñ @ rwi P �Wi : �M, rwi |ù pk ðñ xM, pwi |ù pk;
• если u PWm, то F, V, u |ù pk ðñ �M, ru |ù pk.

Докажем, что модель M � xF, V y удовлетворяет условию теоремы.
1) F P Flu – доказано выше;
2) в качествеW 1 возьмем tw1, w2, . . . wnu. Тогда из определения отношения R следует,

что wiRwj ðñ pwi pR pwj, т. е. F |W 1 � pF . Из определения оценки V получаем, что

M,V,wi |ù pk ðñ xM, pwi |ù pk;

таким образом, M |W 1 � xM ;
3) из определения оценки V p-морфизм f обладает следующим свойством:

�M, ru |ù pk ðñ M, fpruq |ù pk.

Используя индукцию по построению формулы, получаем, что для любой форму-
лы ξ, содержащей только переменные p1, p2, . . . , pm, верно

�M, ru |ù ξ ðñ M, fpruq |ù ξ.

Таким образом, по построению формулы ψ в некотором мире rw1 модели �M ис-
тинна η1, а также во всех мирах �M выполнены формулы ηi, при i P t2, 3, . . . , lu.
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Из этого следует, что

�M, fpruq |ù η1 ^
l©

i�1

lu ηi � ϕ,

т. е. требуемое условие выполнено.

Следствие 34. Пусть F � FrfinpLq, F 1, F 2 P Flul� – некоторые шкалы, M1 � xF 1, V 1y,
M2 � xF 2, V 2y, ϕ – формула вида η1^lu η2^lu η3^ . . .^lu ηl, где η1, η2, . . . , ηl имеют только
модальность l. Тогда существует такая формула ψ, которую можно построить за
полиномиальное время от суммы размеров ϕ, F 1, F 2, что выполнимость ψ в классе Flul�
равносильна

1) DM � xF, V y, где F P Flu ;
2) DW 1 � F M |W 1 �M1, F |W 1 – порожденная подшкала F ;
3) DW 2 � F M |W 2 �M2, F |W 2 – порожденная подшкала F ;
4) W 1 XW 2 � ∅;
5) Dw P F M,w |ù ϕ.

Доказательство. Аналогично лемме 33 по модели M1 построим формулы ψ1
1, ψ

1
2, ψ

1
3, ψ

1
4,

переменные обозначим как g1, v11, v
1
2, . . . , v

1
n1 , а по модели M2 – формулы ψ2

1, ψ
2
2, ψ

2
3, ψ

2
4,

соотвествующие переменные обозначим через g2, v21, v22, . . . , v2n2 .
Тогда искомой формулой будет

ψ � ♢� η1 ^
l©

i�2

lu ηi ^ ψ
1
1 ^ ψ

1
2 ^ ψ

1
3 ^ ψ

1
4 ^ ψ

2
1 ^ ψ

2
2 ^ ψ

2
3 ^ ψ

2
4.

Доказательство полностью повторяет доказательство леммы 33.

Пусть A, B – множества формул. Дадим определения сводимостей ¤p и ¤NPctt .

Определение 35. A ¤p B, если существует полиномиально вычислимая f такая, что

ϕ P A ðñ fpϕq P B.

Определение 36 (см. [3]). A ¤NPctt B, если существует недетерменированная машина Тью-
ринга M такая, что x P A тогда и только тогда, когда на каком-то вычислении на входе x,
M выводит y1#y2# . . .#yk и ty1, y2, . . . , yku � B.

Научимся избавляться от модальностей lu и l� . Для избавления от lu применим
[3, теорема 4.1]. Из нее следуют следующие результаты:

Утверждение 37. Пусть L – логика, F � FrfinpLq. Тогда Flul� � sat ¤NPctt Fl� .

Утверждение 38. Пусть L – логика, F � FrfinpLq. Тогда Flu � sat ¤NPctt Fl� .

Далее, научимся избавляться от модальности l� в слабо транзитивных шкалах. Сле-
дующая лемма практически очевидна, так как R совпадает с R� с точностью до рефлек-
сивных петель, но для полноты ниже приведено ее доказательство.
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Лемма 39. Пусть L � wK4, F � FrfinpLq. Тогда Fl� � sat ¤p F � sat.

Доказательство. Пусть ϕ P LpR,R�q. Пусть Subpϕq – множество всех подформул ϕ. Так
как L � wK4, то для любой F P Fl� выполнено

@x, y P F xR�y ðñ xRy _ x � y.

Построим рекурсивное преобразование f : LpR,R�q Ñ LpRq по следующему правилу:

fppq � p, где p P P ,
fpψ ^ ηq � fpψq ^ fpηq,

fp ψq �  fpψq,

fplψq � lfpψq,

fpl� ψq � lpψ ^ pψ.

Тогда
gpϕq � fpϕq ^l

©
l� ξPSubpϕq

ppξ Ø fpξqq ^
©

l� ξPSubpϕq

ppξ Ø fpξqq

является искомым сведением. Функция g полиномиально вычислима, так как |fpϕq| ¤ 2|ϕ|,
а также |Subpϕq ¤ |ϕ|.

Если ϕ является Flu -выполнимой, то gpϕq истинна в модели на той же шкале с оцен-
кой V 1, так что V 1ppξq � V pξq, и V 1ppq � V ppq для остальных переменных.

Если gpϕq выполнима в модели M � xF, V y в мире wr, то для w P FÒwr верно

M,w |ù pξ ðñ M,w |ù ξ.

Из этого индукцией по построению формулы получим, что для w P FÒwr выполнено

M,w |ù gpϕq ðñ M,w |ù ϕ,

что и требовалось.

Из доказанных лемм вытекает следующий результат:

Теорема 40. Пусть L � wK4, F � FrfinpLq и F � sat P PSPACE. Тогда существует
PSPACE-алгоритм, решающий следующую задачу: дана формула ϕ вида η1^lu η2^. . .^lu ηl,
а также модели M1,M2, определить, существует ли такая модель M � xF, V y, что:

1) F P Flu ;
2) DW 1,W 2 � F :M |W 1 �M1,M |W 2 �M2, и W 1 XW 2 � ∅;
3) ϕ – истинна в некотором мире M .
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Доказательство. По следствию 34 построим формулу ψ P LpR,Ru, R
�q. Согласно утвер-

ждению 37 и лемме 39 получаем, что

Flul� ¤NPctt Fl� ¤p F ,

но так как ¤NPctt и ¤p сохраняют принадлежность PSPACE (см. [3]), и по условию
F � sat P PSPACE, получаем требуемое.

Замечание 41. Если одна (или обе) из моделей M1 или M2 равна ∅, то считаем, что во
втором условии теоремы 40 убрано соответствующее условие.

Определение 42. Формулу ϕ, удовлетворяющую условию теоремы 40, будем называть
Flu -выполнимой с подмоделями M1,M2. В случае, если M2 � ∅, не будем различать по-
нятия Flu -выполнимости c подмоделями M1 и ∅, а также F -выполнимости с подмоделями
M1 иM1, т. е. под F -выполнимостью с подмоделямиM иM понимаем либо выполненность
теоремы при M1 �M и M2 �M , либо c M1 �M , M2 � ∅.

4. Основная теорема

Теорема 43. Пусть L � wK4, F � FrfinpLq и F�sat P PSPACE. Тогда FAC
lu �sat P PSPACE.

План доказательства следующий: будем проверять выполнимость формулы на клас-
се вытянутых шкал. Количество основных подшкал такой шкалы может оказаться экспо-
ненциальным. Для того чтобы выполнить требуемую проверку, будет использован метод,
примененный в доказательстве теоремы Савича (см. [9, глава 4]).

Лемма 44. Пусть L � wK4, ϕ – Flu -выполнима, |ϕ| � n. Тогда существует шкала
F P Flu , размеры каждого сгустка которой не превосходят 4n � 1, такая, что ϕ вы-
полнима в F .

Доказательство. Рассмотрим F � xW, tR,Ruuy – наименьшую по количеству миров шка-
лу, в которой выполнена ϕ, M � xF, V y – соответствующая модель. Докажем, что она
удовлетворяет условию леммы. Предположим, что это не так, и найдется сгусток с мира-
ми w1, w2, . . . , wm, где m ¥ 4n�2. Обозначим Wc � tw1, w2, . . . , wmu. Из того, что L � wK4,
следует, что

@i@j pi � j Ñ wiRwjq, (1)

а также,
если w P W zWc и wRwi, то @j wRwj. (2)

Рассмотрим ξ – подформулу ϕ. Обозначим

Wξ � twi P Wc | M,wi |ù ξu.
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Среди миров Wξ отметим произвольные minp2, |Wξ|q миров. Аналогично поступим с мира-
миWczWξ. Тогда для любой ξ мы отметим не более четырех миров. Проделав эту операцию
для всех ξ получим, что отмечено не более 4n миров. Не умаляя общности, пусть это будут
миры w1, w2, . . . , w4n (если было отмечено меньше 4n миров, то доотметим произвольные).

Докажем, что при удалении wi из модели M , где i ¡ 4n, истинность всех формул во
всех мирах W ztwiu не поменяется. Обозначим M 1 � M |pW ztwiuq. Предположим, что это не
так, и значение некоторой формулы в каком-то мире поменялось. Из всех таких формул
рассмотрим наименьшую по длине. Пусть это ϕ0, истинность которой в мире w измени-
лась. По выбору ϕ0, ни одна ее подформула не поменяла свое значение. Заметим, что ϕ0 не
могла иметь вид ξ^ η или  ξ, так как в таком случае нашлась бы более короткая форму-
ла, значение которой изменилось. Таким образом, ϕ0 имеет вид lψ или lu ψ. Рассмотрим
ϕ0 � lψ, вариант lu ψ разбирается аналогично. Разберем два случая:

1) M,w |ù lψ, но M 1, w ��|ùlψ.
Из M,w |ù lψ следует, что

@w1 P W wRw1 ñM,w1 |ù ψ.

Так как ψ – подформула ϕ0, то

@w1 P W ztwiu wRw
1 ñM 1, w1 |ù ψ.

Таким образом, M 1, w |ù lψ, что противоречит предположению.

2) M,w ��|ùlψ, но M 1, w |ù lψ.
Из M 1, w |ù lψ следует, что

@w1 P W ztwiu wRw
1 ñM 1, w1 |ù ψ.

Из M,w ��|ùlψ следует, что

Dw1 P W wRw1 ^M,w1 ��|ù ψ.

Таким образом, из свойств (1) и (2) шкалы получаем, что M,wi ��|ù ψ, и для всех
u P Wc таких, что u � wi и u � w, верно M,w |ù ψ. Таким образом, по выбору
отмеченных миров w1, w2, . . . , w4n получаем, что wi P tw1, w2, . . . , w4nu, что проти-
воречит выбору i ¡ 4n. Таким образом, случай невозможен.

Итак, ни один из этих случаев невозможен, следовательно, требуемое свойство уста-
новлено.

Докажем теперь, что добавление рефлексивной петли к любому из миров wi, где
i ¡ 4n, если ее там не было, также не меняет истинности ни одной из формул ни в одном
мире. Пусть F 1 � F \ pwi, wiq, M 1 � xF 1, V y. Аналогично рассуждению выше, рассмотрим
наименьшую формулу, которая поменяла свое значение. Пусть это формула ϕ0, поменяв-
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шая свое значение в мире w. Также получаем, что ϕ0 � lψ или ϕ0 � lu ψ, рассмотрим
только первый вариант. Рассмотрим два случая:

1) M,w |ù lψ, но M 1, w ��|ùlψ.
Так как модель M 1 отличается от модели M только наличием рефлексивной пет-
ли pwi, wiq, и согласно выбору ϕ0 истинность ψ ни в одном из миров не поменялась,
то w � wi, и M,wi ��|ù ψ, и @wj � wi M,wj |ù ψ. Таким образом, wi – отмеченная
вершина, что противоречит выбору i ¡ 4n.

2) M,w ��|ùlψ, но M 1, w |ù lψ.
Аналогично, получаем, что w � wi. Тогда из M 1, w |ù lψ следует, что

@wj � wi M,wj |ù ψ,

что противоречит M,w ��|ùlψ.

Итак, ни один из двух случаев не реализуется, следовательно, свойство установлено.
Перейдем к построению pF , размер которой меньше размера F , и в которой выпол-

нима ϕ. Пусть

xW � W ztwmu, pR � pR X pxW �xW qq Y pwm�1, wm�1q, pRu � xW �xW, pF � xxW, t pR, pRuuy.

Рассмотрим функцию f : W Ñ xW такую, что

fpwq �

$&
%w, если w � wm,

wm�1, если w � wm.

Докажем, что она является p-морфизмом шкалы F на шкалу pF . Сюръективность очевид-
на. Так как шкала F – слабо транзитивная, и wm�1 и wm принадлежат одному сгустку, то
выполнено

@w R twm�1, wmu pwRwm�1 ðñ wRwmq и pwm�1Rw ðñ wmRwq.

Также из определения pR следует, что если w,w1 P W ztwmu и хотя бы один из миров w,w1

не равен wm�1, то
wRw1 ðñ w pRw1.

Таким образом, достаточно проверить свойства p-морфизма только для x, y P twm�1, wmu.
В этом случае свойства следуют из того, что wm�1Rwm, wmRwm�1, а также wm�1 pRwm�1.

Итак, F ↠ pF . Тогда из теоремы 23 следует, что pF P Flu . Определим оценку pV на pF
следующим образом: pV ppq � V ppq XxW, где p P P .

Определим модель xM � x pF , pV y. Заметим, что xM получена изM следующим образом:
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1) удаляем мир wm;
2) добавляем рефлексивную петлю на мире wm�1, если ее там не было.

Тогда, используя ранее доказанное, а также факт, что m� 1 ¡ 4n и m ¡ 4n, получаем,
что для всех w PW ztwmu и ξ – подформул ϕ верно

M,w |ù ξ ðñ xM,w |ù ξ.

Таким, образом, мы нашли шкалу pF , размер которой меньше размера F , и в которой
выполнена формула ϕ. Итак, наше изначальное предположение неверно, и все сгустки F

имеют размер не более 4n� 1.

Замечание 45. Заметим, что в лемме 44 можно наложить условие вытянутости на шкалу.
Для этого в доказательстве нужно рассмотреть наименьшую F среди вытянутых, а также
заметить, что преобразование шкалы F в шкалу pF сохраняет вытянутость.

Определение 46. Обозначим Clpϕq – множество всех подформул ϕ, замкнутое отно-
сительно взятия единичного отрицания, т. е. если ξ P Clpϕq и ξ не имеет вид  η, то
 ξ P Clpϕq.

Пусть ϕ P LpR,Ruq – некоторая формула. Обозначим

Σϕ � tξ | lu ξ P Clpϕqu.

Пусть M – некоторая модель. Выберем некоторый мир w P W и определим

ΣT
ϕ pMq � tξ P Σϕ | M,w |ù lu ξu.

Очевидно, что определение не зависит от выбора мира w, так как истинность формулы,
начинающейся с lu , не зависит от мира.

Также определим

ΣF
ϕ pMq � tξ P Σϕ | M,w ��|ùlu ξu � ΣϕzΣ

T
ϕ pMq.

Теорема 47. Пусть L � wK4, F � FrfinpLq, ϕ P LpR,Ruq. Тогда FAC
lu -выполнимость ϕ

равносильна существованию модели M � xF, V y такой, что
1) F P FAC

lu – вытянутая.

2) связующие сгустки pF1, pF2, . . . , pFm шкалы F имеют размер не более 4n� 1, где
n � |ϕ|.

3) для всякой ξ P ΣF
ϕ pMq Y t ϕu найдутся iξ, wξ P Wiξ (здесь W1,W2, . . . ,Wn – из

определения вытянутой шкалы) такие, что

M |Wiξ
, wξ |ù  ξ.
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4) все iξ из предыдущего пункта можно выбрать различными.

Доказательство. Доказательство импликации справа налево очевидно, так как

M |Wi ϕ
, w ϕ |ù   ϕ,

и из этого
M,w ϕ |ù ϕ,

следовательно, ϕ является FAC
lu -выполнимой.

Докажем импликацию слева направо. Пусть M2 � xF 2, V 2y – модель, в которой вы-
полнена ϕ, где F 2 P FAC

lu . Воспользовавшись теоремой 31 и замечанием 32 к ней для шка-
лы F 2 и c � |ϕ|, найдем вытянутую шкалу F 1 и p-морфизм f : F 1 ↠ F 2. Рассмотрим модель
M 1 � xF 1, V 1y, где V 1 получен как прообраз V 2 при действии f , а именно для каждой пере-
менной p выполнено V 1ppq � f�1pV 2ppqq. Докажем, что для модели M выполнены условия
3) и 4) теоремы. Пункт 1 очевиден по построению.

Пусть ξ P ΣF
ϕ pMq Y t ϕu. Тогда, по определению найдется w2 P F 2 такой, что

M2, w2 |ù  ξ.

Рассмотрим некоторый прообраз w1 P f�1pw2q. Пусть w1 P W 1
jξ

(здесь W 1
1, w

1
2, . . . ,W

1
n1 взяты

из определения вытянутой шкалы). Тогда по построению модели M 1 выполнено

M 1, w1 |ù  ξ.

Согласно замечанию 32, получаем, что найдутся i1ξ , i2ξ , . . . , i
|ϕ|
ξ такие, что fpW 1

ijξ
q � fpW 1

jξ
q.

Тогда для каждого j найдется w1
ijξ
P Wijξ

, принадлежащий f�1pw2q. Таким образом,

M 1, w1
ijξ
|ù  ξ.

Заметим, что ��ΣF
ϕ pMq Y t ϕu

�� ¤ |Σϕ| � 1 ¤ |ϕ|.

Из этого для каждого ξ P ΣF
ϕ pMq Y t ϕu можно выбрать iξ среди i1ξ , i2ξ , . . . , i

|ϕ|
ξ так, чтобы

все iξ были различны. Таким образом, для модели M выполнены условия 3) и 4) теоремы.
Построим модель M , воспользовавшись леммой 44. Тогда, воспользовавшись заме-

чанием 45 и тем, что значения всех формул в модели M совпадают со значениями этих
формул в соответствующих мирах M 1, получим, что M – искомая.

Теперь перейдем к доказательству основной теоремы.

Доказательство теоремы 43. Пусть ϕ P LpR,Ruq – формула, |ϕ| � n. Определим

M � tM � xF, V y | |F | ¤ 4n� 1, V ppq � ∅ для всех p не входящих в ϕu ,
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т. е. M – множество моделей размера не более 4n� 1.
Пусть ϕ является FAC

lu -выполнимой. Тогда рассмотрим модель M � xF, V y из тео-
ремы 47, а также индексы iξ. Пусть ξ1, ξ2, . . . , ξk – некоторая нумерация ΣF

ϕ pMq Y tϕu.
Через F1, F2, . . . , Fl обозначим подшкалы из определения вытянутой шкалы, а связующие
сгустки – через pF1, pF2, . . . , pFm.

Обозначим M1
j и M2

j – связующие сгустки, соответствующие Fiξj . Если Fiξj – висячая
подшкала (см. определении 30), то считаем M1

j � M2
j . Тогда, из теоремы 47 следует, что

для всех j верно, что
 ξj ^

©
ξPΣT

ϕ pMq

lu ξ

является Flu -выполнимой с подмоделями M1
j и M2

j .
Рассмотрим граф GΣT

ϕ pMq
, вершинами которого будут служить элементы M. Две

вершины графа GΣT
ϕ pMq

, т. е. модели M1 и M2, соединены, если формула

©
ξPΣT

ϕ pMq

lu ξ

является Flu -выполнимой с подмоделями M1 и M2. Заметим, что так как во всех мирах
модели M истинны формулы вида lu ξ для ξ P ΣT

ϕ pMq, то для всех j между M |
pFj

и M |
pFj�1

в графе GΣT
ϕ pMq

есть путь. Таким образом, M2
j соединена ребром с M1

j�1.
Итак, если ϕ является Flu -выполнимой, то
1) Найдутся ΣT , ΣF такие, что

ΣT \ ΣF � Σϕ,

ξ1, ξ2, . . . , ξk – некоторая нумерация ΣF Y t ϕu.
2) Найдутся M1

1 ,M
2
1 ,M

1
2 ,M

2
2 , . . . ,M

1
k ,M

2
k P M такие, что  ξj ^

�
ξPΣT lu ξ является

Flu -выполнимой с подмоделями M1
j и M2

j .
3) В графе GΣT при всех j есть путь между M2

j и M1
j�1.

В обратную сторону, эти условия обеспечивают FAC
lu -выполнимость ϕ, так как по-

строенная по ним естественным образом модель удовлетворяет условию теоремы 47.
Построим недетерминированный алгоритм, работающий на полиномиальной памяти,

проверяющий выполнение полученного нами условия. Сертификатом нашего алгоритма
будем считать следующий кортеж:

ΣT ,ΣF , ξ1, ξ2, . . . , ξk,M
1
1 ,M

2
1 ,M

1
2 ,M

2
2 , . . . ,M

1
k ,M

2
k ,

где

ΣT \ ΣF � Σϕ,

ξ1, ξ2, . . . , ξk – некоторая нумерация ΣF Y t ϕu,

M1
1 ,M

2
1 ,M

1
2 ,M

2
2 , . . . ,M

1
k ,M

2
k PM.
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Через Pϕ обозначим множество переменных формулы ϕ. Оценим размер M:

|M| ¤
4n�1̧

i�1

2i
2

� 2|P|�i ¤ 5n � 2p5nq
2

� 2|P|�5n ¤ 5n � 2p5nq
2

� 25n
2

¤ 5n � 230n
2

¤ 25n � 230n
2

¤ 235n
2

.

Введем преобразование формулы ξ Ñ ξ1, определенное рекурсивно по построению
формулы:

p1 � p, где p P P ,
pψ ^ ηq1 � ψ1 ^ η1,

p ψq1 �  ψ1,

plψq1 � lψ1,

plu ψq1 �

$&
%J, если ψ P ΣT ,

K иначе.

Введем предикат Connpu, v, tq, верный, если между вершинами u и v графа GΣT есть
путь длины не более 2t. Его вычисление будем производить рекурсивно.

1) если t � 0, то Connpu, v, tq ðñ u � v или u и v соединены ребром. Проверка
наличия ребра осуществляется при помощи теоремы 40, примененной к формуле

©
ξPΣT

lu ξ1.

2) если t ¡ 0, то

Connpu, v, tq �
ª
wPG

pConnpu,w, t� 1q ^ Connpw, v, t� 1qq .

При таком построении ξ1 не содержит модальности lu .
Так как модель M такая, что ΣT

ϕ pMq � ΣT , а ΣF
ϕ pMq � ΣF , то истинности формул ξ

и ξ1 равносильны.
Если t полиномиально зависит от n, то приведенный алгоритм требует полиноми-

альной памяти, так как глубина рекурсии составляет t, и на каждом шаге рекурсии вы-
числения выполняются на полиномиальной памяти.

Таким образом, для любых u, v PM верно, что

Connpu, v, 35n2q � 1 ðñ между u и v есть путь в GΣT .

Таким образом, запустив вычисление Conn для всех M2
j и M1

j�1, проверим условие 3.
Условие 2 проверяется при помощи запуска k раз алгоритма из теоремы 40, приме-
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ненной к формулам вида
 ξ1j ^

©
ξPΣT

lu ξ1.

Условие 1 проверяется очевидно.
Таким образом, построен NPSPACE алгоритм, и применение теоремы 29 завершает

доказательство.

5. Связь с задачами выводимости в логиках

Определение 48. Модальная логика L называется финитно аппроксимируемой (для
краткости будем писать ФА), если L � LogpFrfinpLqq.

Теорема 49. Логики K4,D4, S4 являются ФА и, более того, задача выполнимости в
соответствующих классах конечных шкал является PSPACE-полной.

Эта теорема содержит несколько классических результатов. Детали доказательства
можно найти в [5].

Теорема 50. Логика wK4 является ФА, а задача выполнимости в классе FrfinpwK4q

является PSPACE-полной.

Для логики wK4 ФА была доказана в работе [7] с помощью фильтрации,
а PSPACE-полнота задачи выполнимости для этой логики следует из теоремы в статье [4].

Теорема 51. Если логика L P twK4,K4,D4, S4u, то логики L.U и L.UC полны по Крип-
ке и ФА.

Доказательство. Все упомянутые логики каноничны, и все аксиомы связанные с уни-
версальной модальностью тоже каноничны. Поэтому L.U – канонична и, значит, полна по
Крипке.

Для доказательства ФА можно воспользоваться стандартным методом фильтрации
(см. [5]). Дело в том, что универсальная модальность хорошо себя ведет с фильтрацией
и все теоремы о фильтрации доказываются в присутствии универсальной модальности
практически без изменений.

Для логики L.UC мы поступим аналогично [2]. Мы будем доказывать полноту и ФА
логики L.UC одновременно, фильтруя конус канонической модели логики L.UC. Детали
доказательства можно легко восстановить, так как оно такое же, как в [2].

Из теорем в этом разделе и теоремы 4 следует

Теорема 52. Задачи принадлежности (выводимости) в логиках wK4.UC, K4.UC, D4.UC,
S4.UC являются PSPACE-полными.
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6. Заключение

В этой работе впервые получено ограничение на вычислительную сложность класса
модальных логик с аксиомой связности.

Для применения этого результата к соответствующей синтаксической задаче,
т. е. к задаче проверки выводимости, достаточно полноты исследуемой логики по Крип-
ке, а также наличия свойства финитной аппроксимируемости. В этом случае ϕ выводима
тогда и только тогда, когда  ϕ не выполнима в соответствующем классе шкал.

В доказательстве результата существенно использовалась слабая транзитивность в
двух местах:

1) В лемме 44 при доказательстве полиномиального (и даже линейного) ограничения
на размер сгустков. В слабо транзитивном случае сгустки имеют очень простую
структуру, что позволяет преобразовать их без влияния на истинность формулы.
С другой стороны, такое ограничение требуется лишь для двух сгустков в шкале,
что потенциально может ослабить требование слабой транзитивности.

2) В лемме 39 при замене модальности l� на l.

В связи с этим остается открытым вопрос о расширении класса логик, для ко-
торых верна теорема 43, а также о равенстве этого класса с классом всех логик, т. е.
о существовании примера логики L, для которой L.U-выполнимость лежит в PSPACE,
а L.UC-выполнимость – нет.
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МАТЕМАТИКА И ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ, 85–135
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Формулы Фейнмана–Каца для решений эволюционных
уравнений I. Обобщенные случайные процессы и

семейства операторов

Ю.Н. Орлов, В.Ж. Сакбаев

Аннотация. Обобщенный случайный процесс со значениями в измеримом
пространстве определяется как комплекснозначная конечная аддитивная ци-
линдрическая мера на пространстве траекторий со значениями в этом изме-
римом пространстве. Для получения представления решений эволюционных
уравнений с помощью усреднения функционалов на пространстве траекторий
обобщенного случайного процесса в нашей статье построено и исследовано
биективное отображение пространства операторнозначных функций в множе-
ство комплекснозначных конечных аддитивных цилиндрических мер на про-
странстве траекторий. Получены предельные теоремы для обобщенных слу-
чайных процессов. Во второй части статьи будет рассмотрено применение по-
строенного биективного отображения к заданию возмущенных полугрупп и
эволюционных семейств операторов с помощью формулы Фейнмана–Каца.

Ключевые слова: случайный линейный оператор, случайный оператор-
ный процесс, конечно-аддитивная мера, слабая сходимость мер, центральная
предельная теорема, марковские процессы, уравнение Колмогорова, формула
Фейнмана–Каца.

DOI: 10.26907/2949-3919.2025.2.85-135

Введение

В статье приводится обзор по применению теории случайных процессов к эволюци-
онным дифференциальным уравнения. Получены представления однопараметрических и
двухпараметрических эволюционных семейств линейных операторов с помощью контину-
альных интегралов от функционалов на пространстве траекторий по комплекснозначным
конечно-аддитивным мерам.

Предложен подход, основанный на расширении понятия случайного процесса со
значениями в измеримом пространстве до цилиндрической комплекснозначной конечно-
аддитивной меры на пространстве траекторий со значениями в измеримом пространстве.
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Такое расширение понятия случайного процесса позволит применить метод континуально-
го интегрирования Фейнмана–Каца для получения представлений произвольных однопа-
раметрических полугрупп линейных операторов в гильбертовом пространстве с помощью
цилиндрических мер типа меры Винера или псевдомеры Фейнмана.

Континуальное интегрирование используется [1, 2] при получении решения задачи
Коши для возмущенного потенциалом уравнения диффузии. Построение на пространстве
траекторий вероятностной меры, заданной на порожденной цилиндрическими множества-
ми в пространстве траекторий сигма-алгебре, потребовало привлечения теоремы Колмо-
горова о согласованных распределениях [3] и конструкции Лебега продолжения меры [1].

Р. Фейнман предложил конструкцию континуального интегрирования для полугрупп,
порождаемых уравнением Шредингера [4,5], однако строгое математическое обоснование
интегрирования по комплекснозначной конечно-аддитивной не обладающей ограничен-
ной вариацией мере Фейнмана потребовало значительного развития математического ап-
парата [2, 6]. Мы предлагаем расширить применение формулы Фейнмана–Каца, распро-
странив ее на возмущения не только полугрупп, порождаемых оператором Лапласа, но и
произвольных сильно непрерывных полугрупп. Для этой цели нам потребуется заменить
случайные процессы, соответствующие распределениям вероятностных мер, на процессы,
соответствующие распределениям конечно-аддитивных комплекснозначных цилиндриче-
ских мер.

В работах Фейнмана предложено использовать комплекснозначные меры на про-
странстве траекторий для получения представлений решения уравнения Шредингера и
его возмущений посредством потенциала. Отсутствие у рассмотренных Фейнманом мер на
пространстве траекторий свойства счетной аддитивности и неограниченность их вариации
стало существенной проблемой в развитии подхода, основанного на применении методов
континуального интегрирования в квантовой механике ([2, 7]). В работе Э.Нельсона [6] с
помощью теоремы Троттера об аппроксимации полугрупп итерациями операторнознач-
ных функций было дано обоснование применения к описанию решения уравнения Шре-
дингера подхода континуального интегрирования функционалов на пространстве траек-
торий в конфигурационном пространстве, определяемых действием в лагранжевой форме.
В работах О.Г.Смолянова, Е.Т. Шавгулидзе [2,8] было дано описание пространства функ-
ций, интегрируемых по комплекснозначной конечно-аддитивной мере Фейнмана и разви-
ты применения интегрирования по таким мерам к описанию решений задач Коши для
уравнений квантовой механики и свойств оператора Шредингера. В некоторых случаях
комплекснозначную конечно-аддитивную меру удается продолжить до счетно-аддитивной
меры ограниченной вариации [9].

Введение комплекснозначных конечно-аддитивных мер с неограниченной вариаци-
ей позволило расширить область применимости методов континуального интегрирования
с эволюционных уравнений, описывающих диффузионные процессы, на эволюционные
уравнения, описывающие квантовую динамику [2]. Как показано в работах [10, 11], ком-
плекснозначные цилиндрические меры на пространстве траекторий позволяют описать
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произвольную полугруппу, действующую в гильбертовом пространстве функций, квадра-
тично интегрируемых по неотрицательной мере на том измеримом пространстве, в кото-
ром принимают значения траектории.

В рамках предложенного метода сопоставления обобщенного случайного процесса
эволюционному семейству операторов исследована биекция между пространством задан-
ных на вещественной полупрямой операторнозначных функций и множеством марковских
стационарных цилиндрических мер на пространстве траекторий. На пространстве опера-
торнозначных функций и пространстве цилиндрических мер введены топологии, обеспе-
чивающие секвенциальную непрерывность биективного отображения и обратного к нему.
Для случая процессов со значениями в конечномерном евклидовом пространстве решение
этой задачи описывалось в [12]. Подобная схема была применена к случайным процессам
со значениями в пространстве матриц [13,14].

Каждому параболическому уравнению второго порядка может быть поставлено в
соответствие стохастическое дифференциальное уравнение, решением которого являет-
ся некоторый диффузионный процесс [3, 15]. Изучению дифференциальных уравнений в
бесконечномерных пространствах с точки зрения теории вероятностей посвящены публи-
кации [16–20]. При этом соответствующие переходные вероятности диффузионного про-
цесса составляют ядро интегрального эволюционного оператора [2,20,21]. Так, например,
построение эволюционных уравнений для математического ожидания функций от слу-
чайного блуждания часто используется для исследования уравнения Фоккера–Планка–
Колмогорова (ФПК) в конечномерных пространствах [16, 22–24]. Математическими ожи-
даниями функционалов от марковских случайных процессов с субординацией и масшта-
бированных гауссовских процессов задаются решения интегро-дифференциальных урав-
нений с дробными производными, описывающими аномальную диффузию [25,26].

В теории случайных процессов используются различные определения сходимости.
В работе Ю.В.Прохорова [27] сходимость последовательности случайных процессов опре-
делялась как слабая сходимость конечных борелевских мер в соответствующих функци-
ональных пространствах. Помимо исследования слабой сходимости мер в полных метри-
ческих пространствах, в работе [27] были приведены также необходимые и достаточные
условия компактности семейства мер. Систематическое изложение предельных теорем для
случайных процессов и их применение в статистике содержится в [28]. Асимптотические
задачи теории случайных сред рассмотрены в работе [29]. Функциональный подход к фор-
мулировке предельных теорем с уточнениями был освещен в статье [30].

В нашей статье устанавливаются предельные теоремы для случайных процессов,
основанные на обобщении слабой сходимости мер. Сходимость по распределению компо-
зиций независимых операторов случайного сдвига определяется с помощью обобщенной
слабой сходимости соответствующих мер. Слабая сходимость мер рассматривается как
поточечная сходимость операторов свертки с мерой, действующих в пространстве непре-
рывных ограниченных функций, наделенном топологией поточечной сходимости [31, 32].
Обобщенная слабая сходимость мер задается аналогичным образом, однако соответствую-
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щие операторы свертки действуют теперь в некотором локально выпуклом пространстве
функций. В случае гильбертова пространства квадратично интегрируемых функций при-
веден ряд примеров последовательности случайных преобразований [33, 34], для которых
имеет место сходимость сверток с функциями из этого пространства.

Для широкого класса композиций случайных операторов обобщенная сходимость по
распределению устанавливается с помощью теоремы Чернова об аппроксимации полу-
групп [35,36]. В частности, центральная предельная теорема для композиций операторов
случайного сдвига может быть получена на основе теоремы Чернова [33, 37], при этом
предельное распределение определяется через предельную полугруппу преобразований.

В работе рассмотрены случайные процессы, принимающие значения как в локально
компактных топологических группах, к примеру, в пространстве линейных ограниченных
операторов на конечномерном евклидовом пространстве [33], так и не локально компакт-
ных группах, например, в сепарабельном гильбертовом пространстве (см. [38,39]). Однако,
при отказе от свойства локальной компактности возникает проблема с построением меры,
продолжающей понятие объема в конечномерных пространствах [40]. По теореме Вейля
[41,42] не существует нетривиальной локально конечной, σ-конечной, счетно-аддитивной,
борелевской левоинвариантной меры на топологической группе, не являющейся локаль-
но компактной. Жертвуя по крайней мере одним из перечисленных свойств можно полу-
чать аналоги меры Лебега в бесконечномерных пространствах. При работе с операторным
аналогом слабой сходимости, предложенным в статье [33], потребуются именно трансля-
ционно инвариантные меры, поскольку они гарантируют равномерную ограниченность
семейства операторов сдвига аргумента на произвольный вектор.

Трансляционно инвариантная локально-конечная σ-конечная мера на гильбертовом
пространстве построена в [43, 44] по схеме Жордана: сначала мера определяется на си-
стеме брусов, являющихся бесконечномерными аналогами прямоугольников. Как и в ко-
нечномерном случае, заданная на системе брусов неотрицательная функция множества
аддитивна и инвариантна относительно сдвига, что позволило продолжить ее до трансля-
ционно инвариантной меры, заданной на кольце, порожденном брусами.

Построение в бесконечномерном пространстве счетно-аддитивной трансляционно ин-
вариантной меры сталкивается с проблемами, которые преодолеваются либо отказом от
условия локальной конечности и σ-конечности ([45–48]), либо отказом от счетной ад-
дитивности. Построенная в работах [43, 44] мера помимо того, что не является счетно-
аддитивной, не определена на всех борелевских множествах, задана на специальном коль-
це. Ввиду этой проблемы будет предложен аппарат для исследования случайных процес-
сов, применимый к измеримым пространствам с произвольным кольцом подмножеств.

В операторном подходе к слабой сходимости особая роль отводится теореме Черно-
ва [36] об усреднении операторнозначных отображений. Продемонстрировано, что теорема
Чернова не только представляет собой обобщенный аналог центральной предельной тео-
ремы для сумм векторнозначных процеcсов, но и позволяет получить аппроксимации в
слабом смысле случайного процесса, разрешающего уравнение ФПК. С помощью теоре-
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мы Чернова были получены предельные теоремы типа центральной предельной теоре-
мы и закона больших чисел в статье [37] для последовательности композиций случайных
матриц, а также продемонстрированы их приложения к теории систем линейных диф-
ференциальных стохастических уравнений. Работа [49] посвящена предельным теоремам
на алгебраических структурах. В [33] операторный аналог слабой сходимости мер был
адаптирован для мер на пространствах операторов.

Среди работ, посвященных изучению случайных линейных операторов и характери-
стик связанных с ними распределений, отметим статью В.И.Оселедеца [50], где без огра-
ничений на коммутативный случай рассматриваются случайные блуждания на локаль-
но компактной группе в приложении к эргодическим теоремам. Также выделим статью
А.В. Скорохода [51], в которой сформулирован операторный аналог процесса с независи-
мыми приращениями, а также общий метод для оценки поведения произведения одинаково
распределенных независимых сомножителей. В работах [34,37,52] получен аналог закона
больших чисел для композиции случайных линейных операторов, сформулированы доста-
точные условия его выполнения и приведены примеры его нарушения.

Настоящая статья представляет обзор, основанный на исследованиях авторов
[10–13, 32, 33], в котором приводятся полные доказательства формулируемых утвержде-
ний.

Опишем структуру статьи. В разделе 1 предложены обобщенные определения слу-
чайных величин и случайных процессов. Случайные процессы в силу теоремы Колмогоро-
ва о согласованных распределениях представляются вероятностными мерами на простран-
стве траекторий. Определение случайного процесса в некотором конфигурационном про-
странстве расширено до цилиндрической комплекснозначной конечно-аддитивной меры,
заданной на некоторой цилиндрической алгебре пространства траекторий со значениями
в конфигурационном пространстве.

Раздел 2 посвящен построению соответствия между операторнозначными функци-
ями, действующими в подходящем функциональном пространстве, и цилиндрическими
мерами. Определена биекция пространства операторнозначных функций на множество
цилиндрических мер. Рассмотрены связи между свойствами стационарности и марковости
обобщенных случайных процессов и соответствующих им мер и полугрупповым свойством
операторнозначных функций.

В разделе 3 исследована обобщенная сходимость по распределению как случай-
ных величин. На пространстве операторнозначных функций и пространстве цилиндри-
ческих мер введены топологии, обеспечивающие секвенциальную непрерывность биектив-
ного отображения из раздела 2 и обратного к нему. Показано, что теорема Чернова играет
роль предельной теоремы, описывающей сходимость по распределению последовательно-
стей обобщенных случайных процессов к некоторому строго марковскому, стационарному
обобщенному цилиндрическому процессу.

Применение рассмотренной в части I статьи биекции к получению представления
формулами Фейнмана–Каца полугрупп и эволюционных семейств операторов, описыва-
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ющих решений эволюционных уравнений, будет реализовано в части 2. Будут описаны
пространства функций на множестве траекторий, интегрируемых по мерам из подходя-
щего подпространства в пространстве цилиндрических мер. Посредством континуальных
интегралов будут заданы решения линейных дифференциальных и дифференциально-
разностных уравнений.

1. Случайные процессы и меры на пространстве траекторий

Введем вероятностное пространство (Ω,F ,P) и дадим несколько определений. Че-
рез Ω обозначено некоторое множество, F является σ-алгеброй, а P – вероятностной ме-
рой. Пусть E – некоторое множество и R – кольцо его подмножеств. Пусть A – σ-алгебра
подмножеств E, порожденная кольцом R. Рассмотрим измеримое пространство (E,A).

Определение 1. Случайной величиной называется измеримое отображение ξ из вероят-
ностного пространства (Ω,F ,P) в измеримое пространство (E,A), т. е. такое отображение
ξ, что

∀A ∈ A : ξ−1(A) ∈ F .
Определение 2. Распределением случайной величины ξ называется конечно аддитивная
мера µξ на пространстве E, определяемая согласно

µξ(A) = P(ξ−1(A)), A ∈ A.

Определение 3. Случайным процecсом (или случайной функцией) со значениями в из-
меримом пространстве (E,A) называется семейство случайных величин {ξ(t, •), t ∈ T} со
значениями в измеримом пространстве (E,A) и определенных на одном и том же вероят-
ностном пространстве (Ω,F ,P).

Аналогично тому, как мы перешли от описания случайных величин к порожден-
ным ими распределениям, случайный процесс можно рассматривать с точки зрения его
конечномерных распределений или как некоторую меру.

Пусть задан случайный процесс {ξ(t, •), t ∈ T}. Рассмотрим произвольный конечный
набор индексов {t1, . . . , tn}, и построим для него наименьшую σ-алгебру An, содержащее
все множества вида A1 × A2 × · · · × An, где Ak ∈ A, k = 1, . . . , n.

Определение 4. Для всякого конечного набора временных индексов {t1, . . . , tn} ⊂ T ко-
нечномерное распределение Pt1,...,tn случайного процесса ξ определяется, как распределе-
ние случайного вектора ξ⃗(⃗t, •) = (ξ(t1, •), ξ(t2, •), . . . , ξ(tn, •)), т. е. мера на измеримом про-
странстве (En,An).

Корректность данного определения обусловлена тем, что для каждого t ∈ T имеет
место ξ(t, •) ∈ A, а значит, если Ak ∈ A при k = 1, . . . , n, то выполняется

ξ⃗−1
t⃗
(A1 × A2 × · · · × An) =

n⋂

k=1

ξ−1
tk
(Ak) ∈ F . (1.1)



Формулы Фейнмана–Каца для решений эволюционных уравнений I. 91

И поскольку операция взятия прообраза коммутирует со всеми теоретико множественны-
ми операциями, то условие (1.1) будет выполняться для любого множества, принадлежа-
щего алгебре An. При этом

Pt1,...,tn(A1 × A2 × · · · × An) = P
(
ξ−1
t⃗
(A1 × A2 × · · · × An)

)
.

По аддитивности можно продолжить Pt1,...,tn на всю алгебру An.

Лемма 5. Случайный процесс ξ(t, •) в смысле определения 3 задан в том и только том
случае, если для любого N ∈ N, для произвольных t1, . . . , tN ∈ T и произвольных Bk ∈ A,
где k = 1, . . . , N , имеет место включение

Θt1,..., tN
B1,...,BN

≡ {ω ∈ Ω | ξ(tk, ω) ∈ Bk ⊂ E, k = 1, . . . , N} ∈ F .

Доказательство. Пусть заданы всевозможные Θt1,..., tN
B1,...,BN

для N ∈ N. Тогда, в частности,
для любого t ∈ T и для каждого B ∈ A имеем Θt

B ∈ F , а это и значит, что для всякого
фиксированного значения параметра t отображение ξ(t, ω) есть случайная величина. Им-
пликация в обратную сторону является следствием того, что операция взятия прообраза
коммутирует с теоретико-множественными операциями, в частности, с пересечением, а
алгебра (как семейство множеств) замкнута относительно операции конечного пересече-
ния.

Определение 6. Траекторией случайного процесса называется такая детерминированная
функция

ξω0 : T → E : ξω0(t) = ξ(t, ω0) ∈ E,

для произвольного t ∈ T при некотором фиксированном ω0 ∈ Ω.

Обозначим через M(T,E) множество всех возможных отображений, которые в мо-
мент времени t ∈ T принимают значение во множестве E. В случае изучения случайных
процессов со значениями в одном пространстве E, соответствующее пространство траек-
торий будем записывать как M(T,E).

Рассмотрим на пространстве M(T,E) так называемые цилиндрические множества,
т. е. множества вида

C t0,..., tn
B0,...,Bn

= {γ ∈ M(T,E) | γ(tk) ∈ Bk, k = 0, . . . , n} ,
n ∈ N0, 0 ⩽ t0 < t1 < t2 < · · · < tn < +∞, Bk ∈ A, k = 1, . . . , n.

(1.2)

Набор множеств B⃗ = (B0, . . . , Bn) в выражении (1.2) называется базой цилиндрическо-
го множества, а набор чисел t⃗ = (t0, . . . , tn) – временными индексами цилиндрического
множества. Совокупность всех цилиндрических множеств обозначим через Cyl. В этих
обозначениях сформулируем и докажем следующее утверждение.

Лемма 7. Множество Cyl образует полуалгебру.
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Доказательство. Согласно определению полуагебры, необходимо проверить, что для про-
извольных цилиндрических множеств C t⃗

B⃗
и C s⃗

A⃗
выполняются условия

C t⃗
B⃗
∩ C s⃗

A⃗
∈ Cyl, (1.3)

C t⃗
B⃗
\ C s⃗

A⃗
=

K⊔

k=1

C τ⃗k
D⃗k
, ∀k = 1, . . . , K : C τ⃗k

D⃗k
∈ Cyl. (1.4)

Сперва докажем, что имеет место (1.3). Отметим, что если t⃗ и s⃗ не совпадают, то каждое из
множеств временных индексов можно дополнить до более широкого множества временных
индексов τ⃗ , основываясь на свойстве

C
t0,..., tm, t, tm+1,..., tn
B0,...,Bm,Et,Bm+1,...,Bn

= C
t0,..., tm, tm+1,..., tn
B0,...,Bm,Bm+1,...,Bn

= C t⃗
B⃗
,

для произвольного C t⃗
B⃗
∈ Cyl. Следовательно, без ограничения общности будем полагать,

что t⃗ = s⃗. Находим

C t⃗
B⃗
∩ C s⃗

A⃗
= C t0,..., tn

B0∩A0,...,Bn∩An
∈ Cyl ⇐ Bk ∩ Ak ∈ A, k = 1, . . . , n.

Докажем теперь, что справедливо условие (1.4). Пусть выполнено

t⃗ = {tk1 , . . . , tkN} ∪ {tj1 , . . . , tjM}, s⃗ = {sl1 , . . . , slH} ∪ {si1 , . . . , siM},
t⃗ ∩ s⃗ = {tj1 , . . . , tjM} = {si1 , . . . , siM}.

Обозначим через D множество всех неупорядоченных выборок без повторений из множе-
ства временных индексов, определяемых s⃗. Произвольную такую выборку будем записы-
вать как d⃗ = (d1, . . . , dp), причем d1 < d2 < · · · < dp. Тогда мы утверждаем, что

C t⃗
B⃗
\ C s⃗

A⃗
=
⊔

d⃗∈D

C
τ⃗
d⃗

D⃗
d⃗

, (1.5)

где

C
τ⃗
d⃗

D⃗
d⃗

=





γ ∈ M(T,E) :





γ(tkj) ∈ Bkj , j = 1, . . . , N,

γ(slj) ∈ Alj , slj ∈ d⃗,

γ(sip) ∈ Aip ∩Bjp , sip = tjp ∈ d⃗,

γ(slj) ∈ E \ Alj , slj /∈ d⃗,

γ(sip) ∈ Bjp \ Aip , sip = tjp /∈ d⃗.





.

По построению все множества {
C
x0,τ⃗d⃗
D⃗

d⃗

, d⃗ ∈ D
}

попарно не пересекаются. Действительно, пусть даны две выборки d⃗1 и d⃗2 из множества
временных индексов. Тогда существует по крайней мере один временной индекс d′, при-
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надлежащий ровно одной выборке. Без ограничения общности будем считать, что d′ ∈ d⃗1.
Если d′ ∈ t⃗ ∩ s⃗, то для γ ∈ C

τ⃗
d⃗1

D⃗
d⃗1

будет выполнено ξ(d′) ∈ Ad′ ∩Bd′ , однако, для всякого

ξ ∈ C
τ⃗
d⃗2

D⃗
d⃗2

выполнено γ(d′) /∈ Ad′ , значит рассматриваемые цилиндрические множества не

пересекаются. Аналогично дело обстоит в случае, когда d′ /∈ t⃗ ∩ s⃗. Кроме того, для всякого
γ ∈ C t⃗

B⃗
\ C s⃗

A⃗
найдется соответствующий набор временных индексов d⃗ ⊂ s⃗, по которым в

точности имеет место принадлежность At, (t ∈ d⃗). Таким образом, равенство (1.5) доказа-
но.

Расширим полуалгебру цилиндрических множеств до так называемой цилиндриче-
ской алгебры согласно общей конструкции кольца, порожденного полукольцом. Данную
алгебру будем обозначать с помощью ACyl. Комплекснозначные конечно-аддитивные ме-
ры, определенные на цилиндрической алгебре мы будем называть цилиндрическими мера-
ми. Пространство цилиндрических мер обозначим символом a(M(T,E),ACyl) = a(ACyl).

Лемма 8. Cуществует взаимнооднозначное соответствие между случайными процес-
сами {ξ(t, •), t ∈ T} со значениями в измеримом пространстве (E,A) и цилиндрическими
мерами из пространства a(M(T,E),ACyl).

Доказательство. Для любого случайного процесса ξ(t, ω) : T×Ω → E определим сначала
значение меры µξ на цилиндрических множествах согласно

µξ(C
t⃗
B⃗
) = P

(
n⋂

k=1

ξ−1
tk
(Bk)

)
,

где
n ∈ N0, 0 ⩽ t0 < t1 < t2 < · · · < tn < +∞, Bk ∈ A, k = 1, . . . , n.

Далее мера продолжается по аддитивности на всю алгебру ACyl. Обратно, по значениям
цилиндрической меры определяется семейство всех конечномерных распределений.

Чтобы получить описание полугрупп и других семейств операторов в пространстве
функций, заданных на множестве E, с помощью случайных процессов как мер на про-
странстве траекторий дадим следующее

Определение 9. Обобщенной случайной величиной со значениями в пространстве E на-
зывается конечно-аддитивная комплекснозначная мера, заданная на некоторой алгебре
подмножеств пространства E.

Определение 10. Обобщенным цилиндрическим случайным процессом со значениями в
пространстве E (или цилиндрической мерой) называется конечно-аддитивная комплекс-
нозначная мера, заданная на алгебре ACyl подмножеств пространства M(T,E).

Введенное определение позволяет каждой C0-полугруппе операторов, действующих
в пространстве L2(E), сопоставить обобщенный случайный процесс.
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2. Цилиндрические меры и операторнозначные функции

2.1. Мера Фейнмана и формула Фейнмана–Каца. В лемме 8 было установле-
но, что с каждым случайным процессом в смысле определения 3 можно связать некоторую
цилиндрическую меру на пространстве траекторий, т. е. обобщенный случайный процесс
в смысле определения 10. Теперь построим соответствие между некоторым классом ци-
линдрических мер из a(M(T,E),ACyl), отвечающих E-значным случайным процессам, и
множеством операторнозначных функций, действующих в подходящем функциональном
пространстве. При этом предлагаемая нами конструкция является обобщением конструк-
ции, предложенной Р.П.Фейнманом [4,5] и разработанной впоследствии Э.Нельсоном [6],
О.Г. Смоляновым [2,53] и другими авторами.

Прежде чем приступать к описанию конструкции, напомним основные моменты свя-
занные с мерой Фейнмана, а также получим формулу Фейнмана–Каца для уравнения
Шредингера с ограниченным возмущением.

Теорема 11 ([1, VIII.31]). Пусть H – генератор сильно непрерывной полугруппы в ба-
наховом пространстве X, а оператор V – линейный ограниченный оператор в X. Тогда
H+V является генератором сильно непрерывной полугруппы и

lim
n→∞

sup
t∈[0, T ]

∥∥∥
(
et(H+V) −

(
e

t
n
He

t
n
V
)n)

u
∥∥∥
X
= 0, ∀T > 0, u ∈ X. (2.1)

Рассмотрим формулу Фейнмана–Каца, полученную с помощью формулы Тротте-
ра [14]. Пусть E = R и A – σ-алгебра борелевских подмножеств R. Пусть X = Cb(R).
Пусть H = ∆ – оператор Лапласа и V – оператор умножения на непрерывную ограничен-
ную функцию f ∈ Cb(R). Тогда в силу теоремы Троттера для любого u ∈ X

et(H+V)u(x) =

∫

M([0,t],E)

exp



∫

γ

f(γ(s))ds


u(γ(t))dP x(γ), v ∈ E. (2.2)

Пусть x ∈ E. На пространстве траекторий Mx(R+, E) = {γ ∈ M(R+, E) : γ(0) = x}, снаб-
женном алгеброй цилиндрических подмножеств ACyl, мера P x определена равенством

∀ x ∈ E P x({γ : γ(0) = x; γ(t
j

n
) ∈ Bj, j = 1, . . . , n})

= P x
(
A

0, 1
n
t,...,n−1

n
t, t

{x},B1,...,Bn−1,Bn

)
=
(
e

t
n
∆PB1e

t
n
∆ · · ·PBn−1e

t
n
∆χBn

)
(x). (2.3)

Следовательно, для каждого B0 ∈ B(R) ∀ n ∈ N, t > 0, B0, . . . , Bn ∈ B(R) имеем
∫

B0

P x
(
A

0, 1
n
t,...,n−1

n
t,t

{x},B1,...,Bn−1,Bn

)
dλ(x) =

(
χB0 , e

t
n
∆PB1 · · ·PBn−1e

t
n
∆χBn

)
. (2.4)
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Равенство (2.3) определяет на полуалгебре Cyl множеств пространства

Mx(R+, E) = {γ ∈ M(R+, E) : γ(0) = x},

образованной цилиндрическими множествами вида

A
0, 1

n
t,...,n−1

n
t, t

{x},B1,...,Bn−1,Bn
) =

{
γ ∈ Mx(R+, E) : γ

(
k

n
t

)
∈ Bk, k = 1, . . . , n

}
, Bk ∈ A,

функцию множества, которая неотрицательна, нормированна и счетно-аддитивна. Ее про-
должение по схеме Лебега–Каратеодори на σ-алгебру, порожденную полуалгеброй Cyl,
совпадает с мерой Винера [1]. В частности, носитель меры Винера сосредоточен на функ-
циях из пространства C([0, t], E), что обосновывает существование интеграла в показателе
эспоненты в подынтегральном выражении в (2.2).

Рассмотрим получение формулы Фейнмана–Каца из теоремы Троттера для возму-
щения уравнения Шредингера свободной частицы ограниченным непрерывным исчезаю-
щим на бесконечности потенциалом. Пусть E = Rd, X = L2(R) ≡ H. Зададим операторы
H : D(H) → L2(E) и V : D(V) → L2(E), которые действуют как

Hu = i∆u, u ∈ H; Vu(x) = −if(x)u(x), x ∈ E, f ∈ C0
b (E),

причем
D(H) ∩D(V) = D(H) = {u ∈ L2(E) |∆u ∈ L2(E)}.

Рассмотрим следующую задачу Коши для возмущенного гамильтониана:

∂

∂t
u(x, t) = (H + V)u(x, t), u(x, 0) = u0(x) ∈ D(H). (2.5)

Явный вид решения задачи (2.5) в форме континуального интеграла может быть получен
с помощью теоремы Троттера.

Поскольку V ∈ B(X), а оператор Лапласа ∆ является самосопряженным в гильбер-
товом пространстве X = L2(E), то et(H+V) представляет собой корректно определенную
сильно непрерывную полугруппу [35], разрешающую задачу Коши (2.5).

Пусть Rb – σ-кольцо ограниченных борелевских подмножеств пространства E и
Ab – σ-алгебра, порожденная Rb. Пусть Cylb – полуалгебра подмножеств в простран-
стве M(R+, E) цилиндрических множеств вида (1.2) при A = Ab. Пусть ACylb – алгебра
подмножеств в пространстве M(R+, E), порожденная полуалгеброй Cylb.

Поскольку f ограничена и непрерывна на E, множество f(E) является ограни-
ченным промежутком. Значит, для всякого натурального номера r ∈ N найдется раз-
биение τr = {∆r

1,∆
r
2, . . . ,∆

r
mr

} промежутка f(E) на промежутки с мелкостью разбиения
|τr| = max

k=1,...,mr

diam(∆r
k) <

1
r
. Веберем для каждого k = 1, . . . ,mr некоторое значение V r

k

функции, принадлежащее элементу разбиения ∆r
k. В силу условия f ∈ C0

b (E) множества
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Br
k = f−1(∆r

k) борелевские для всех k = 0, 1, . . . ,mr образуют дизъюнктное разбиение про-

странства E, т. е.
mr⊔
i=0

Br
i = E ⇒∑mr

i=0 PBr
i
= I, где PB – оператор умножения на индикатор-

ную функцию χB борелевского множества B. При этом Br
k ∈ Rb для всех k = 1, . . . ,mr.

По построению имеет место следующее соотношение
∣∣∣∣∣f(x)−

mr∑

k=1

V r
k χBr

k
(x)

∣∣∣∣∣ <
1

r
, ∀x ∈ E.

Для каждого r ∈ N введем оператор

Vru(x) =
mr∑

k=1

(−i)V r
k χBr

k
(x)u(x), x ∈ E, u ∈ L2(E),

и операторнозначные полугруппы

UVr(t)u = et(H+Vr)u, Uu = etHu, u ∈ L2(E).

Следовательно, последовательность Vr сходится в сильной операторной топологии к опе-
ратору V; достаточно применить теорему Лебега о мажорируемой сходимости. Далее, мы
докажем три леммы, позволяющие перейти в формуле (2.1) от генераторов V к генера-
торам Vr и аппроксимировать разрешающую полугруппу задачи Коши (2.5) итерациями
полугрупп etVr , t ≥ 0, и U.

Напомним некоторые свойства сходимости последовательности ограниченных опе-
раторов в сильной операторной топологии.

Лемма 12. Пусть (Ak)k∈N и (Bk)k∈N – последовательности ограниченных линейных опе-
раторов на банаховом пространстве X, причем имеет место Ak

τSOT→ A при k → ∞, а
Bk

τSOT→ B при k → ∞, где A, B ∈ B(X). Тогда

Ak ◦Bk
τSOT→ A ◦B, k → ∞.

Следствие 13. Пусть M ∈ N, и для каждого m = 1, . . . ,M последовательность огра-
ниченных линейных операторов (Am

k )k∈N сходится в сильной операторной топологии к
ограниченному линейному оператору Am. Тогда последовательность линейных ограни-
ченных операторов (A1

k ◦A2
k ◦ . . . ◦AM

k )k∈N поточечно сходится к линейному ограничен-
ному оператору A1 ◦A2 ◦ . . . ◦AM .

Лемма 14. Пусть (Ak)k∈N – последовательность ограниченных линейных операторов
на банаховом пространстве X, причем Ak

τSOT→ A при k → ∞, где A ∈ B(X). Тогда
(eAk)k∈N и eA являются ограниченными линейными операторами в пространстве X и,
кроме того, выполняется

eAk
τSOT→ eA, k → ∞.
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Доказательство. Ограниченность очевидна, ведь

∥∥eA
∥∥ ⩽ e∥A∥ ⇒ eA ∈ B(X);

Имея в виду поточечную сходимость последовательности операторов (Ak)k∈N, по теореме
Банаха–Штейнгауза получаем равномерную ограниченность данной последовательности
некоторой константой C > 0. Значит,

∥∥(eAk − eA
)
u
∥∥ ⩽

∥∥∥∥∥
N∑

n=0

(
An
k

n!
− An

n!

)
u

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

∞∑

n=N+1

An
k

n!
u

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

∞∑

n=N+1

An

n!
u

∥∥∥∥∥

⩽
N∑

n=0

∥∥∥∥
(

An
k

n!
− An

n!

)
u

∥∥∥∥+
∞∑

n=N+1

(
(∥Ak∥n + ∥A∥n) · ∥u∥

n!

)

⩽
N∑

n=0

∥∥∥∥
(

An
k

n!
− An

n!

)
u

∥∥∥∥+
∞∑

n=N+1

(
(Cn + ∥A∥n) · ∥u∥

n!

)
. (2.6)

Второе слагаемое в последнем выражении (2.6) не зависит от k. Следовательно, в силу
абсолютной сходимости ряда Тейлора функции экспоненты на всей вещественной прямой,
для любого ε > 0 найдется такое N = N(ε), что

∞∑

n=N+1

(
(Cn + ∥A∥n) · ∥u∥

n!

)
< ε.

Далее, каждое слагаемое из первой суммы стремится к нулю в силу следствия 13, а значит,
существует такое K = K(ε, N(ε)), что для любого k ⩾ K каждое из слагаемых меньше

ε

N
.

Таким образом, для любого сколь угодно малого ε > 0 найдется номер K ∈ N, начиная с
которого, т. е. для любого k ⩾ K, будет выполнено

∥∥(eAk − eA
)
u
∥∥ < 2ε,

что и требовалось доказать.

Операторы (Vr)r∈N и V ограничены, причем

∥Vr∥ ⩽ max
k=1,...,mr

|V r
k |, ∥V∥ ⩽ sup

x∈E
|f(x)|.

Тогда в силу леммы 14 операторы
(
eVr
)
r∈N и eV являются ограниченными и последова-

тельность
(
eVr
)
r∈N сходится в сильной операторной топологии к eV. Введенные операторы

(Vr)r∈N и сильно непрерывные полугруппы
(
etVr

)
r∈N пригодятся при работе с аппрокси-

мациями решения задачи Коши (2.5), также как и следующая

Лемма 15. Пусть (Ak)k∈N – последовательность ограниченных линейных операторов на
банаховом пространстве, причем Ak

τSOT→ A, где A ∈ B(X). И пусть (uk)k∈N такова, что
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∥uk − u∥ → 0 при k → ∞. Тогда Akuk → Au по норме банахова пространства X.

Доказательство. По теореме Банаха–Штейнгауза существует неотрицательная константа
C > 0 такая, что supk∈N ∥Ak∥ < C. Значит, справедлива следующая оценка:

∥Akuk − Au∥ ⩽ ∥Akuk − Aku∥+ ∥Aku− Au∥ ⩽ C∥uk − u∥+ ∥Aku−Au∥,

из которой следует доказываемое утверждение.

Применяя последовательно леммы 14 и 15, для произвольного u ∈ L2(E) получаем
при любых t ≥ 0, n ∈ N имеет место равенство

U
(
t

n

)
e

t
n
V . . .U

(
t

n

)
e

t
n
Vu = lim

r→∞
U
(
t

n

)
e

t
n
Vr . . .U

(
t

n

)
e

t
n
Vru,

где предел понимается в смысле L2-нормы. Значит, согласно теореме 11 и леммам 14, 15,
для каждого u ∈ L2(E) и любого t ≥ 0 верно равенство:

UVu = lim
n→∞

lim
r→∞

U
(
t

n

)
e

t
n
Vr . . .U

(
t

n

)
e

t
n
Vru. (2.7)

Теперь мы “вооружились” всем необходимым для того, чтобы в некотором смысле “разне-
сти” часть, соответствующую возмущению и часть, соответствующую свободной невозму-
щенной динамике. Условимся через σn(mr) обозначать совокупность всевозможных упо-
рядоченных выборок с повторением длины n. Тогда согласно (2.7) при всех t ≥ 0 и любых
u ∈ L2(E) имеем

UV(t)u = lim
n→∞

lim
r→∞

U
(
t

n

)
e

t
n
Vr . . .U

(
t

n

)
e

t
n
Vru

= lim
n→∞

lim
r→∞

∑

{j0,...,jn−1}∈σn(mr)

U
(
t

n

)
e

t
n
VrPBr

jn−1
. . .PBr

j1
U
(
t

n

)
e

t
n
VrPBr

j0
u

= lim
n→∞

lim
r→∞

∑

{j0,...,jn−1}∈σn(mr)

U
(
t

n

)
e(−i)

t
n
V r
jn−1PBjn−1

. . .PBj1
U
(
t

n

)
e(−i)

t
n
V r
j0PBj0

u

= lim
n→∞

lim
r→∞

∑

{j0,...,jn−1}∈σn(mr)

e(−i)
t
n

∑n−1
k=0 V

r
jkU

(
t

n

)
PBjn−1

. . .PBj1
U
(
t

n

)
PBj0

u. (2.8)

В силу (2.8) для любой пары ограниченных борелевских множеств B0 и B справед-
ливо следующее равенство

(χB, UV(t)χB0)

= lim
n→∞

lim
r→∞

∑

{j0,...,jn−1}∈σn(mr)

e(−i)
t
n

∑n−1
k=0 V

r
jk

(
χB, U

(
t

n

)
PBjn−1

. . .PBj1
U
(
t

n

)
PBj0

χB0

)
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= lim
n→∞

lim
r→∞

∑

{j0,...,jn−1}∈σn(mr)

e(−i)
t
n

∑n−1
k=0 V

r
jk µU

(
C

0, t
n
, ...,

(n−1)t
n

, t

Bj0
∩B0, Bj1

, ..., Bjn−1
, B

)
. (2.9)

Цилиндрическое множество в (2.9) из полуалгебры Cylb задается равенством

C
0, t

n
, ...,

(n−1)t
n

, t

Bj0
∩B0, Bj1

, ..., Bjn−1
, B

=

{
γ ∈ M(T, E) | γ(t) ∈ B, γ

(
(n− 1)t

n

)
∈ Bjn−1 , . . . , γ(0) ∈ Bj0 ∩B0

}
,

а отображение µU : ACylb → C – комплекснозначная аддитивная функция множества, за-
даваемая на полуалгебре Cylb посредством выражения

µU

(
C

0, t
n
, ...,

(n−1)t
n

, t

Bj0
∩B0, Bj1

, ..., Bjn−1
, B

)
=

(
χB, U

(
t

n

)
PBjn−1

. . .PBj1
U
(
t

n

)
PBj0

χB0

)
(2.10)

при условии B0, B ∈ Rb, есть мера Фейнмана. По аддитивности она может быть продол-
жена на всю цилиндрическую алгебру пространства траекторий. Корректность определе-
ния такой меры, в смысле ее свойства аддитивности, мы установим в разделе 2.3 в более
общем случае. Предел при r → ∞ фактически означает, что мелкость разбиения множе-
ства значений функции V стремится к нулю. Поскольку правомерность соотношения (2.9)
обеспечивается выполнением условий теоремы Троттера, то для полученного предела мы
можем ввести следующие обозначения интегрирования по конечно аддитивной мере, что
и дает известную формулу Фейнмана–Каца:

(χBn , UV(t)χB0) =

∫

M([0, t], E)

χB(γ(t)) e

t∫
0

(−i)f(γ(s)) ds
χB0(γ(0)) dµU(γ). (2.11)

Интегрирование в показателе экспоненты объясняется тем, что на каждой непрерывной
траектории сумма в показателе экспоненты в формуле (2.9) доставляет в пределе интеграл
Римана от непрерывной функции. Для произвольной траектории γ ∈ M([0, t], E) это не
так и потому правая часть (2.11) является символом, обозначающим предел (2.9). Суще-
ствование повторного предела (2.9) в случае выбора меры µF согласно (2.10) и функции
V ∈ C0

b (E) гарантируется леммами 14, 15 и теоремой 11. Значит, приближение функции
f ступенчатыми позволяет аппроксимировать действие операторной полугруппы UV ин-
тегралами от линейных комбинаций индикаторных функций по мере (2.10).

Учитывая в (2.9) выражение для свободного пропагатора согласно [1]

U(t)u(x) =
1

(4πit)
d
2

∫

E

e
i|x−y|2

4t u(y) dy, u(x) ∈ D(H),

и полагая xn = x, u(x) ∈ D(H), нетрудно видеть, что имеет место предел, понимаемый в
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смысле L2-нормы:

et(H+V)u(x) = lim
n→∞

(
ne

3π
2

4πt

) dn
2 ∫

E

· · ·
∫

E

e
∑n

k=1 i
t
n

(
|xk−xk−1|2n2

4t2
−f(xk−1)

)

u(x0) dx0 . . . dxn−1.

Это формула есть явное выражение для итераций в формуле Троттера. Можно при этом
также задать значение меры Фейнмана на произвольном цилиндрическом множестве c
B0, . . . , Bn−1, B ∈ Rb

µU

(
C

0, t
n
, ...,

(n−1)t
n

, t

Bj0
∩B0, Bj1

, ..., Bjn−1
, B

)
=

(
ne

3π
2

4πt

) dn
2 ∫

B

∫

Bjn−1

· · ·
∫

Bj0

e
∑n

k=1 i
|xk−xk−1|2n

4t χB0(x0) dx0 . . . dxn.

Полученная мера Фейнмана имеет следующие примечательные свойства: она не яв-
ляется счетно-аддитивной и имеет неограниченную вариацию [2] в отличие, например, от
меры Винера, которая представляет собой классическую счетно-аддитивную нормирован-
ную меру на пространстве траекторий. Мера Винера играет такую же роль для уравнения
теплопроводности, что и полученная мера Фейнмана для уравнения Шредингера. А по-
скольку мы изучаем как классические случайные процессы, так и процессы, отвечающие
квантовой динамике, мы расширили понятие случайного процесса в определении 10.

В данной статье предложено применение формул Фейнмана–Каца к возмущениям
произвольных сильно непрерывных полугрупп, действующих в гильбертовом простран-
стве. Обобщение изложенных в разделе 2.1 результатов на случай произвольной полугруп-
пы U(t), t ≥ 0, действующей в гильбертовом пространстве H = L2(E,A, λ,C), основано
на интегрировании функционалов в формуле Фейнмана–Каца по мере µU, определенной
на алгебре цилиндрических подмножеств ACyl(M(R+, E)) равенством

µU(C
t0, ..., tm
B0,...,Bm

) =
(
χBm ,U(tm − tm−1)PBm−1 · · ·PB1U(t1 − t0)χB0

)
. (2.12)

В случае U = e∆t, t ≥ 0, равенство (2.12) связано с мерой Винера (2.3) равенством (2.4),
а в случае U = e−i∆t, t ≥ 0, (2.12) задает меру Фейнмана (2.10).

В разделе 2.4 (см. теорему 29) построено биективное отображение, которое позволяет
каждой сильно непрерывной полугруппе (а не только полугруппе, порожденной операто-
ром Лапласа ∆) ставить в соответствие цилиндрическую меру, т. е. случайный процесс в
смысле определения 10. Данный формализм позволит описать процессы, принимающие
значения не только в конечномерных евклидовых пространствах, но и в топологических
группах, не являющихся локально компактными ([13]). Отметим, что в бесконечномер-
ном пространстве вопрос самосопряженности оператора Лапласа (что существенно для
применения теоремы Троттера) составляет нетривиальную проблему [38,54–57].

2.2. Кольца и функции на пространстве значений процесса. Будем по-
лагать, что на пространстве E выделено некоторое кольцо его подмножеств R. Мини-
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мальную алгебру, порожденную данным кольцом R, будем обозначать с помощью A(R).
Напомним, что A ∈ A(R) если и только если, либо A ∈ R, либо E \ A ∈ R. Также бу-
дем считать, что задана комплекснозначная конечно-аддитивная неотрицательная мера
λ : R → C, которая обладает свойством локальной конечности. Существование окрест-
ности конечной меры λ для всякой точки топологического векторного пространства E

необходимо для того, чтобы построить вспомогательное пространство квадратично ин-
тегрируемых по мере λ функций. Для этого рассмотрим сперва линейное пространство
конечных линейных комбинаций характеристических функций множеств из кольца R:

S(R) =

{
N∑

k=1

αkχBk
|N ∈ N, B1, . . . , Bn ∈ R

}
.

На нем определим полуторалинейную форму согласно

(χB0 , χB1)
def
= λ(B0 ∩B1), ∀B0, B1 ∈ R,

(
N∑

k=1

αkχBk
,
N ′∑

k=1

α′
kχB′

k

)
def
=

N∑

k=1

N ′∑

l=1

αkα
′
k(χBk

, χB′
l
),

∀ (Bk)
N
k=1, (Bl)

N ′
l=1 ⊂ R, ∀ (αk)Nk=1, (αl)

N ′
l=1 ⊂ C.

Функции f, g ∈ S(R) назовем эквивалентными, если справедливо равенство (f−g, f−g) = 0.
Факторизуя пространство S(R) по данному отношению эквивалентности и затем попол-
няя его по норме, порожденной скалярным произведением, получаем гильбертово про-
странство H = L2(E, R, λ, C), т. е. пространство квадратично интегрируемых по мере λ
функций.

Далее, нам потребуется еще одно вспомогательное пространство – пространство ли-
нейных комбинаций над полем C характеристических функций попарно непересекающих-
ся множеств из алгебры A(R):

S(A(R)) =

{
N∑

k=1

αkχBk
|N ∈ N, B1, . . . , Bn ∈ A(R) : Bk ∩Bj = ∅, ∀ k ̸= j

}
.

На этом пространстве введем полунорму

∥f∥∞ = sup{c ∈ R : λ(f−1(c)) > 0}, λ(B) = sup
S⊂B
S∈R

λ(S). (2.13)

Первые две аксиомы полунормы, очевидно, выполнены. Покажем, что полунорма (2.13)
удовлетворяет неравенству треугольника. Пусть даны произвольные f, g ∈ S(A(R)):

f(x) =
N∑

k=1

αkχBk
(x), g(x) =

M∑

l=1

βlχAl
(x).
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Тогда

f(x) + g(x) =
N∑

k=1

M∑

l=1

(αk + βl)χBk∩Al
(x).

Пусть ∥f∥∞ = αk0 , ∥g∥∞ = βl0 . Тогда ∀ k ∈ {1, . . . , N} : αk > αk0 имеет место λ(Bk) = 0,
аналогично ∀l ∈ {1, . . . ,M} : βl > βl0 имеет место λ(Al) = 0. Следовательно, для таких
k ∈ 1, . . . , m получаем λ(C) = 0, если C = Bk ∩ C ′, для всех C ′ ∈ A(R). То же верно и
для множеств Al.

Значит, указанные номера k, l могут не учитываться при нахождении полунормы
∥f + g∥∞. Поэтому ∥f + g∥∞ ⩽ αk0 + βl0 = ∥g∥∞ + ∥f∥∞. Равенство достигается в случае,
если имеет место неравенство λ(Al0 ∩Bk0) > 0.

Производя процедуру факторизации, получим нормированное пространство

S∞
A (E, R, λ, C) def

= S(A(R))/{f ∈ S(A(R)) : ∥f∥∞ = 0}.

Обозначим через L∞(E, R, λ, C) пополнение по норме ∥ · ∥∞ введенного пространства
S∞
A (E, R, λ, C).

Лемма 16. Пусть f ∈ L∞(E, R, λ, C). Тогда оператор Mf умножения на функцию f

корректно задан на пространстве H, причем справедливо неравенство

∥Mfu∥H ⩽ ∥f∥L∞∥u∥H . (2.14)

Доказательство. Возьмем f ∈ S∞
A (E, R, λ, C), u ∈ H и un ∈ S(A(R)) : ∥un − u∥ → 0.

Тогда если

f(x) =
N∑

k=1

αkχBk
(x), un(x) =

Mn∑

k=1

βnkχAn
k
(x), Ank ∩ Anj = ∅, k ̸= j,

то имеет место равенство

∥f(x)u(x)∥2 =
∥∥∥∥∥

N∑

k=1

αkχBk
(x)u(x)

∥∥∥∥∥

2

= lim
n→∞

∥∥∥∥∥
N∑

k=1

αkχBk
(x)un(x)

∥∥∥∥∥

2

= lim
n→∞

∥∥∥∥∥
N∑

k=1

αkχBk
(x)

Mn∑

k=1

βnkχAn
k
(x)

∥∥∥∥∥

2

= lim
n→∞

N∑

k=1

Mn∑

l=1

|αk|2 · |βnl |2 · λAn
l ∩Bk

.

Пусть теперь ∥f∥∞ = αk0 , тогда для любого k ̸= k0, либо αk < αk0 , либо λ(Bk) = 0. Следо-
вательно справедлива оценка

∥f(x)u(x)∥2 ⩽ |αk0|2∥u∥2. (2.15)

Если f ∈ L∞(E, R, λ, C), то существует ∥ · ∥∞–фундаментальная последовательность
fn ∈ S∞

A (E, R, λ, C) такая, что ∥fn − f∥∞ → 0 при n→ ∞. Из неравенства (2.15) легко
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заключаем, что последовательность Mfn также будет фундаментальной в пространстве
B(H), снабженном операторной нормой. Так как пространство H полно, то и простран-
ство B(H) тоже является полным, а значит фундаментальная последовательность Mfn

будет сходится по норме пространства B(H), причем ее пределом будет оператор Mf . На
основании этого факта уже легко получить оценку

∥Mfu∥ ⩽ ∥(Mfn − Mf )u∥+ ∥Mfnu∥ ⩽ lim
m→∞

∥Mfn − Mfm∥ · ∥u∥+ ∥Mfnu∥

⩽ lim
m→∞

∥fn − fm∥ · ∥u∥+ ∥fn∥∞∥u∥.

Осуществляя предельный переход n, m→ ∞, получаем требуемое неравенство (2.14).

Введем пространство операторнозначных функций, которое будет нами использо-
ваться для построения биективного отображения на пространстве цилиндрических мер.
Обозначим символом (M(R+, B(H)), τ) локально выпуклое пространство отображений
положительной полуоси [0, +∞) в банахово пространство B(H) линейных ограниченных
операторов в H с топологией, определяемой следующим семейством функционалов:

{ϕt,u,v | t ∈ R+, u, v ∈ H}, ϕt,u,v(F) = |(F(t)u, v)|.

Однако, мы будем работать не со всем пространством M(R+, B(H)), а только с его под-
пространством Mm(R+, B(H)), состоящим из B(H)-значных функций на R+ = [0,+∞),
значения которых в начальный момент времени принадлежат абелевой подалгебре Am(H),
содержащей линейные операторы вида Mf , где f ∈ L∞(E, R, λ, C). О необходимости та-
кого ограничения для задания меры по операторнозначной функции см. раздел 2.3.

Введем пространство мультипликативно ступенчатых операторнозначных функций
S∞(R+, L∞(E)), где введено обозначение L∞(E) = L∞(E, R, λ, C). Операторнозначная
функция F(t) принадлежит S∞(R+, L∞(E)), если для каждого числа T > 0 существу-
ет такое конечное разбиение [0, T ] = ⊔Kk=1Ak отрезка [0, T ] на попарно непересекающиеся
промежутки A1, . . . , AK , что имеет место равенство

F(t) =
K∑

k=1

χAk
(t)Mfk ,

здесь Mfk – оператор умножения на функцию fk из пространства L∞(E, R, λ, C), т. е.
Mfku(x) = fk(x)u(x), где fk(x) ∈ L∞(E, R, λ, C) при каждом k ∈ N. Далее, пополняя про-
странство S∞(R+, L∞(E)) по норме ∥F(·)∥L∞(R+,L∞(E)) = sups∈R+

||F(s)|L∞(E,R, λ,C)|, полу-
чаем банахово пространство L∞(R+, L∞(E)). Поскольку fk ∈ L∞(E, R, λ, C) при каждом
k ∈ 1, K, то для всякого N ∈ N найдется простая функция

fNk (x) =

mk
N∑

m=1

αN, km χBN, k
m

(x), x ∈ E, αN, km ∈ C, BN, k
m ∈ A(R),
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такая, что выполняется неравенство

∥fk − fNk ∥L∞(E) ≤
1

N
, ∀ k ∈ 1, K.

Для каждого k ∈ 1, K введем последовательность линейных операторов MfNk
, N ∈ N.

Тогда в силу леммы 16 для любого k ∈ 1, K справедливо

∥MfNk
u(x)− Mfku(x)∥H ≤ ∥fk(x)− fkN(x)∥L∞(E) ∥u∥H → 0, N → ∞.

Таким образом, справедлива

Лемма 17. Пусть F ∈ L∞(R+,L∞(E)). Тогда для любых T > 0, ϵ > 0 существует
разбиение отрезка [0, T ] на промежутки A1, . . . , Am и набор ступенчатых функций
f1, . . . , fm ∈ S∞

A (E,R, λ,C) такие, что

sup
t∈[0,T ]

∥F (t)−
m∑

k=1

χAk
(t)fk∥L∞(E,R,λ,C) < ϵ.

2.3. Построение меры на ACyl по оператор-функции. Построим биекцию меж-
ду пространством Mm(R+, B(H)) и пространством a(M(R+, E), ACyl) конечно-аддитивных
комплекснозначных мер, заданных на измеримом пространстве (M(R+E), ACyl). Опреде-
лим отображение

Λ : Mm(R+, B(H)) → a(ACyl), Λ[F] = µF, ImΛ = aΛ(ACyl). (2.16)

Сначала определим значение меры µF на цилиндрических множествах из полуалгебры
Cyl, которые обладают базой, содержащей только множества из кольца R, по следующей
формуле

µF
(
C t⃗
B⃗

)
=
(
χBn ,F(tn − tn−1)PBn−1 · · ·PB1F(t1 − t0)χB0

)
,

n ∈ N, Bi ∈ R, ∀ i = 0, . . . , n.
(2.17)

Здесь действующий в H оператор вида PB есть оператор умножения на индикаторную
функцию множества B из кольца R.

Для n = 0 и произвольного t0 ⩾ 0, принимая во внимание, что

F(0) ∈ Am : F(0)(•) = f(x)(•),

где f ∈ L∞(E, R, λ, C), положим

µF(Ct0
B ) =





(χB, F(0)χB) =

∫

B

f(x) dλ(x), B ∈ R,

M0 −
(
χE\B, F(0)χE\B

)
=M0 −

∫

E\B

f(x) dλ(x), B ∈ A(R), B /∈ R.
(2.18)
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Заметим, что константа M0 = µF(M(E)) может быть выбрана произвольно подобно
константе интегрирования при выборе потенциала. Константа M0 не имеет значения для
построения биекции, поскольку, как мы убедимся далее, для того, чтобы восстановить
по мере из образа отображения Λ операторнозначную функцию, нам потребуются только
значения меры на тех цилиндрических множествах из полуалгебры Cyl, база которых
содержит только множества, принадлежащие кольцу R.

Пусть C t⃗
B⃗
∈ Cyl и будем считать, что m ∈ N максимальный номер среди тех, которые

соответствуют множествам в базе B⃗, не входящим в кольцо R. Тогда значение меры µF

на цилиндрическом множестве C t⃗
B⃗

удовлетворяет следующему равенству:

µF
(
C t0, ...,
B0, ...,

tm−1,
Bm−1

tm,
, Bm,

tm+1,
Bm+1,

...,

...,
tn
Bn

)

= µF
(
C t0, ...,
B0, ...,

tm−1,
Bm−1,

tm+1,
Bm+1,

...,

...,
tn
Bn

)
− µF

(
C t0, ...,
B0, ...,

tm−1,
Bm−1

tm,
, E\Bm,

tm+1,
Bm+1,

...,

...,
tn
Bn

)
. (2.19)

Таким образом, индуктивно разворачивая данную формулу, можно получить значение
функции µF на всех множествах из полукольца Cyl. Следующая лемма и ее следствие
устанавливают, что данная функция действительно является цилиндрической мерой.

Лемма 18 ([10]). Функция множества µF : Cyl → C определяемая из (2.17)–(2.19) на
полуалгебре Cyl является аддитивной.

Доказательство. Для любого C s⃗
B⃗
∈ Cyl рассмотрим его произвольное дизъюнктное раз-

биение на множества из полуалгебры. Докажем, что значение функции µF на множестве
C s⃗
B⃗

равно сумме значений на элементах разбиения. Будем доказывать это в три этапа.
Докажем свойство для случая разбиения, состоящего только из двух непересекаю-

щихся множеств. Случай произвольного конечного разбиения сводится к случаю разбие-
ния на два множества с помощью индукции.

I. Пусть при некотором m ∈ {0, 1, . . . , n} множество C s⃗
B⃗

удовлетворяет условию
Bm = Am

⊔
Cm, где Am, Cm ∈ A(R) и Am ∩ Cm = ∅. Докажем, что в этом случае имеет

место
µF
(
C ...,
...,

sm,
Am∪Cm,

...
...

)
= µF

(
C ...,
...,

sm,
Am

...
...

)
+ µF

(
C ...,
...,

sm,
Cm,

...
...

)
. (2.20)

Возможны несколько различных ситуаций.
1) Пусть база цилиндрического множества C s⃗

B⃗
включает только множества, содер-

жащиеся в кольце R. Тогда равенство (2.20) для n ⩾ 1 непосредственно следует из (2.17)
и того, что для непересекающихся множеств Am и Cm выполняется PAm⊔Cm = PAm +PCm .
Если n = 0, тогда из (2.18) может быть получена цепочка равенств:

µF(C t0
B0
) = (χA0⊔C0(x), F(0)χA0⊔C0(x)) = (χA0(x) + χC0(x), F(0)(χA0(x) + χC0(x)))

= (χA0(x), F(0)χA0(x))+(χC0(x), F(0)χC0(x))+(χA0(x), F(0)χC0(x))+(χC0(x), F(0)χA0(x))

= µF(C t0
C0
) + µF(C t0

A0
),
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так как
(χC0(x), F(0)χA0(x)) = (χA0(x), F(0)χC0(x)) =

∫

A0∩C0

f(x) dλ(x) = 0.

Именно здесь для нас важно условие F(0) ∈ Am(H).
2) Будем полагать, что Bm ∈ R, но в базе имеются множества, которые не принадле-

жат кольцу. В этом случае свойство аддитивности будем устанавливать индукционно по
количеству таких множеств. Применим метод математической индукции. Пусть Bk для
некоторого k ∈ {0, 1, . . . n}, k ̸= m, есть единственное множество в базе, дополнение ко-
торого принадлежит кольцу R. Тогда при помощи (2.19) применим результаты первого
пункта и снова воспользовавшись (2.19) установим справедливость (2.20).

Предположение индукции: пусть при некотором k ∈ N: 2 ≤ k ≤ n−1 равенство (2.20)
имеет место для всех цилиндрических множеств, база которых содержит j множеств не
принадлежащих кольцу R, при j = 1, . . . , k−1. Доказательство того, что свойство аддитив-
ности выполняется и на цилиндрических множествах, база которых содержат ровно j = k

множеств не принадлежащих кольцу R, производится аналогичным образом: применяем
(2.19), для образовавшихся в результате этого множеств уже применимо предположение
индукции, а далее группируем с учетом (2.19).

3) Теперь будем считать, что Bm = Am
⊔
Cm /∈ R. Покажем, что ровно одно из мно-

жеств Am и Cm содержится в кольце R. Предположим противное. Тогда в соответствии с
определением A(R) имеем E \Am, E \Cm ∈ R, и более того, Cm ⊂ E \Am и Am ⊂ E \Cm,
а значит выполнено

E = (E \ Am) ∪ (E \ Cm) = (E \ Am) ∪ ((E \ Cm) \ (E \ Am)) ∈ R.

Пришли к противоречию, что доказывает требуемое. Без ограничения общности будем
считать,что Am /∈ R. Этот случай также будем исследовать в несколько этапов.

3.1) Пусть Am
⊔
Cm = E и sm находится среди временных индексов, соответствую-

щих множествам из базы B⃗, которые не принадлежат кольцу R. Тогда из (2.19) получаем

µF
(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Am

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
= µF

(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Cm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)

= µF
(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm
E

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Cm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
.

Откуда следует (2.20).
3.2) Положим теперь, что Am

⊔
Cm ̸= E и sm по-прежнему временной индекс, соот-

ветствующий множеству из базы B⃗, которое не содержится в кольце. Запишем теоретико-
множественное соотношение

E = Bm

⊔
(E \Bm) = Am

⊔ (
(E \Bm)

⊔
Cm

)
, (E \Bm)

⊔
Cm ∈ R.

Тогда на основе соотношения выше, равенства (2.19) и пункта 2), получаем выполнение
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условия аддитивности

µF
(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Am

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
= µF

(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

, sm
,(E\Bm)

⊔
Cm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)

= µF
(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

, sm
,(E\Bm)

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Cm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)

= µF
(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Bm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
− µF

(
C ...
...
,sm−1

,Bm−1

,sm
,Cm

,sm+1

,Bm+1

,...
,...

)
.

Таким образом, если при некотором m ∈ {0, 1, . . . , n} множество C s⃗
B⃗

удовлетворяет
условию Bm = Am

⊔
Cm, где Am, Cm ∈ A(R) и Am ∩ Cm = ∅, то выполняется (2.20).

II. На следующей стадии доказательства мы рассмотрим конкретный вид разбиения
цилиндрического множества C s⃗

B⃗
. Будем полагать, что для каждого j ∈ {1, . . . , n} имеет

место

Bj =
w⊔

k=1

Ajk. (2.21)

Обозначим через Σ совокупность всех возможных отображений

σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , w}.

Тогда всякое цилиндрическое множество, содержащееся в выбранном дизъюнктном раз-
биении, имеет следующий вид

C s⃗
D⃗σ

= C s1,

A1
σ(1)

,
...,
...,

sj ,

Aj
σ(j)

,

...,
...,

sn
An

σ(n)
. (2.22)

Воспользуемся результатом пункта I для m = 1, затем для m = 2, и так далее до
m = n. Получим, что

µF (C s⃗
B⃗

)
= µF

(⊔

σ∈Σ
C s⃗
D⃗σ

)
=
∑

σ∈Σ
µF
(
C s⃗
D⃗σ

)
.

III. Для завершения доказательства остается показать, что если множество C s⃗
B⃗
∈ Cyl

может быть представлено как объединение конечного числа попарно непересекающихся
цилиндрических множеств C τ⃗α

A⃗α
∈ Cyl, где α = 1, . . . ,M , то тогда имеет место равенство

M∑

α=1

µF
(
C τ⃗α
A⃗α

)
= µF

(
M⊔

α=1

C τ⃗α
A⃗α

)
= µF(C s⃗

B⃗
).

Мы вправе ограничиться рассмотрением ситуации, когда τ⃗α = s⃗ при всех α = 1, . . . ,M .
Воспользовавшись свойствами полуалгебры, построим разбиение аналогичное (2.21), (2.22),
которое бы было согласовано с разбиением C t⃗

B⃗
=
⊔M
α=1C

τ⃗α
A⃗α

, или иначе говоря, являлось
бы его измельчением:

C τ⃗α
A⃗α

=
⊔

σ∈Σα

C τ⃗α
D⃗σ
, ∀α = 1, . . . ,M,
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Это утверждение также легко доказать индукцией по количеству временных компонент.
Теперь воспользуемся доказанным в пункте II и получим требуемое

µF(C s⃗
B⃗
) =

∑

σ∈Σ
µF
(
C s⃗
D⃗σ

)
=

M∑

α=1

∑

σ∈Σα

µF
(
C s⃗
D⃗σ

)
=

M∑

α=1

µF
(
C τ⃗α
A⃗α

)
.

Теорема 19. Конечно-аддитивная функция множества µF имеет единственное продол-
жение до конечно-аддитивной меры на алгебре ACyl. Отображение (2.16)

Λ : Mm(R+, B(H)) → a(ACyl),

определяемое условиями (2.17)–(2.19), инъективно.

Доказательство. По стандартной процедуре продолжения конечно-аддитивной функции
с полуалгебры на порожденную алгебру получаем, что при каждом F ∈ Mm(R+, B(H))

заданная условиями (2.17)–(2.19) аддитивная функция µF : Cyl → C однозначно продол-
жается до комплекснозначной конечно-аддитивной меры µF = Λ(F) ∈ a(ACyl).

Докажем инъективность отображения Λ. Пусть F1(t) ̸= F2(t) для некоторого t ≥ 0.

Тогда в силу того, что пространство S(R) всюду плотно в пространстве H, получаем
F1(t)|S(R) ̸= F2(t)|S(R). Поскольку всякий ограниченный оператор на гильбертовом про-
странстве однозначно определяется своей квадратичной формой, то получаем, что най-
дется f ∈ S(R) такая, что (f, F1(t)f) ̸= (f, F2(t)f). А в силу того, что f представима в
виде конечной линейной комбинации индикаторных функций множеств из кольца, полу-
чаем, что найдутся множества B′

1, B
′
2 ∈ R :

µF1

(
C 0, t

B′
1, B

′
2

)
= (χB′

2
, F1(t)χB′

1
) ̸= (χB′

2
, F2(t)χB′

1
) = µF2

(
C 0, t

B′
1, B

′
2

)
.

2.4. Построение оператор-функции по цилиндрической мере на ACyl.
Восстановим операторнозначную функцию по заданной мере µ ∈ aΛ(ACyl). Дадим некото-
рые определения, которые в дальнейшем сыграют ключевую роль.

Пусть S(R) – пространство простых R-измеримых функций E → C, являющихся
линейными комбинациями индикаторных функций множеств из кольца R. Для произ-
вольного числа n ∈ N, произвольного набора неотрицательных чисел t0, t1, . . . , tn таких,
что t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn, и произвольного набора множеств B1, . . . Bn−1 ∈ A(R) рассмотрим
полуторалинейную форму βt0,t1,...,tnµ;B1,...,Bn−1

на линейном пространстве S(R), заданную на упо-
рядоченной паре (χB0 , χBn) индикаторных функций B0, Bn ∈ R равенством

β t0,t1,...,tnµ; B1,...,Bn−1
(χB0 , χBn) = µ

(
C t0,t1,...,tn
B0,B1,...,Bn

)
(2.23)

и продолженную на пространство S(R) по условию полуторалинейности.
Заметим, что тогда из условия (2.23) при n = 1 и t1 = t0 следует, что при n = 0

для произвольного t0 > 0 на линейном пространстве S(R) полуторалинейная форма βt0µ



Формулы Фейнмана–Каца для решений эволюционных уравнений I. 109

определена с помощью равенств

β t0µ (χB0 , χBn) = µ
(
Ct0
B0

⋂
B1

)
, B0, B1 ∈ R. (2.24)

Для непрерывного продолжения полуторалинейных форм с плотного в простран-
стве H подпространства S(R) на все пространство H достаточно потребовать от меры µ

обладания следующим свойством.

Определение 20. Цилиндрическую меру µ из a(ACyl) назовем непрерывной по базе, если
она удовлетворяет следующим условиям

∀ n ∈ N, ∀ t0 ≤ · · · ≤ tn ∈ R+, ∃M ∈ (0,+∞) : ∀ B1, . . . , Bn−1 ∈ A(R),

sup
u,v∈S(R): ∥u∥H=∥v∥H=1

∣∣∣β t0,t1,...,tnµ; B1,...,Bn−1
(u, v)

∣∣∣ ≤M ∥u∥H ∥v∥H . (2.25)

Заметим, что из условия (2.25) при n = 1 и t0 = t1 следует, что для любого t0 ≥ 0

существует число M ∈ (0,+∞) такое, что

sup
u,v∈S(R): ∥u∥H=∥v∥H=1

∣∣β t0µ (u, v)
∣∣ ≤M ∥u∥H ∥v∥H .

Семейство непрерывных по базе цилиндрических мер, заданных на алгебре ACyl,
будем обозначать через aBc(ACyl).

Определение 21. Мера µ ∈ a(ACyl) называется стационарной, если для всякого τ > 0

и любого n ∈ N для произвольных 0 ≤ t0 ≤ · · · ≤ tn и B0, B1, . . . , Bn ∈ A(R) имеет место
равенство

µ
(
C t0,..., tn
B0,...,Bn

)
= µ

(
C t0+τ,...,tn+τ
B0,...,Bn

)
.

Множество стационарных цилиндрических мер, заданных на алгебре ACyl, обозначается
символом aS(ACyl).

Замечание 22. Поясним предварительно: свойство непрерывности по базе цилиндриче-
ской меры позволяет получить ограниченную полуторалинейную форму в H, значения
которой на индикаторных функциях суть значения цилиндрической меры на множествах
из Cyl. По ограниченной полуторалинейной форме однозначно восстанавливается многопа-
раметрическая операторнозначная функция. Далее, свойство стационарности предоставит
возможность осуществить переход к однопараметрической оператор-функции.

Лемма 23. Всякая мера µ ∈ ImΛ = aΛ(ACyl) является непрерывной по базе и стационар-
ной, т. е.

aΛ(ACyl) ⊂ aBc(ACyl)
⋂

aS(ACyl) ≡ aBc,S(ACyl).

Доказательство. Действительно, пусть F ∈ Mm(R+, B(H)) и µF = Λ(F). Тогда при n = 0

для любого t0 ≥ 0 в силу (2.18) имеем

βt0
µF
(χB0 , χB1) = µF

(
Ct0
D0

⋂
B1

)
=
(
χB0

⋂
B1 ,F(0)χB0

⋂
B1

)
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согласно (2.24) при любых B0, B1 ∈ R. Следовательно, форма βt0
µF

удовлетворяет усло-
вию (2.25). Поскольку нормы проекторов PB не превосходят единицы, то для любых
B1, . . . , Bn−1 ∈ A(R) и для произвольного набора временных индексов 0 ≤ t0 < · · · < tn вы-
полняется следующее неравенство

∣∣(χBn ,F(sn − sn−1)PBn−1 . . .PB1F(s1 − s0)χB0)
∣∣

⩽
∏

k=1...n

∥F(sk − sk−1)∥B(H)

√
λ(B0)λ(Bn). (2.26)

Пусть u =
n∑
k=1

δkχDk
, v =

n∑
k=1

βkχBk
∈ S(R) при некоторых δj, βi ∈ C и Dj, Bi ∈ R.

Тогда по определению продолжения функции (2.23) на пространство S(R) по условию
полуторалинейности справедливо равенство

β t0,...,tn
µ;B1,...,Bn−1

(u, v) = (u,F(sn − sn−1)PBn−1 . . .PB1F(s1 − s0)v)

и, следовательно, справедлива оценка

∣∣(u,F(sn − sn−1)PBn−1 . . .PB1F(s1 − s0)v)
∣∣ ⩽

∏

k=1...n

∥F(sk − sk−1)∥B(H) ∥u∥H ∥v∥H , (2.27)

доказывающая непрерывность по базе меры µF. Стационарность меры µF следует из усло-
вий (2.17), (2.18).

Теорема 24. Мера µ ∈ aBc(ACyl) задает двухпараметрическое семейство ограниченных
линейных операторов Uµ(t1, t2), t1, t2 ≥ 0, в пространстве H.

Доказательство. Для произвольно зафиксированных 0 ≤ t0, . . . , tn и B1, . . . , Bn−1 ∈ R
функционал (2.23) определяет ограниченную (2.25) полуторалинейную форму на про-
странстве S(R), а значит может быть по непрерывности продолжен единственным об-
разом до ограниченной полуторалинейной формы β t0,t1,...,tnµ; B1,...,Bn−1

на всем H. Следовательно
(см. [58]), с ограниченной полуторалинейной формой β t0,t1,...,tnµ; B1,...,Bn−1

ассоциирован ограни-
ченный линейный оператор U t0, ..., tn

µ; B1, ..., Bn−1
, действующий в H, по формуле:

(
g, U t0, ... ,tn

µ; B1, ... ,Bn−1
f
)
= β t0, t1, ..., tn

µ; B1, ..., Bn−1
(f, g), f, g ∈ H.

При этом существует зависящая от выбранных t0 ≤ · · · ≤ tn ∈ R+ постоянная M ∈ (0,+∞)

такая, что для любых B1, . . . , Bn−1 ∈ A(R) выполняется неравенство
∥∥∥U t0, ... ,tn

µ; B1, ... ,Bn−1

∥∥∥
B(H)

≤M.

В частности, для n = 1 мы получаем

(
χB1 , U

t0, t1
µ χB0

)
= βt0,t1µ (χB0 , χB1) = µ

(
C t0, t1
B0, B1

)
, C t0, t1

B0, B1
∈ Cyl. (2.28)
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Таким образом, можно построить двухпараметрическую операторнозначную функцию
Uµ : R+ × R+ → B(H) при любых t0, t1 ∈ R+ : t0 < t1, которая в силу взаимно однознач-
ного соответствия между ограниченными полуторалинейными формами в H и ограничен-
ными линейными операторами из B(H), а также ввиду всюду плотности пространства
S(R) в пространстве H, однозначно определяется равенством (2.28) по значениям

(χB1 , Uµ(t0, t1)χB0) = µ
(
C t0, t1
B0, B1

)
, ∀B0, B1 ∈ R; t0, t1 ∈ R+, t0 ≤ t1. (2.29)

Множества мер aS(ACyl) и aBc(ACyl) являются, как нетрудно проверить, линейны-
ми подпространствами в пространстве мер a(ACyl). Рассмотрим линейное пространство
aS,Bc(ACyl) = aS(ACyl) ∩ aBc(ACyl).

Теорема 25. Равенство
V(µ) = Fµ, µ ∈ aS,Bc(ACyl),

где
Fµ(t) = Uµ(0, t), t ≥ 0, (2.30)

задает на линейном пространстве aS,Bc(ACyl) линейное отображение

V : aS,Bc(ACyl) → Mm(R+, B(H)).

Доказательство. В силу стационарности меры µ двухпараметрическое семейство огра-
ниченных линейных операторов, заданное условием (2.29), удовлетворяет равенству

Uµ(0, t) = Uµ(τ, t+ τ), τ, t ≥ 0.

Следовательно, равенство (2.30) определяет операторнозначное отображение

Fµ ∈ M(R+, B(H)).

Значение операторнозначного отображения при t = 0 в силу (2.30) и (2.29) обладает
свойством

(χB0 ,Fµ(0)χB1) = µ
(
C0, 0
B0,B1

)
= µ

(
C0
B0

⋂
B1

)
=
(
χB0

⋂
B1 ,Fµ(0)χB0

⋂
B1

)
. (2.31)

Остается доказать, что заданный равенством (2.31) оператор Fµ(0) самосопряжен и
принадлежит алгебре Am.

В силу (2.31), Fµ(0) ∈ B(H) и (Fµ(0)χB′
0
, χB′′

0
) = 0 для любых B′

0, B
′′
0 ∈ R таких, что

B′
0

⋂
B′′

0 = ∅. Тогда оператор Fµ(0) симметричен на плотном в пространстве H подпро-
странстве S(R). Симметричный плотно определенный оператор Fµ(0) ограничен и допус-
кает продолжение по непрерывности на пространство H, которое является ограниченным
самосопряженным оператором.
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Далее, для всякой функции u ∈ S(R) вида u =
n∑
k=1

αkχBk
при некоторых n ∈ N, αj ∈ C,

Bj ∈ R и для всякого множества B ∈ R из условия (2.31) получаем, что справедлива це-
почка равенств

(u, Fµ(0)PBu) =
n∑

j,k=1

αkᾱj
(
χBk

, Fµ(0)χBj∩B
)
=

n∑

k=1

|αk|2 (χBk∩B, Fµ(0)χBk∩B)

=
n∑

k=1

|αk|2 (χBk∩B, Fµ(0)χBk
) = (PBu, Fµ(0)u) = (u, PBFµ(0)u) .

Из равенства квадратичных форм операторов на всюду плотном подпространстве S(R)

следует их равенство на всем гильбертовом пространстве H:

Fµ(0)PB = PBFµ(0) ∀B ∈ R.

Значит, оператор Fµ(0) принадлежит коммутанту абелевой алгебры Am(H), где
H = L2(E,R, λ,C). Абелева алгебра операторов Am(H) изоморфна алгебре L∞(E,R, λ,C).
Следовательно, она является алгеброй фон Неймана и совпадает со своим вторым ком-
мутантом. А поскольку алгебра Am(H) коммутативна, то ее коммутант совпадает с ее
вторым коммутантом. Поэтому Fµ(0) ∈ Am(H).

Таким образом, по значениям цилиндрической меры µ ∈ aS,Bc(ACyl) на двувремен-
ных и одновременных цилиндрах построена операторнозначная функция
Fµ ∈ Mm(R+, B(H)). Отображение aS,Bc(ACyl) → Mm(R+, B(H)) линейно, но не инъек-
тивно. Для получения инъективного отображения сузим область определения до класса
мер, значения которых на произвольных цилиндрических множествах восстанавливаются
по значениям на двувременных и одновременных цилиндрических множествах.

Определение 26. Непрерывную по базе меру µ из семейства aBc((ACyl)) будем называть
марковской, если

U tm, ..., tn−1, tn
µ; Bm+1, ..., Bn−1

PBmU t0, ... tm−1, tm
µ;B1, ... Bm−1

= U t0, ... tn
µ; B1, ...Bn−1

,

∀ t0, . . . , tn : 0 ≤ t0 < . . . < tm < . . . tn; ∀B1, . . . , Bn−1 ∈ R.
(2.32)

Если условие (2.32)) выполнено при всех B1, . . . , Bn−1 ∈ AR, то мера µ называется строго
марковской.

Через aM((ACyl)) (aM∗
((ACyl))) обозначим совокупность марковских (строго марков-

ских) цилиндрических мер, заданных на цилиндрической алгебре ACyl. В наших обозна-
чениях имеем aM

∗
((ACyl)) ⊂ aM((ACyl)) ⊂ aBc((ACyl)).

Замечание 27. Данное свойство позволяет получать значения многовременной оператор-
нозначной функции U t0, ... tn

µ; B0, ...Bn−1
по значениям двувременных оператор-функций Uµ(t0, t1),
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t0, t1 ∈ R+. Например, значения меры на цилиндрах с трехвременными основаниями за-
даются равенством Ut0,t1,t2

µ; B1
= Ut1,t2

µ PB1 U
t0,t1
µ при любом B1 ∈ AR. Продолжение меры на

всю алгебру ACyl может быть проведено с применением индукциии.

Лемма 28. Всякая мера из множества aΛ(ACyl) является марковской.

Доказательство. Если µ ∈ aΛ(ACyl), то существует функция F ∈ Mm(R+, B(H)) такая,
что µ = Λ(F) ≡ µF. Для произвольно зафиксированных 0 ≤ t0, . . . , tn и B1, . . . , Bn−1 ∈ R
рассмотрим многопараметрическое отображение U t0, ... tn

µF; B0, ...Bn−1
, порожденное цилиндриче-

ской мерой µF ∈ aΛ(ACyl). Тогда для произвольных B0, Bn ∈ R имеем
(
χBn , U

t0, ... ,tn
µF; B1, ... ,Bn−1

χB0

)
= µF

(
C t⃗
B⃗

)
= (χBn ,F(tn − tn−1) . . .PB1F(t1 − t0)χB0) .

Полученное равенство имеет место для индикаторных функций произвольных множеств
B0, Bn ∈ R. По линейности скалярного произведения в H можно заключить, что оно
будет выполняться и для произвольных функций f, g ∈ S(R). В виду того, что S(R) всюду
плотно в H получаем равенство

U t0, ... ,tn
µF; B1, ... ,Bn−1

=
[
F(tn − tn−1)PBn−1 . . .F(tm+1 − tm)

]
PBm [F(tm − tm−1) . . .PB1F(t1 − t0)]

= U tm,...,tn−1, tn
µF; Bm+1,..., Bn−1

PBmU t0,...tm−1, tm
µF;B1,...Bm−1

, (2.33)

означающее выполнение условия марковости для меры µF.

Исследуем отображение, обратное к инъективному отображению Λ.

Теорема 29. Образ aΛ(C) отображения Λ совпадает с пространством aBc,S,M(ACyl).
Определенное равенством (2.30) отображение V : aBc,S,M(ACyl) → Mm(R+, B(H)) явля-
ется обратным к биектиному отображению Λ : Mm(R+, B(H)) → aΛ(ACyl).

Доказательство. Согласно леммам 23, 28 имеем ImΛ = aΛ(ACyl) ⊂ aBc,S,M(ACyl). Кроме
того, из (2.33) и теоремы 25 следует, что если µF ∈ ImΛ, то FµF(t) = F(t), т. е.

V ◦Λ = I : Mm(R+, B(H)) → Mm(R+, B(H)).

Согласно теореме 25 имеет место вложение Im(V) ⊂ Mm(R+, B(H)). Для некоторой ме-
ры µ ∈ aBc,S,M(ACyl) рассмотрим цилиндрическую меру Λ ◦ V(µ) = µV(µ). Нам нужно
установить равенство мер µ и µV(µ). А так как обе меры обладают свойством марковости
(2.32) (согласно лемме 28), достаточно установить равенство их значений на произвольном
двувременном и одновременном цилиндрическом множестве из полукольца Cyl. Для лю-
бого двупараметрического C t0, t1

B0, B1
∈ Cyl и всякого одновременного C t

B ∈ Cyl при помощи
(2.29), (2.30) и (2.31) имеем

µV(µ)
(
C t0, t1
B0, B1

)
= (χB1 , V(µ)[t1]χB0) = µV(µ)

(
C t0, t1
B0, B1

)
,
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µV(µ)
(
C t
B

)
= (χB, V(µ)χB) = µ

(
C t
B

)
.

Значит, µ = Λ(V(µ)) и µ ∈ aΛ(ACyl), и поэтому aΛ(ACyl) = aBc,S,M(ACyl).

Лемма 30. Функция F ∈ Mm, удовлетворяющая условию F(0) = I, является однопара-
метрической полугруппой тогда и только тогда, когда мера µF = Λ(F) является строго
марковской.

Доказательство. Если функция F является однорараметрической полугруппой, то из
(2.33) следует выполнение (2.32) при произвольных B1, . . . , Bn−1 ∈ AR. В обратную сторо-
ну утверждение леммы следует из (2.32) при n = 2, m = 1 и B1 = E.

3. Сходимость случайных процессов

3.1. Обобщенная слабая сходимость случайных векторов. Пусть E – век-
торное пространство, R – кольцо подмножеств, а A(R) – минимальная алгебра, порож-
денная кольцом R. Будем рассматривать случайные величины, распределения которых
суть конечно-аддитивные меры ограниченной вариации, определенные на данном кольце
множеств R. Банахово пространство таких мер договоримся обозначать через ba(E, R).
Нам потребуется усреднять операторы сдвига аргумента, заданные на подходящем функ-
цональном пространстве. В качестве пространства функций бесконечномерного аргумента
для представления алгебры операторов сдвига предлагается брать пространство функций,
квадратично интегрируемых по некоторой неотрицательной конечно-аддитивной мере λ,
заданной на кольце множеств R. Тогда гарантировать равномерную ограничесть семей-
ства операторов сдвига аргумента на вектор может тот факт, что функциональное про-
странство строится относительно трансляционно инвариантной меры:

∥Shf∥2 =
∥∥∥∥∥Sh

(
n∑

k=1

αkχBk
(x)

)∥∥∥∥∥

2

=
n∑

k, j=1

αkαj(χBj+h(x), χBk+h(x))

=
n∑

k, j=1

αkαjλ(Bj ∩Bk) =
n∑

k=1

|αk|2λ(Bk) = ∥f∥2, ∀ f ∈ S(R).

Следовательно, чтобы применять операторный подход для анализа операторов сдвига на
случайные векторы гильбертова пространства E, меру на E для построения простран-
ства представления стоит выбрать трансляционно инвариантной. Выбор трансляционно
инвариантной меры на пространстве E приводит к необходимости рассмотрения конечно-
аддитивных мер, определенных на некотором кольце R подмножеств пространства E.

Пусть X – некоторое локально-выпуклое пространство R|B(C)-измеримых функ-
ций, инвариантное относительно оператора сдвига аргумента на произвольный вектор
пространства E. Здесь B(C) – борелевская σ-алгебра множеств в C.
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Определение 31. Оператором свертки с мерой µ ∈ a(E, R) назовем линейный ограни-
ченный оператор Φµ, действующий на пространстве X по формуле

Φµu(x) =

∫

E

u(x− y) dµ(y) ∀u ∈ X , ∀x ∈ E, (3.1)

при условии, что зависящий от параметра интеграл (3.1) существует.

Замечание 32. Если µ представляет собой распределение случайной величины ξ, то опе-
ратор (3.1) есть ни что иное, как математическое ожидание оператора Sξ : X → X сдвига
на случайный вектор ξ (пространство X инвариантно относительно оператора сдвига ар-
гумента на произвольный вектор пространства E). Для счетно-аддитивных мер и изме-
римых относительно соответствующих σ-алгебр функций это утверждение является след-
ствием [17, теорема 3.6.1]. Распишем для случая конечно-аддитивных мер и ограниченных
R|B(C)-измеримых функций из X :

(ESξ)u(x) =
∫

Ω

u(x− ξ(ω)) dP(ω) =
∫

Ω

f ◦ ξ(ω) dP(ω) = lim
|τ |→0

N∑

j=1

ajP
(
(f ◦ ξ)−1(∆j)

)
.

Здесь

f ◦ ξ(Ω) =
N⊔

j=1

∆j, aj ∈ ∆j, j = 1, . . . , N, τ = {∆1, . . . ,∆N}, |τ | = max
k=1,...,N

diam(∆k),

(ESξ)u(x) = lim
N→∞

N∑

j=1

ajP ◦ ξ−1
(
f−1(∆j)

)
=

∫

E

u(x− y) dµ(y).

Если рассматриваемая функция неограничена, но измерима и интегрируема по ука-
занной мере, то в качестве отрезка [A, B] берем последовательность [AN , BN ] такую, что
AN → −∞ и BN → +∞ при N → ∞. Для каждого номера N ∈ N повторяем рассуждения
и, затем, переходим к пределу, что обосновано в силу предположения об интегрируемости
функции.

Обозначим согласно L(X ) локально-выпуклое пространство линейных ограниченных
операторов на X , а через baX (E, R) – подпространство мер, для которых свертка с мерой
функций из X определена. Если baX (E, R) непусто, то имеем отображение

Ψ : baX (E, R) → L(X ) : Ψ(µ) = Φµ.

Определение 33. Последовательность мер (µn)
∞
n=1 ⊂ baX (E, R) называется сходящейся

(L(X (E)), τ)-слабо к мере µ ∈ ba(E, R), если последовательность операторов Φµn = Ψ(µn),
действующих в пространстве X (E) согласно (3.1), сходится в пространстве L(X (E)), снаб-
женном некоторой топологией τ , к оператору Φµ = Ψ(µ).

Определение 34. Последовательность случайных величин (ξn) называется сходящейся
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(L(X (E)), τ)-слабо по распределению к случайной величине ξ, если последовательность
мер (µn)

∞
n=1 ⊂ baX (E, R), где

µn(A) = P ◦ ξ−1
n (A), ∀A ∈ R,

сходится (L(X (E)), τ)-слабо к мере µ, определяемой по формуле

µ(A) = P ◦ ξ−1(A), ∀A ∈ R.

В статье [33] теорема 2 показывает, что определение 33 является обобщением слабой
сходимости радоновых мер, если в качестве X выбрать пространство непрерывных и огра-
ниченных функций на метрическом пространстве E, снабженное топологией поточечной
сходимости, а в качестве топологии на пространстве L(X ) принять сильную операторную
топологию τSOT .

Такое обобщение понятия слабой сходимости мер позволяет индуцировать тополо-
гии вида Ψ−1(τ) на пространстве мер по топологии на пространстве операторов L(X ).
При этом классическая слабая топология на пространстве мер является частным случаем
в общей схеме. К примеру, зафиксируем в качестве топологии на пространстве операторов
L(X ) сильную операторную топологию. Тогда, если топология на пространстве X опре-
деляется семейством полунорм {ϕα, α ∈ I}, то X -слабая топология τwX на пространстве
baX (E, R) задается семейством функционалов {Φα, u, α ∈ I, u ∈ X}, действие которых
для каждой меры baX (E, R) дается формулой

Φα, u(µ) = ϕα

(∫

E

u(x− y) dµ(y)

)
, α ∈ I, u ∈ X .

Различные топологии на пространстве мер и взаимосвязи между ними были исследованы
в работе [33].

Замечание 35. В последней статье приведен пример последовательности распределений
на конечномерном евклидовом пространстве E, сходящихся (L2(E), τw)-слабо, но не схо-
дящихся Cb(E)-слабо.

3.2. Обобщенная слабая сходимость случайных процессов

Определение 36. Последовательность случайных процессов {ξn(t, •), t ∈ T}, задавае-
мых согласно определению 10, сходится (L(Xt(Et)), τt)-слабо поточечно, если для любого
временного индекса t ∈ T имеет место (L(Xt(Et)), τt)-слабая сходимость по распределению
последовательности ξn(t) случайных величин к случайной величине ξ(t).

Теорема Чернова позволяет исследование сходимости мер свести к вопросу о сходи-
мости операторнозначных отображений
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Теорема 37 ([36], Чернов). Пусть X – банахово, а B(X) – снабженное операторной
нормой банахово пространство линейных ограниченных операторов, действующих на X.
Рассмотрим сильно непрерывную операторнозначную функцию F : [0, ∞) → B(X), удо-
влетворяющую следующим условиям:

• F(0) = I;
• найдется такое a ∈ R, что ∥F(t)∥B(X) ⩽ eat при всех t ⩾ 0;
• существует линейный плотно определенный оператор A : D(A) → X, для кото-

рого имеет место равенство A = lim
t→0

F(t)−I
t

в смысле сильной операторной топо-
логии.

Тогда, если оператор A замыкаем и его замыкание является генератором сильно
непрерывной полугруппы U(t), t ⩾ 0, то для любого f ∈ X и произвольного T > 0 имеет
место

lim
n→∞

{
sup
t∈[0, T ]

∥∥∥∥
((

F
(
t

n

))n
−U(t)

)
f

∥∥∥∥
X

}
= 0.

Пусть X – некоторое банахово пространство R-измеримых функций, инвариантное
относительно оператора сдвига аргумента на произвольный вектор пространства E.

Теорема 38. Пусть ξ(t, •)t⩾0 – случайный процесс в смысле определения 3, принима-
ющий значения в некотором векторном пространстве E с кольцом R; пусть также
ξn(t, •)t⩾0 – последовательность случайных процессов таких, что процессы независимы
в совокупности и для любых n ∈ N и t ⩾ 0 имеет место

P ◦ ξ−1(A) = P ◦ ξ−1
n (A), ∀A ∈ A(R).

Пусть для каждого t ⩾ 0 отображение u → F(t)u = E(Sξ(t)u) является корректно
определенным на пространстве X . Если операторнозначная функция F(t), t ⩾ 0, удовле-
творяет условиям теоремы Чернова, то последовательность случайных процессов

{
ηn(t) = ξn

(
t

n

)
+ · · ·+ ξ1

(
t

n

)
, t ⩾ 0

}

(B(X ), τsot)-слабо сходится по распределению к марковскому цилиндрическому случайно-
му процессу, являющемуся образом полугруппы exp(F′(0)t), t ⩾ 0, при отображении Λ.

Доказательство. Для всякого t ⩾ 0 и для любого f ∈ X имеет место равенство

E(Sξn(t)◦· · ·◦Sξ1(t)f) = E(f(x−ξ1(t)−· · ·−ξn(t))) =
∫

Ω

f(x−ξ1(t, ω)−· · ·−ξn(t, ω)) dP(ω)

=

∫

E×···×E

f(x− y1 · · · − yn) dµ1,...,n(y⃗) =

∫

E×···×E

gf, x(y1 + · · ·+ yn) dµ1,...,n(y⃗).

Поскольку интеграл определен корректно, то в случае ограниченной функции f интеграл
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можно выразить через предел интегральных сумм при измельчении множества значений

gf, x(E) =
N⊔

j=1

∆j ⊂ C, aj ∈ ∆j, j = 1, . . . , N,

τ = {∆1, . . . ,∆N}, |τ | = max
k=1... N

diam(∆k),

E(Sξn(t) ◦ · · · ◦ Sξ1(t)f) = lim
|τ |→0

N∑

k=1

akµ1,...,n

{
y⃗ ∈ E × · · · × E | y1 + · · ·+ yn ∈ g−1

f, x(∆k)
}

= lim
|τ |→0

N∑

k=1

ak

∫

E

dµ1(y1)

∫

E

dµ2(y2) · · ·
∫

E

dµn(yn)χg−1
f, x(∆k)−y1− ...−yn−1

(yn)

= lim
|τ |→0

N∑

k=1

ak

∫

E

dµ1(y1)

∫

E

dµ2(y2) · · ·
∫

E

dµn(yn)χg−1
f, x(∆k)

(y1 + · · ·+ yn−1 + yn)

=

∫

E

dµ1(y1)

∫

E

dµ2(y2) · · ·
∫

E

dµn(yn)gf, x(y1 + · · ·+ yn−1 + yn)

=

∫

E

dµ1(y1)

∫

E

dµ2(y2) · · ·
∫

E

dµn(yn)f(x− y1 − · · · − yn−1 − yn)

= ESξn(t) ◦ · · · ◦ ESξ1(t)f = (F(t))nf.

Подобно тому, как это оговаривалось в замечании 32, результат можно распространить на
случай неограниченных измеримых функций, если интегралы выше для них корректно
определены. Отметим, что для случая счетно-аддитивных борелевских нормированных
мер этот результат можно найти в [59]. Поскольку в условиях теоремы мы предполагаем,
что оператор F(t) удовлетворяет условиям теоремы Чернова, то, обозначив замыкание
оператора A, фигурирующего в теореме 37, через F′(0), получаем, что для любого f ∈ X
и всякого T > 0:

lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥E
(
Sξn( t

n
)+···+ξ1( t

n
)f
)
− exp(F′(0)t)f

∥∥∥
X
= 0.

Последнее означает (L(X ), τSOT )-слабую сходимость по распределению последовательно-

сти случайных процессов
{
ηn(t) = ξn

(
t

n

)
+ · · ·+ ξ1

(
t

n

)
, t ⩾ 0

}
к марковскому процес-

су {η(t), t ⩾ 0}, соответствующему полугруппе exp(F′(0)t), t ⩾ 0, причем

exp(F′(0)t)f = E(Sη(t)f).

Последнее означает, что η является обобщенным цилиндрическим процессом, представи-
мым комплекснозначной конечно-аддитивной мерой µη = Λ(exp(F′(0)t)) в соответствии с
определением 10. При этом в силу теоремы 29 и леммы 30 процесс η обладает свойствами
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стационарности и строгой марковости.

Замечание 39. Для последовательности композиций независимых случайных операто-
ров сдвига на вектор евклидова пространства утверждение теоремы включает утвержде-
ние центральной предельной теоремы для сумм независимых случайных векторов, если в
качестве пространства X(E) выбрать пространство Cb(E) с топологией поточечной схо-
димости [32,33].

3.3. Цилиндрически поточечная сходимость случайных процессов.
Пусть {ξ(t, •), t ∈ R+} – обобщенный случайный процесс со значениями в пространстве E.
При этом для всякого t ≥ 0, ξ(t) есть случайная величина со значением в E. Пусть ему
соответствует цилиндрическая мера µξ, заданная на цилиндрической алгебре ACyl про-
странства траекторий M(R+, E).

Определение 40 ([43, 44]). Последовательность обобщенных случайных векторнознач-
ных процессов ξn(t) сходится цилиндрически поточечно к обобщенному процессу ξ(t), если
для всякого цилиндрического множества C t⃗

B⃗
∈ Cyl имеет место

lim
n→∞

µξn

(
C t⃗
B⃗

)
= µξ

(
C t⃗
B⃗

)
. (3.2)

В силу свойства аддитивности цилиндрических мер сразу получаем, что из предель-
ного соотношения (3.2) будет следовать аналогичное для любого множества, принадлежа-
щего цилиндрической алгебре ACyl. Отметим также, что

µξ

(
C t⃗
B⃗

)
= P ◦ ξ⃗−1

t⃗
(B1 ×B2 × · · · ×Bn) = Pt1,...,tn(B1 ×B2 × · · · ×Bn).

Таким образом, цилиндрически поточечная сходимость процесса эквивалентна поточеч-
ной сходимости конечномерных распределений на алгебрах At1,...,tn . Заметим, что даже
для классических вероятностных борелевских мер на метрическом пространстве из слабой
сходимости последовательности мер не следует сходимость их значений на всяком бэров-
ском множестве, согласно [60, пример 8.1.4]. С другой стороны, по теореме Александрова
[60] слабая сходимость последовательности вероятностных мер эквивалентна сходимости
последовательности их значений на всяком борелевском множестве непрерывности, т. е.
множестве с границей меры нуль. Так, с точки зрения классической теории вероятностей
цилиндрически поточечная сходимость сильнее классической сходимости последователь-
ности случайных процессов в смысле конечномерных распределений.

Теорема 41. Пусть {µn} : N → aBc,S,M(ACyl) – последовательность обобщенных цилин-
дрических случайных процессов со значениями в измеримом пространстве (E, A(R)).
Тогда из поточечной на алгебре ACyl сходимости последовательности {µn} к непрерыв-
ному по базе стационарному марковскому процессу µ ∈ aBc,S,M(ACyl) следует поточечная
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на полуоси R+ сходимость в слабой операторной топологии последовательность опера-
торнозначных функций (V(µξn))

∞
n=1 к операторнозначной функции V(µξ). Если последова-

тельность оператор-функций {Fk} : N → Mm(R+, B(H)) сходится к оператор-функции
F ∈ Mm(R+, B(H)) в сильной операторной топологии поточечно на полуоси R+, то име-
ет место поточечная сходимость соответствующих им обобщенных цилиндрических
процессов {Λ(Fk)} на алгебре ACyl к обобщенному процессу Λ(F).

Доказательство. Докажем, что из поточечной на ACyl сходимости последовательности
{µξn} : N → aBc,S,M(ACyl) к предельной мере µξ следует сходимость в слабой операторной
топологии последовательности {V(µξn)(t)} к оператору V(µξ)(t) при каждом t ≥ 0. Сходи-
мость V(µξn) к V(µξ) при n → ∞ в слабой операторной топологии поточечно на полуоси
R+ в силу всюду плотности множества S(E, R, C) в пространстве H равносильна тому,
что

lim
k→∞

(χB1 , V(µξk)[t]χB0) = (χB1 , V(µξ)[t]χB0) ∀ t ⩾ 0, ∀B0B1 ∈ R.

В силу теоремы 29 и свойства стационарности (определение 21) рассматриваемых цилин-
дрических мер, это эквивалентно следующему:

lim
k→∞

µξk
(
C 0, t
B0, B1

)
= µ

(
C 0, t
B0, B1

)
, ∀ t ⩾ 0, ∀B0, B1 ∈ R.

Последнее равенство следует из поточечной сходимости цилиндрических мер.
Докажем вторую часть утверждения. Пусть Fk(t) сходится в сильной операторной

топологии к F(t) при каждом t ≥ 0. Докажем, что тогда lim
k→∞

µFk(C) = µF(C) при любых
C ∈ ACyl. Принимая во внимание аддитивность меры на алгебре ACyl, а также соотноше-
ния (2.17) и (2.19), достаточно проверить утверждение для цилиндрических множеств с
базой, включающей только множества из кольца R. Напомним, что тогда значения ци-
линдрических мер определяются как

µFk
(
C s⃗
B⃗

)
=
(
χBn ,Fk(sn − sn−1)PBn−1 . . .PB1Fk(s1 − s0)χB0

)
,

n ∈ N, Bi ∈ R, ∀ i = 0, . . . , n.

Значит, поточечная сходимость цилиндрических мер µFk к мере µF следует из леммы 15
и следствия 13.

3.4. Связь обобщенной слабой и поточечной сходимости. Установим связь
между обобщенной слабой сходимостью векторнозначных и операторнозначных процессов
с одной стороны, и цилиндрической поточечной сходимостью соответствующих им цилин-
дрических мер с другой. Пусть E – сепарабельное гильбертово пространство. Если E ко-
нечномерно, то мы фиксируем кольцо RL измеримых по Лебегу ограниченных множеств, а
также A(RL) минимальную алгебру, порожденную кольцом RL. В случае бесконечномер-
ного пространства все менее тривиально, поскольку не существует меры Лебега, т. е. нетри-
виальной, счетно-аддитивной, σ-конечной, локально конечной и трансляционно инвари-
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антной борелевской меры на бесконечномерных нормированных пространствах [41]. Одна-
ко, лишаясь одного из этих свойств, можно получить аналоги меры Лебега. Поскольку, как
уже отмечалось ранее, нас интересуют трансляционно инвариантные и σ-конечные меры,
необходимо отказаться от свойства счетной-аддитивности. Для того, чтобы в дальнейшем
иметь возможность применять развиваемую теорию, рассмотрим конечно-аддитивную ме-
ру, удовлетворяющую заявленным требованиям. С подробным описанием ее построения и
свойств можно ознакомиться в работах [34,44]. Мы же сейчас дадим краткий обзор. Итак,
пусть E – бесконечномерное сепарабельное гильбертово пространство.

Определение 42. Брусом в пространстве E назовем такое множество Π ⊂ E, что суще-
ствует ортонормированный базис E в пространстве E, в котором координаты элементов
множества Π удовлетворяют условию

Π = {x ∈ E : (x, ej) = xj ∈ [aj, bj) ∀ j ∈ N}, −∞ < aj < bj < +∞, j ∈ N.

Брус является непустым множеством в том и только в том случае, если
∞∑
j=1

c2j < +∞,

где cj = inf
x∈[aj , bj)

|x|, j ∈ N.

Определение 43. Брус называется измеримым, если он либо пустой, либо следующий
ряд для него сходится:

∞∑

j=1

max{0, ln(bj − aj)}.

Фиксируем некоторый ОНБ E в пространстве E. Обозначим с помощью K1(E) со-
вокупность всех измеримых брусов, ребра которых сонаправлены векторам некоторого
ортонормированного базиса E в пространстве E. Пусть rE – кольцо подмножеств про-
странства E, порожденное семейством множеств K1(E).

Лемма 44 ([43, 44]). Семейство K1(E) не образует полукольца. Тем не менее, всякая
теоретико множественная разность элементов множества K1(E) может быть пред-
ставлена в виде счетного объединения элементов из семейства K1(E).

Введем следующее семейство множеств

K2(E) =
{
Π \

n⋃

k=1

Πk

∣∣∣∣ Π, Π1, . . .Πn ∈ K1(E), n ∈ N

}

и совокупность K3(E) всех возможных конечных объединений множеств из K2(E).

Лемма 45 ([43]). Семейство K3(E) является полукольцом, а семейство K3(E) являет-
ся кольцом для любого произвольно выбранного ортонормированного базиса E, при этом
K3(E) = rE .
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Зададим аддитивную функцию множества λ1E на семействе K1(E) согласно

λ1E(∅) = 0, λ1E(Π) = exp

( ∞∑

j=1

ln(bj − aj)

)
. (3.3)

Лемма 46 ([43]). Функция множества λE : K1(E) → [0,+∞), определенная равенством
(3.3), является аддитивной на семействе K1(E), и инвариантной относительно сдвига
на любой вектор пространства E.

По аддитивности данная функция единственным образом может быть продолжена
до конечно-аддитивной меры λ2E на кольце λ3E : K3(E) → C, причем λ3E |K1 = λ1E .

Определение 47. Множество A ⊂ E назовем λE -измеримым, если для всякого ε > 0 най-
дутся множества A1, A2 ∈ K3(E), удовлетворяющие соотношениям

A1 ⊂ A ⊂ A2, λ3E(A2 \ A1) < ε.

Лемма 48 ([43]). Семейство K(E), которое включает все λE-измеримые множества,
образует кольцо.

Определим внутреннюю меру и внешнюю меру как функции, заданные на множе-
стве 2E, которые при любом A ⊂ E удовлетворяют

λE(A) = sup
B∈K3(E)

B⊂A

λ3E(B) и λE(A) = inf
B∈K3(E)

A⊂B

λ3E(B).

Кроме того, для каждого A ∈ K(E) выполняется λE(A) = λE(A). Распространим однознач-
но меру λE на все кольцо K(E) так, что λE(A) = λE(A) = λE(A).

Лемма 49 ([38]). Пусть BR – шар радиуса R в пространстве E.
• Если R < 1√

2
, то λE(BR) = λE(BR) = λE(BR) = 0;

• Если R > 1√
2
, то λE(BR) = +∞ и λE(BR) = 0.

Предложенная мера является неотрицательной, конечно-аддитивной, при этом не
счетно-аддитивной, трансляционно инвариантной, локально конечной, σ-конечной и пол-
ной. Тем не менее, ввиду отсутствия свойства счетной аддитивности, ее продолжение по
схеме Лебега–Каратеодори невозможно, поскольку верхняя мера Каратеодори обращается
в нуль на всяком измеримом брусе [44]. Для данной меры корректно определено простран-
ство H = L2(E, KE, λE C) квадратично интегрируемых по мере λE функций [43].

Вернемся теперь к случайным процессам и сформулируем теорему, которая позволит
установить связь между сходимостью цилиндрических мер и обобщенной слабой сходимо-
стью, соответствующих им процессов.
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Теорема 50. Пусть последовательность E-значных случайных процессов {ξn(t), t ⩾ 0}
сходится (B(H), τSOT )-слабо поточечно к векторнозначному процессу {ξ(t), t ⩾ 0}. То-
гда последовательность цилиндрических мер (µn = V(Fn))

∞
n=1, заданных на цилиндри-

ческой алгебре ACyl пространства траекторий M(R+, E), сходится поточечно к мере
µ = V(F), где

Fn(t)u(x) = E
(
Sξn(t)u(x)

)
, и F(t)u(x) = E

(
Sξ(t)u(x)

)

для любого t ⩾ 0 и для всякой u ∈ H.

Доказательство. Сразу отметим, что в силу трансляционной инвариантности меры λE
оператор-функции Fn(t) и F(t) корректно определены (семейство операторов сдвига рав-
номерно ограничено, а меры, задающие распределения процессов, имеют ограниченные ва-
риации). Из обобщенной (B(H), τSOT )-слабой сходимости имеем для произвольного t ∈ R+

lim
n→∞

∥E(Sξn(t)u)− E(Sξ(t)u)∥H = 0.

Значит, Fn(t) сходится в сильной операторной топологии к оператору F(t). Но тогда по
теореме 41 имеем поточечную на алгебре ACyl сходимость последовательности цилиндри-
ческих мер (µn = V(Fn))

∞
n=1 к мере µ = V(F).

3.5. К случайным блужданиям в гильбертовом пространстве. Пусть
D ∈ B(E) – неотрицательный ядерный оператор с ортонормированным базисом собствен-
ных векторов E . Любой оператор D указанного класса определяет центрированную счет-
ную аддитивную гауссову меру νD на пространстве E такую, что мера νD имеет ковариа-
ционный оператор D.

Оператор сдвига на вектор h ∈ E определен на пространстве H = L2(E,KE , λE ,C)
равенством

Shu(x) = u(x− h).

Для каждого h ∈ H оператор Sh принадлежит банаховому пространству B(H) действу-
ющих в пространстве H ограниченных линейных операторов, наделенному операторной
нормой. При этом Sh является унитарным оператором в пространстве H.

Пусть h – случайный вектор пространства E распределение которого задает мера ν.
Тогда среднее значение U ∈ B(H) оператора случайного сдвига Sh задается интегралом
Петтиса ∫

E

Shdν(h) = U ⇔ (Uf, g) =

∫

E

(Shf, g)dν(h) ∀f, g ∈ H.

Согласно [61], справедлива

Теорема 51. Пусть D ∈ B(E) – неотрицательный ядерный оператор с ортонормиро-
ванным базисом из собственных векторов E. Тогда однопараметрическое семейство опе-
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раторов

Ut =

∫

E

ShdνtD(h), t ≥ 0, (3.4)

является однопараметрической полугруппой самосопряженных сжатий в пространстве H.
Полугруппа Ut, t ≥ 0, сильно непрерывна тогда и только тогда, когда оператор D

1
2 яв-

ляется ядерным.

Следствие 52. Пусть выполнены условия теоремы 51. Тогда генератор ∆ полугруппы
(3.4) является неположительным оператором в пространстве H.

Согласно теореме 51 инвариантная мера дает возможность описать случайные блуж-
дания в гильбертовом пространстве E посредством самосопряженного оператора Лапласа–
Вольтерра ∆ в пространстве L2(E,RE , λE ,C).

4. Заключение

Обобщенный случайный процесс отождествлен с цилиндрической мерой, заданной на
цилиндрической алгебре подмножеств в пространстве траекторий. Получены предельные
теоремы для обобщенных случайных процессов. Построено биективное соответствие меж-
ду комплекснозначными конечно аддитивными мерами, заданными на цилиндрических
алгебрах ACyl, и операторнозначными функциями, действующими в подходящем функци-
ональном пространстве. В части 2 с помощью построенной в настоящей статье биекции
будут получены формулы Фейнмана–Каца для решений эволюционных уравнений с по-
стоянными и переменными операторными коэффициентами.
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Том 3, Выпуск 2 УДК 514.7
Стр. 136–144 (2025) MSC 53C24, 53A05

Зависят ли свойства плоской замкнутой кривой от
выбора точки начала ее обхода?

И.Х. Сабитов

Аннотация. Доказывается, что выбор точки начала обхода замкнутой кри-
вой на плоскости влияет на свойства ее внешней геометрии.

Ключевые слова: замкнутая плоская кривая, обход, влияние выбора его
начала.

DOI: 10.26907/2949-3919.2025.2.136-144

1. Пример с кардиоидой

Когда обсуждается вопрос об использовании замкнутой кривой в каком-нибудь рас-
суждении, обычно не задумываясь берут какую-нибудь подходящую ее параметризацию
с согласованной по задаче ориентацией и начинают вычисления с удобной для расчетов
точки. При этом, как правило, не учитывают, не влияет ли выбор точки начала обхода
кривой на свойства кривой. Мы покажем, что если кривую рассматривать в функции ее
натурального параметра, то изменение начальной точки обхода кривой влияет как на ло-
кальные, так и на глобальные геометрические характеристики кривой, за исключением
случаев окружности. Другими словами, выбор точки начала обхода замкнутой кривой не
изменяет ее внутреннюю геометрию, но изменяет ее внешнюю геометрию.

Рассмотрим сначала пример кардиоиды с параметрическим уравнением

x = a sinφ(1− cosφ), y = −a cosφ(1− cosφ), 0 ≤ φ ≤ 2π,

где числовой параметр a > 0. Мы выбрали этот пример, потому что для него легко перейти
от углового параметра φ к натуральному параметру s:

s = 8a sin2 φ

4
, 0 ≤ s ≤ 8a. (1)

Далее, из (1) имеем

φ = 4arcsin

√
s

8a
, sinφ =

(4a− s)
√
s(8a− s)

8a2
, cosφ = 1− s(8a− s)

8a2
.

© 2025 И.Х. Сабитов
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Рис. 1

На основании этих равенств легко находим значения x(s), y(s) и их производных:

x(s) = (4a− s)

(√
s(8a− s)

)3

64a3
, y(s) =

[s(8a− s)− 8a2]s(8a− s)

64a3

x′(s) =
(12a2 − 8as+ s2)

√
s(8a− s)

16a3
, (2)

y′(s) = −(4a− s)(s2 − 8as+ 4a2)

16a3
. (3)

Из (2) и (3) выводим, что выполнено нужное для натуральной параметризации равенство

(x′)2(s) + (y′)2(s) = 1. (4)

Пусть начало обхода кардиоиды в точке M0(0, 0) при значении s = 0 и возвращаемся
в ту же точку при значении s = 8a. Считаем, что функции x(s), y(s) продолжаются по
периодичности с периодом T = 8a на все значения s.

Сдвинем начало отсчета в точкуM1

(
3
√
3a

4
,
3a

4

)
со значением s = 2a. Радиус-вектор

кривой с началом в новой точке обозначим как r∗(s). Натуральный аргумент s у кривой
r∗(s) по-прежнему будет изменяться от 0 до 8a. Новую кривую (см. рис 2) получаем как
образ отображения отрезка [0, 8a] в R2 со значениями координат x∗(s), y∗(s). Имеем:

x∗(s) =
(2a− s)[(s+ 2a)(6a− s)]3/2

64a3
, 0 ≤ s ≤ 6a

(10a− s)[(s− 6a)(14a− s)]3/2

64a3
, 6a ≤ s ≤ 8a,

y∗(s) =
(s+ 2a)(6a− s)[(s+ 2a)(6a− s)− 8a2]

64a3
, 0 ≤ s ≤ 6a,

(s− 6a)(14a− s)[(s− 6a)(14a− s)− 8a2]

643
, 6a ≤ s ≤ 8a.
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Рис. 2

Переименуем теперь M1 в M∗
0 с начальным значением параметра s = 0, как и по-

ложено в начале обхода. Тогда значению длины дуги, равной 2a, при новом обходе будет
соответствовать точка M∗

1 c координатами (x = 0, y = 2). Если новое положение кар-
диоиды получается из исходного ее положения просто движением, тогда по определению
движения все расстояния на плоскости должны оставаться без изменения. Расстояние на

плоскости между точками M0 и M1 равно
3

2
a, а расстояние между их образами M∗

0 и M∗
1

равно
√
13

2
a.

Итак, по внутренней геометрии (т. е., по кривой) расстояния в парах (M0,M1) и
(M∗

0 ,M
∗
1 ) оба равны 2a, а пространственные расстояния в них разные. Очевидно, равенство

внутренних расстояний остается верным для всех пар точек, значит, перенос начальной
точки отсчета приводит к появлению нового представления кардиоиды с координатами
(x∗, y∗), нетривиально изометричного исходному ее изображению как образа, в обоих слу-
чаях, одного и того же отрезка [0, 8a]. Как множества точек в R2, эти множества абсолютно
идентичны, но как отображения они различны и их связывает нетривиальная изометрия
между ними по равенству параметра s. Если изменение начала обхода кривой происходит
непрерывно, то соответствующая деформация кривой будет нетривиальным изгибанием
кривой, при котором дуги непрерывно переходят в дуги с теми же длинами, но с разными
по длине хордами.

2. Основная теорема

То, что это так для всех кривых, кроме случая окружности, подтверждается следу-
ющей теоремой.

Теорема 1. Для того, чтобы у замкнутой C1-гладкой кривой равные по длине дуги имели
равные по длине хорды, необходимо и достаточно, чтобы кривая была окружностью.

Доказательство. Достаточность условия очевидна, проверим его необходимость. Пусть
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на кривой с натуральным уравнением r = r(s) выделена некоторая дуга длины ∆s > 0.
Тогда расстояние на плоскости между концевыми точками r(s) и r(s+∆s) этой дуги равно

√
(r(s+∆s)− r(s))2

и оно при любом s зависит только от ∆s. Обозначим эту зависимость как f(∆s) > 0. Тогда

(r(s+∆s)− r(s))2 = f 2(∆s). (5)

Обозначим для краткости ∆s как t. Из уравнения (5) при s = 0 имеем

f 2(t) = (r(t)− r(0))2,

так что уравнение (5) c учетом периодичности координат точек замкнутой кривой при
всех t и s представится в виде

(r(s+ t)− r(s))2 = (r(t)− r(0))2.

Продифференцируем это равенство по s. Получим

(r(s+ t)− r(s)) · (r(s+ t))′s − r′s(s)) = 0.

Пусть длина замкнутой кривой равна 2L. Выберем значение t для данного s, 0 < s < 2L,
таким, чтобы s+ t = 2L. Тогда r(s+ t) = r(0) и мы при любом s имеем равенство

(r(s)− r(0)) · (r′(s)− r′(0)) = 0. (6)

Окружность C : x2 + y2 = R2 с радиусом R =
L

π
удовлетворяет равенству (6). По-

кажем, что любую другую C1-гладкую кривую с той же длиной 2L и с тем же условием
(6) можно движением совместить с окружностью C : x = R cos

s

R
, y = R sin

s

R
. Рассмат-

риваемую кривую r(s) = (x(s), y(s)) переносом можно расположить так, чтобы в данной
системе координат ее точка со значением s = 0 имела за счет переноса координаты (R, 0),
а c использованием поворота вокруг этой точки добъемся, чтобы единичная касательная
к кривой шла по вектору (0, 1). Тогда

r(0) = (R, 0), r′(0) = (0, 1) (7)

и из (6) получаем равенство

(x(s)−R)x′(s) = y(s) (1− y′(s)). (8)
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Возведем (8) в квадрат и учитывая (4), приходим к уравнению

(x−R)2 =
(1− y′(s)) y2

1 + y′(s)
, (9)

Отсюда находим, что y′(s) выражается через x(s) и y(s):

y′(s) =
y2 − (x−R)2

y2 + (x−R)2
. (10)

Следовательно, существует вторая производная y′′(s) и для нее с учетом формул (8) и (9)
имеем равенство

y′′(s) =
(y′)2(s)− 1

y(s)
. (11)

Дальше можно поступить так: по начальным условиям (7) непосредственно находим, что
функция y = R sin

s

R
удовлетворяет уравнению (11) или решаем это уравнение1 с услови-

ями (7) и находим его единственное решение y = R sin
s

R
и тем самым получаем доказа-

тельство теоремы.

3. Перенос начала обхода и бесконечно малые изгибания кривой

Рассмотрим случай малого изменения точки начала обхода, т. е. кривую

r(s+ ε) = r(s) + εr′(s) + o(ε).

Сначала сделаем важное замечание о структуре уравнения, описывающего б. м. (беско-
нечно малые) изгибания первого и более высоких порядков. В его обычной записи, по
аналогии с записью для б. м. изгибаний поверхностей (см., например, [2, с. 101]), переход
от исходного радиус-вектора r(s) к деформированному вектору r∗(s) должен быть вида

r∗(s) = r(s) + εz1(s) + ε2z2(s) + ...+ εnzn + o(εn) (12)

(мы не пишем в слагаемых числовой коэффициент 2, чтобы не усложнять толкование
параметра ε). Изменение начала отсчета не изменяет само множество точек на кривой,
поэтому мы хотим узнать, какое влияние оказывает на взаимосвязь между внутренней и
внешней геометрией кривой перенос точки начала отсчета длины кривой.

По правилу действий с размерностными физическими и геометрическими величи-
нами, над которыми проводятся операции сложения и вычитания, все они должны иметь
одинаковую качественную и количественную размерность2, а при их умножении должна

1Впрочем, в книге [1] в пункте (6.110) дано готовое его решение.
2Имеется в виду, что нельзя складывать, например, значение массы со значением времени и численные

значения метров с численными значениями сантиметров.
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появиться величина, размерность которой представляется как произведение размерностей
сомножителей. С другой стороны, в теории б. м. изгибаний есть общепринятое понимание
вектора поля б. м. изгибания 1-го порядка как мгновенной скорости изменения координат
кривой или поверхности (см. работы [3, с. 308], [2, с. 101]), поэтому размерность поля z1
естественно толковать как

cm

sec
, а тогда параметр ε должен считаться временем и его раз-

мерность будет обозначаться sec, если размерность координат радиус-вектора r∗ считается
в сантиметрах. Далее, время мы стандартно будем обозначать символом t, а размерность
скорости представляется как

cm

sec
.

Теорема 2. Для C2-гладкой кривой перенос точки начала отсчета ее длины приводит
в общем случае к появлению ее нетривиального бесконечно малого изгибания. В случае
окружности перенос начала обхода равносилен ее тривиальному б.м. изгибанию.

Доказательство. Вектор б. м. изгибания обычно толкуется как скорость изменения
радиус-вектора кривой (см. [3, с. 308]) и в соответствии с этим считаем, что положение
новой начальной точки r(s+∆s) связано с полем z1 следующей частью формулы Тейлора

r∗(s) = r(s+∆s) = r(s) + r′(s)∆s+
1

2
r′′(s) (∆s)2 + o(∆s)2.

Тогда в соответствии с общетеоретическим представлением (12) имеем, что

z1(s) =
1

t
r′(s)∆s

и размерность z1 будет
cm

sec
, как и положено для скорости.

Так как r′(s) единичный вектор, то r′2(s) ≡ 1, и дифференцированием получаем
равенство r′(s) r′′(s) = 0, что и дает нужное для поля б. м. изгибания z1(s) уравнение

dr · dz1 = 0. (13)

В случае окружности с уравнением

x(s) = R cos
s

R
, y(s) = R sin

s

R

имеем, что

t z1(s) =
(
− sin

s

R
, cos

s

R

)
∆s =

1

R
(−y(s), x(s))∆s, (14)

т. е. соответствующая часть деформации (12) имеет вид

r∗(s) = (x(s), y(s)) +
1

R
(−y(s), x(s))∆s+ o(∆s). (15)

Покажем, что это б. м. изгибание является тривиальным, т. е., начальной скоростью неко-
торого движения. Пусть перенос точки начала отсчета длины является бесконечно малым
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движением. Всякое движение на плоскости является трехпараметрическим преобразова-
нием, состоящим из некоторого вектора a t, и вращения вокруг начала координат с орто-
гональной матрицей (

cosα − sinα

sinα cosα

)
.

Обозначим эту матрицу как A(t). В начальный момент t = 0 матрица A равна еди-
ничной матрице E(2× 2). Пусть скорость вращения определяется производной α′(t) = ω.
Тогда вычисляя A′(t) в начальный момент, получаем, что эта производная равна умно-
женной на α′ матрице (

− sinα − cosα

cosα − sinα

)

Если кривая задана радиус-вектором r(s), то по ходу применения к ней гладкого движения
матрица A(t) изменяется, что приводит к равенству вида

A(t) = E + tA1 + o(t), (16)

где A1 = A′(0).
Так как для ортогональных матриц обратная матрица совпадает с транспониро-

ванной матрицей AT , то умножением равенства (13) на AT = E + tAT1 + o(t) приходим к
соотношению

E = E + t (A1 + AT1 ) + o(t).

Следовательно, матрица A1 является кососимметрической вида
(
0 −ω
ω 0

)

c постоянной ω = α′(0), и действие матрицы A(t) из (16) на r(s) дает следующее триви-
альное изменение радиус-вектора

r∗(s) = r(s+∆s) = r(s) + t A1 r(s) + o(t).

Начальная скорость такого движения складывается из постоянного вектора a c раз-

мерностью
cm

sec
и вектора A1r(s) = ω(−y(s), x(s)), где ω – постоянная с размерностью

rad

sec
,

что дает изменение длины дуги на окружности на величину ∆s = ωR. Видим, что приве-
денное выше в (15) б. м. изгибание окружности совпадает с полученным сейчас тривиаль-
ным. Теорема 2 доказана.

Влияние изменения начала отсчета длины кривой можно увидеть из следующего
мысленного эксперимента. Пусть из некоторой точки кривой послан сигнал, идущий по
кривой. После прохождения по кривой некоторого расстояния, из точки кривой, куда до-
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шел сигнал, посылается по хорде в точку отправления сообщение о прибытии посланного
сигнала. Теорема говорит, что если кривая не была дугой окружности, то сигналы, по-
сланные из разных точек, но идущие сначала вдоль кривой на одинаковые расстояния,
придут в точку отправления за разное время. Интересно было бы узнать, как изменяет-
ся в зависимости от характеристик кривой время прихода сигнала в исходную точку при
данной длине пути по кривой, в частности, когда оно будет наименьшим или наибольшим.
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г. Санкт-Петербург, Россия, 6–10 октября 2025 г.
Сайт: https://indico.jinr.ru/event/5203/overview
Срок регистрации – до 05 сентября 2025 г.

• Интегрируемые системы и квантовая теория Санкт-Петербургский государствен-
ный университет, г. Санкт-Петербург, Россия, 6–11 октября 2025 г.
Сайт: https://isqt.tilda.ws/
Регистрация завершена.

• Омская конференция по геометрии и ее приложениям
Омский научный центр, г. Омск, Россия, 13–16 октября 2025 г.
Сайт: https://geomconf2025.oscsbras.ru/
Срок регистрации – до 30 августа 2025 г.

• Международная конференция по комплексному анализу памяти А.А. Гончара
и А.Г. Витушкина
МИАН, конференц-зал, 9 этаж, г. Москва, Россия, 27–29 октября 2025 г.
Сайт: https://www.mathnet.ru/conf2603
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