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МАТЕМАТИКА И ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ, 4–29

Том 2, Выпуск 2 УДК 517.51
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О функциональном пространстве со смешанной
обобщенной логарифмической гладкостью

Г.Акишев

Аннотация. Рассматриваются анизотропное пространство Лоренца, 2π-пери-
одических функций m переменных и пространство Никольского–Бесова – функ-
ций со смешанной обобщенной логарифмической гладкостью. Доказаны теоре-
мы вложения для пространств функций со смешанной обобщенной логариф-
мической гладкостью.

Ключевые слова: пространство Лоренца, класс Никольского–Бесова, обоб-
щенная гладкость.

DOI: 10.26907/2949-3919.2024.2.4-29

Введение

Пусть N, Z, R – множества натуральных, целых, вещественных чисел соответствен-
но и Z+ = N ∪ {0}, Rm – m-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm) с
вещественными координатами; Im = [0, 1)m – m-мерный единичный куб, Tm = [0, 2π)m.

Напомним определения невозрастающей перестановки функции.

Определение 1. Пусть f – измеримая по Лебегу функция одной переменной на [0, 1).
Функция распределения для |f | определяется как мера Лебега (см., например, [1, гл. 2,
разд. 2]) µf (y) := µ{x ∈ [0, 1) : |f(x)| > y}, 0 ≤ y <∞.

Две неотрицательные измеримые функции f и g называются равноизмеримыми, если
их функции распределения совпадают. Невозрастающей перестановкой функции f одной
переменной называется невозрастающая на [0, 1) функция f ∗(t) равноизмеримая с функ-
цией |f(x)|. Она определяется по формуле

f ∗(t) := inf{y > 0 : µf (y) ≤ t}, t ∈ [0, 1).

Теперь напомним определение невозрастающей перестановки функции m перемен-
ных.

Благодарности. Работа выполнена в рамках грантового финансирования Комитета науки Министер-
ства науки и высшего образования РК (проект AP19677486).

© 2024 Г. Акишев
Поступила: 26.03.2024. Принята: 02.07.2024. Опубликована: 16.07.2024.
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Определение 2 (см. [2, 3]). Пусть f(x1, . . . , xm) – измеримая по Лебегу функция m пе-
ременных на Im = [0, 1)m. Невозрастающей перестановкой функции |f(x1, . . . , xm)|, по
первой переменной понимается функция f ∗1(t1, x2, . . . , xm), равноизмеримая на Im, невоз-
растающая по t1 и такая, что функции |f(x1, . . . , xm)| и f ∗1(t1, x2, . . . , xm) равноизмеримы
как функции одной переменной для почти всех фиксированных x2, . . . , xm.

Аналогичным образом, рассматривая невозрастающую перестановку функции
f ∗1(t1, x2, . . . , xm) по переменной x2, при фиксированных t1, x3, . . . , xm определяется функ-
ция f ∗1∗2(t1, t2, x3, . . . , xm) равноизмеримая с функцией f(x1, . . . , xm). Продолжая этот про-
цесс определяется невозрастающая перестановка f ∗1∗2...∗m(t1, t2, . . . , tm) равноизмеримая с
функцией |f(x1, . . . , xm)|.

Пусть q = (q1, . . . , qm), τ = (τ1, . . . , τm), 1 < qj <∞, 1 ⩽ τj <∞, j = 1, . . . ,m. Через
L∗
q,τ (Tm) обозначим анизотропное пространство Лоренца всех измеримых по Лебегу функ-

ций f(x) определенных на Rm, имеющих 2π-период по каждой переменной и для которых
величина

∥f∥∗q,τ =

[∫ 1

0

t
τm
qm

−1
m

[
. . .

[∫ 1

0

(
f ∗1,...,∗m(t1, . . . , tm)

)τ1
t
τ1
q1

−1

1 dt1

] τ2
τ1

. . .

] τm
τm−1

dtm

] 1
τm

конечна, где f ∗1,...,∗m (t1, . . . , tm) – невозрастающая перестановка функции |f(2πx)| по каж-
дой переменной xj ∈ [0, 1), при фиксированных остальных переменных (см. [2, 4]).

В случае q1 = . . . = qm = τ1 = . . . = τm = q пространство Лоренца L∗
q,τ (Tm) совпадает

с пространством Лебега Lq(Tm) с нормой (см. [5, гл. I, п. 1.1])

∥f∥q =

[∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

|f(x1, . . . , xm)|qdx1 . . . dxm
] 1

q

, 1 < q <∞.

Пусть L̊∗
q,τ (Tm) – множество всех функций f ∈ L∗

q,τ (Tm) таких, что

2π∫

0

f (x) dxj = 0, ∀j = 1, . . . ,m.

Каждой функции f ∈ L̊1(Tm) = L̊(Tm) сопоставим ее ряд Фурье (см. [6])

∑

n∈Zm∏m
j=1 nj ̸=0

an (f) ei⟨n,x⟩,

по кратной тригонометрической системе {ei⟨n,x⟩}n∈Zm , где Zm – множество точек из Rm с
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целочисленными координатами. Положим

δs(f, x) =
∑

n∈ρ(s)
an (f) ei⟨n,x⟩,

где ⟨y, x⟩ =
m∑
j=1

yjxj, sj = 1, 2, . . . ,

ρ(s̄) =
{
k = (k1, . . . , km) ∈ Zm : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, . . . ,m

}
.

Величина (см. [7,8]) Yl1,...,lm(f)p = infTlj ∥f−
∑m

j=1 Tlj∥p,, lj = 0, 1, 2, . . . называется наи-
лучшим приближением “углом” функции f ∈ Lp(Tm) тригонометрическими полиномами,
где Tlj ∈ Lp(Tm) – тригонометрический полином порядка lj по переменной xj, j = 1, . . . ,m.

Определение 3. Пусть k ∈ N и h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm. Для функции f ∈ L1(Tm) полная
разность порядка k определяется по формуле

∆k
h
f(x) :=

k∑

l=0

(−1)k−lC l
kf(x+ lh), C l

k =
k!

l!(k − l)!
.

Определение 4. Полным модулем гладкости порядка k функции f ∈ Lp(Tm) называется
величина (см. [5, гл. 4, п. 4.2])

ωk(f, t)p = sup
∥h∥≤t

∥∆k
h
f∥p, ∥h∥ =

(
m∑

j=1

h2j

) 1
2

.

Определение 5. Смешанный модуль гладкости функции f ∈ Lp(Tm) определяется по
формуле (см., например, [5, 7, 8])

ωk(f, t)p = ωk1,...km(f, t1, . . . , tm)p = sup
|h1|≤t1,...,|hm|≤tm

∥∆k
h
(f)∥p,

где ∆k
t
f(x) = ∆km

tm (. . .∆k1
t1 f(x)) – смешанная разность порядка k с шагом t = (t1, . . . , tm).

0.1. Пространство Бесова ([9, 10], [5, гл. 4, разд. 4.3]). Пусть k ∈ N и k > r > 0,
1 ≤ θ ≤ ∞. Пространством Бесова Br

p,θ(Tm) называется множество всех функций
f ∈ Lp(Tm), 1 ≤ p <∞, для которых

∥f∥Br
p,θ

:= ∥f∥p +

(∫ 1

0

(t−rωk(f, t)p)
θ dt

t

) 1
θ

<∞,

при 1 ≤ θ <∞ и

∥f∥Br
p,∞ := ∥f∥p + sup

0<t⩽1
t−rωk(f, t)p <∞, для θ = ∞.
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В настоящее время имеются различные обобщения пространства Никольского–Бесова
(см., например, [11–14] и библиографию в них). В статьях [11, 12] определено следую-
щее обобщение пространства Бесова Br,b

p,θ(Tm) – множество всех функций f ∈ Lp(Tm),
1 ≤ p <∞, для которых

∥f∥Br,b
p,θ

:= ∥f∥p +

(∫ 1

0

(t−r(1 − log t)bωk(f, t)p)
θ dt

t

) 1
θ

<∞,

при 0 < θ ≤ ∞, b > −1/θ, k ∈ N, k > r > 0.
Эквивалентные нормы пространства B0,b

p,θ(Tm) найдены в статьях [11, 12]. В рабо-
тах [12, 13] определено пространство B0,b

p,θ(Tm), как множество функций f ∈ L̊p(Tm), для
которых {∑

s∈Z+

(s+ 1)bθ∥σs(f)∥θp

} 1
θ

<∞,

при 1 < p <∞, b > −1/θ, 0 < θ ⩽ ∞. Здесь и далее при θ = ∞, для ds ∈ R величина

{∑

s∈Zm
+

|ds|θ
} 1

θ

,

понимается как sups∈Zm
+
|ds|.

Соотношения между пространствами B0,b
p,θ(Tm) и B0,b

p,θ(Tm) исследованы в [12, 13], в
частности, показано, что эти пространства не совпадают.

0.2. Пространство с доминирующим смешанным модулем гладкости.
SrpH, S

r
p,θB – пространства функций с доминирующей смешанной производной соответ-

ственно определены С.М.Никольским [15] и Т.И.Амановым ([16, гл. I, п.17]). П.И. Лизорки-
ным и С.М. Никольским [6] исследовано декомпозиционное разложение элементов про-
странства Srp,θB. Приведем его определение.

Пусть r = (r1, . . . , rm), rj > 0, j = 1, . . . ,m, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ θ ≤ +∞. Пространство
Srp,θB состоит из всех функций f ∈ L̊p(Tm) для которых

∥f∥Sr̄
p,θB

= ∥f∥p +

[∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθk̄(f, t̄)p

m∏

j=1

dtj

t
1+θrj
j

] 1
θ

< +∞.

М.К. Потаповым [7,8] определено и исследовано обобщение пространств S r̄pH, S r̄p,θB, с
заменой функции trj , j = 1, . . . ,m, на более общие функции, удовлетворяющие некоторым
условиям.

Определение 6 (см., например, [17]). Функция φ(t) называется почти возрастающей на
[1,∞), если существует такое постоянное число C, что φ(t1) ≤ Cφ(t2) для 1 ≤ t1 < t2 <∞.
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Функция φ(t) называется почти убывающей на [1,∞), если существует такое посто-
янное число C, что φ(t1) ≥ Cφ(t2) для 1 ≤ t1 < t2 <∞.

Определение 7 (см., например, [18, гл. 3, подраздел 3.4.3]). Положительная и измеримая
по Лебегу функция b(t) называется слабо меняющейся на [1,∞) в смысле Караматы, если
для любого ε > 0 функция tεb(t) почти возрастает на [1,∞) и функция t−εb(t) почти
убывает на [1,∞). Множество таких функций обозначается SV [1,∞).

Рассмотрим следующее пространство функций со смешанной обобщенной логариф-
мической гладкостью.

Определение 8. Пусть 1 ≤ p <∞, 0 < θ ≤ ∞, bj ∈ SV [1,∞), j = 1, . . . ,m. Через S0,b(.)
p,θ B

обозначим пространство всех функций f ∈ L̊p(Tm) для которых

∥f∥
S
0,b(.)
p,θ B

= ∥f∥p +

[∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k
(f, t)p

m∏

j=1

bθj

(
1
tj

)

tj
dt1 . . . dtm

] 1
θ

< +∞,

где b(t) = (b1(t), . . . , bm(t)), k = (k1, . . . , km), kj ∈ N, j = 1, . . . ,m.

Также рассмотрим следующий класс S0,b(.)
p,θ B, состоящий из всех функций f ∈ L̊p(Tm)

для которых

∥f∥
S
0,b(.)
p,θ B

=
{∑

s∈Zm
+

m∏

j=1

bθj(2
sj)∥δs(f)∥θp

} 1
θ
<∞,

при 1 < p < +∞, 1 ≤ θ ≤ +∞, b(t) = (b1(t), . . . , bm(t)), bj ∈ SV [1,∞), j = 1, . . . ,m.

Замечание 9. Если ∫ 1

0

bθj

(
1

tj

)
dtj
tj

< +∞, j = 1, . . . ,m,

то пространство S0,b(.)
p,θ B совпадает с пространством L̊p(Tm), 1 ≤ p <∞, 0 < θ ≤ ∞.

Поэтому будем считать, что

∫ 1

0

bθj

(
1

tj

)
dtj
tj

= +∞, j = 1, . . . ,m. (1)

Для функции bj(1/t) = logbj(2/t), условие (1) эквивалентно неравенству bj ≥ −1/θ.
Статья состоит из введения и двух разделов. В первом разделе приведены некоторые

известные результаты и доказаны вспомогательные утверждения, которые часто исполь-
зуются в доказательствах основных результатов. Доказательства основных результатов
приведены во втором разделе. Основными результатами являются следующие утвержде-
ния.
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Теорема 10. Пусть 1 < p < +∞, 0 < θ ≤ ∞ и функции bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m

и удовлетворяют условию (1). Тогда для функции f ∈ S
0,b(.)
p,θ B справедливо соотношение

∥f∥
S
0,b(.)
p,θ B

≍
( ∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏

j=1

bθj(2
νj)Y θ

[2ν1−1],...,[2νm−1](f)p

) 1
θ

.

Здесь и далее для положительных величин A(y), B(y) запись A(y) ≍ B(y) означает,
что существуют положительные числа C1, C2 такие, что C1 ·A(y) ⩽ B(y) ⩽ C2 ·A(y). Для
краткости записи, в случае выполнения неравенств B(y) ⩾ C1A(y) или B(y) ⩽ C2A(y)

часто будем писать B(y) >> A(y) или B(y) << A(y) соответственно. Постоянные C(p, q,m,

. . .) в формулах не зависят от y.

Определение 11 (см. [19]). Множество всех положительных, измеримых по Лебегу на
[1,∞) функций b(t) = (1 + log t)α или b(t), для которых (log 2t)εb(t) ↑ и (log 2t)−εb(t) ↓
на [1,∞) для любого числа ε > 0, обозначим SV L[1,∞). Нетрудно убедиться в том, что
SV L[1,∞) ⊂ SV [1,∞).

Пример 12. Функции l1(t) = 1 + log2 t, l2(t) = 1 + log l1(t) и li(t) = 1 + log2 li−1(t) принад-
лежат множеству SV L[1,∞).

Теорема 13. Пусть 1 < p < +∞, 0 < θ ≤ ∞ и функции bj ∈ SV L[1,∞) для j = 1, . . . ,m

удовлетворяют условию (1). Тогда для функции f ∈ S
0,b(.)
p,θ B справедливо соотношение

∥f∥
S
0,b(.)
p,θ B

≍ ∥f∥p +

( ∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥

θ

p

) 1
θ

.

Теорема 14. Пусть 1 < p < +∞, 0 < θ ≤ ∞ и функции bj ∈ SV L[1,∞) для j = 1, . . . ,m

удовлетворяют условию (1). Тогда для функции f ∈ S
0,b(.)
p,θ B справедливы неравенства

C1

{
∥f∥p +

( ∞∑

lm=1

. . .
∞∑

l1=1

m∏

j=1

bθj

(
22lj
)

2lj

∥∥∥∥∥
2lm∑

sm=[2lm−1]+1

. . .
2l1∑

s1=[2l1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥

θ

p

) 1
θ
}

≤ ∥f∥
S
0,b(.)
p,θ B

≤ C2

{
∥f∥p +

( ∞∑

lm=0

. . .
∞∑

l1=0

m∏

j=1

bθj

(
22lj
)

2lj

∥∥∥∥∥
2lm∑

sm=[2lm−1]+1

. . .
2l1∑

s1=[2l1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥

θ

p

) 1
θ
}
.

В следующих теоремах установим условия вложения классов S0,b
p,θB и S0,b

p,θB.

Теорема 15. Пусть 1 < p < +∞, 0 < θ ≤ ∞ и функции bj ∈ SV L[1,∞) для j = 1, . . . ,m

удовлетворяют условию (1). Тогда S0,v(.)
p,θ B ⊂ S

0,b(.)
p,θ B ⊂ S

0,u(.)
p,θ B, где v(t) = (v1(t), . . . , vm(t)),

u(t) = (u1(t), . . . , um(t)), vj(t) = bj(t)(1 + log t)
1

min{2,p,θ} , uj(t) = bj(t)(1 + log t)
1

max{2,p,θ} , для
j = 1, . . . ,m.
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Замечание 16. В случае bj(t) = logbj(2t), для t ∈ [1,∞), bj ∈ R, j = 1, . . . ,m, теорема 14
и теорема 15 представлены в [20].

Рассмотрим условие вложения класса S0,b
p,θB в пространство Лоренца. Если 1 < p ≤

τ < ∞, то известно, что Lp(Tm) ⊂ L∗
p,τ (Tm). Следовательно, S0,b

p,θB ⊂ L∗
p,τ (Tm). Если же

1 < τ < p < ∞, то известно, что L∗
p,τ (Tm) ⊂ Lp(Tm) (см., например, [21]). Значит, про-

странство S0,b
p,θB может быть не вложено в L∗

p,τ (Tm). В этом случае справедлива

Теорема 17. Пусть 1 < τ ≤ min{2, p}, 1 < p <∞, 0 < θ ≤ ∞ и функции bj ∈ SV L[1,∞),
j = 1, . . . ,m, b(t) = (b1(t), . . . , bm(t)).

Если 1 < τ < θ ≤ ∞ и

∞∑

sj=0

b−τη
′

j (2sj)s

(
1
τ
− 1

p

)
τη

′

j <∞, j = 1, . . . ,m, (2)

то S0,b(.)
p,θ B ⊂ L∗

p,τ (Tm).
Если 0 < θ ≤ τ <∞ и

sup
s∈Zm

+

m∏

j=1

b−1
j (2sj)s

(
1
τ
− 1

p

)
j <∞, (3)

то S0,b(.)
p,θ B ⊂ L∗

p,τ (Tm).

1. Вспомогательные утверждения

Теорема 18 (Литтлвуд–Пэли, [5, гл. 1, подразд. 1.5.2]). Пусть f ∈ Lp(Tm), 1 < p < ∞.
Тогда

∥f∥p ≍
∥∥∥
(∑

s∈Zm
+

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥
p
.

Лемма 19 (неравенство Йенсена, [5, лемма 3.3.3]). Пусть 1 ⩽ p ⩽ q ⩽ ∞. Для любых
чисел ak ⩾ 0 выполняется неравенство

( ∞∑

k=1

aqk

) 1
q

⩽
( ∞∑

k=1

apk

) 1
p

.

Лемма 20 (обобщенное неравенство Харди, [22,23]). Пусть даны положительные числа
bk̄ = bk1,...,km, для k̄ = (k1, . . . , km) ∈ Zm+ и akj , kj = 0, 1, 2, . . . и 1 ≤ θj < +∞, j = 1, . . . ,m.

a) Если
nj∑

kj=0

akj ≤ Canj
, j = 1, . . . ,m,
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то
∑

n∈Zm
+

m∏

j=1

anj

( ∞∑

km=nm

. . .
∞∑

k1=n1

bk̄

)θ1

⩽ C
∑

n∈Zm
+

m∏

j=1

anj
bθ1n̄ .

b) Если
∞∑

kj=nj

akj ≤ Canj
, j = 1, . . . ,m,

то
∑

n∈Zm
+

m∏

j=1

anj

(
nm∑

km=0

. . .

n1∑

k1=0

bk̄

)θ1

≤ C
∑

n∈Zm
+

m∏

j=1

anj
bθ1n̄ .

Для доказательства основных результатов сначала введем дополнительные обозна-
чения и приведем вспомогательные утверждения.

Множество индексов {1, . . . ,m} обозначим символом em, его произвольное подмно-
жество – через e и |e| – количество элементов e.

Если дан элемент r = (r1, . . . , rm) ∈ Zm+ , то re = (re1, . . . , r
e
m) – вектор с компонентами

rej = rj при j ∈ e и rej = 0 при j /∈ e.

Пусть l = (l1, . . . , lm) элемент m-мерного пространства с целыми положительными
координатами и непустое множество e ⊂ em. Положим

Gl̄(e) = {k̄ = (k1, . . . , km) ∈ Zm : |kj| ≤ lj, j ∈ e; |kj| > lj, j /∈ e}.

Рассматриваются частные суммы по различным переменным:

Sl̄e,∞(f, x̄) =
∑

k̄∈∏j∈e[−lj ,lj ]×Rm−|e|

ak(f)ei⟨k,x⟩

– частная сумма по переменным xj при j ∈ e.

Для заданного подмножества e ⊂ em положим (см., например, [7, 8, 24])

Ul̄(f, x) =
∑

e⊂em,e ̸=∅

∑

k̄∈Gl̄(e)

ak (f) ei⟨k,x⟩.

В частности, для m = 2 имеем (см. [7]) Ul1,l2(f.x̄) = Sl1,∞(f, x̄)+S∞,l2(f, x̄)−Sl1,l2(f, x̄).

Лемма 21. Пусть 0 < θ <∞ и функция b ∈ SV [1,∞). Тогда

∫ 1
2ν−1

1
2ν

bθ
(

1

t

)
dt

t
≍ bθ(2ν), ν ∈ N.

В этом соотношении постоянные зависят от θ, но не зависят от ν.

Доказательство. Так как функция b ∈ SV [1,∞), то b(1/t) ≤ C2νεb(2ν)tε для t ≥ 1/2ν и
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произвольного числа ε > 0. Поэтому

∫ 1
2ν−1

1
2ν

bθ
(

1

t

)
dt

t
≤ C2νεbθ(2ν)

∫ 1
2ν−1

1
2ν

tθε−1dt ≤ Cbθ(2ν).

Аналогично, учитывая, что b(1/t) ≥ C2(ν−1)εb(2(ν−1))tε, для t ≤ 1/2ν−1 и произволь-
ного числа ε > 0 будем иметь

∫ 1
2ν−1

1
2ν

bθ
(

1

t

)
dt

t
≥ C2(ν−1)εbθ(2ν−1)

∫ 1
2ν−1

1
2ν

tθε−1dt ≥ Cbθ(2ν).

Лемма 22. Пусть 0 < θ <∞ и функция b ∈ SV L[1,∞). Тогда

2l∑

ν=[2l−1]+1

b(2ν) ≍ 2lb
(

22l
)
, l = 0, 1, . . . ,

µ∑

l=0

2lb
(

22l
)
≤ C2µb

(
22µ
)
, µ = 0, 1, . . .

и постоянные не зависят от l, µ.

Доказательство. Так как функция b ∈ SV L[1,∞), то

b(2ν) ≤ Cb
(

22l
)(

log 21+2l
)ε(

log 21+ν
)−ε

,

для ν ≤ 2l и произвольного числа ε > 0. Поэтому

2l∑

ν=[2l−1]+1

b(2ν) ≤ C
(
b
(

22l
)

(1 + 2l)ε
)θ 2l∑

ν=[2l−1]+1

(ν + 1)−εθ ≤ Cb
(

22l
)

2l.

Докажем противоположное неравенство. Так как функция b ∈ SV L[1,∞), то

b(2ν) ≥ Cb
(

22l
)(

log 21+2l
)−ε(

log 21+ν
)ε
,

для ν ≤ 2l и произвольного числа ε > 0. Следовательно

2l∑

ν=[2l−1]+1

b(2ν) ≥ C
(
b
(

22l
)(

1 + 2l
)ε)θ 2l∑

ν=[2l−1]+1

(ν + 1)−εθ ≥ Cb
(

22l
)

2l.

В силу того, что функция b ∈ SV L[1,∞), будем иметь

b
(

22l
)
≤ Cb

(
22µ
)(

log 21+2µ
)ε(

log 21+l
)−ε

,
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для l ≤ µ и ε > 0. Отсюда следует, что

µ∑

l=0

2lbθ
(

22l
)
≤ Cbθ

(
22µ
) µ∑

l=0

2l(1−εθ) ≤ Cbθ
(

22µ
)

2µ.

Лемма 23. Если 0 < θ <∞ и функция b ∈ SV L[1,∞), то

s∑

ν=0

bθ(2ν) ≤ C(θ)sbθ(2s), s ∈ N.

Доказательство. Так как функция b ∈ SV L[1,∞), то

b(2ν) ≤ Cb(2s)
(
log 21+s

)ε(
log 21+ν

)−ε
,

для ν ≤ s и произвольного числа ε > 0. Поэтому, выбирая число ε ∈ (0, 1/θ), получим

s∑

ν=0

bθ(2ν) ≤ Cbθ(2s)(1 + s)εθ
s∑

ν=0

(1 + ν)−εθ ≤ Cbθ(2s)s.

2. Доказательства основных результатов

Доказательство теоремы 10. По свойству монотонности смешанного модуля гладкости
и по лемме 21 имеем

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k
(f, t)p

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

ωθ
k
(f,

1

2ν1−1
, . . . ,

1

2νm−1
)p

∫ 1

2ν1−1

1
2ν1

. . .

∫ 1
2νm−1

1
2νm

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤ C
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)ωθk̄(f,

1

2ν1−1
, . . . ,

1

2νm−1
)p. (4)
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В силу свойства модуля гладкости и леммы 21 нетрудно убедиться в том, что

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k
(f, t)p

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≥ C
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

ωθk̄

(
f,

1

2ν1−1
, . . . ,

1

2νm−1

)

p

∫ 1

2ν1−1

1
2ν1

. . .

∫ 1
2νm−1

1
2νm

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≥ C
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)ωθk̄

(
f,

1

2ν1−1
, . . . ,

1

2νm−1

)

p

, (5)

для j = 1, . . . ,m. Теперь пользуясь [7, лемма 6], из неравенства (5) получим

∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)Y θ

[2ν1−1],...,[2νm−1](f)p ≤ C

∫

[0,1]m
ωθk̄(f, t̄)p

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm, (6)

для j = 1, . . . ,m.
Согласно обратной теореме теории приближения “углом” в пространстве Лебега ([7,

лемма 6]) из неравенства (4) следует, что

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθk̄(f, t̄)p

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤ C
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)

m∏

j=1

(2νj + 1)−kjθ
(

2νm∑

lm=0

. . .
2νm∑

ν1=0

m∏

j=1

(lj + 1)kj−1Yl1,...,lm(f)p

)θ

, (7)

для j = 1, . . . ,m. В силу монотонного убывания наилучшего приближения “углом” имеем

2νm∑

lm=0

. . .
2νm∑

ν1=0

m∏

j=1

(lj + 1)kj−1Yl1,...,lm(f)p

=
νm∑

µm=0

. . .

ν1∑

µ1=0

2µm∑

lm=[2µm−1]

. . .
2ν1∑

ν1=[2µ1−1]

m∏

j=1

(lj + 1)kj−1Yl1,...,lm(f)p

≤ C
νm∑

µm=0

. . .

ν1∑

µ1=0

m∏

j=1

2µjkjY[2µ1−1],...,[2µm−1](f)p. (8)
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Теперь из неравенств (7) и (8) следует, что

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθk̄(f, t̄)p

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤ C
∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏

j=1

bθj(2
νj)

m∏

j=1

(2νj + 1)−kjθ
(

νm∑

µm=0

. . .

ν1∑

µ1=0

m∏

j=1

2µjkjY[2µ1−1],...,[2µm−1](f)p,

)θ

(9)

при j = 1, . . . ,m. Так как функции bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m, то нетрудно убедиться
в том, что

∞∑

νj=µj

bθj(2
νj)(2νj + 1)−kjθ ≤ Cbθj(2

µj)2−µjkjθ,

для j = 1, . . . ,m. Поэтому используя обобщенное неравенство Харди (см. лемму 20), из
(9) получим

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθk̄(f, t̄)p

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm ≤ C

∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏

j=1

bθj(2
νj)Y θ

[2ν1−1],...,[2νm−1](f)p. (10)

Доказательство теоремы 13. По теореме Литтлвуда–Пэли в пространстве Лебега для
функции f ∈ Lp(Tm) имеет место неравенство (см. теорему 18)

Y[2ν1−1],...,[2νm−1](f)p ≤ ∥f − U[2ν1−1],...,[2νm−1](f)∥p

=

∥∥∥∥∥
∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

∑

n∈ρ(s)
an(f)ei⟨n,x⟩

∥∥∥∥∥
p

≍
∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

, (11)

при 1 < p <∞. Теперь из неравенств (10) и (11) следует, что

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθk̄(f, t̄)p

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤ C
∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏

j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥

θ

p

, (12)

для 1 < p <∞.
Докажем противоположное неравенство к (12). Известно, что (см., например, [9])

∥f − U[2ν1−1],...,[2νm−1](f)∥p ≤ CY[2ν1−1],...,[2νm−1](f)p,

для функции f ∈ Lp(Tm), при 1 < p <∞. Поэтому из неравенства (6) и соотношения (11)
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следует, что

∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥

θ

p

≤ C

∫

[0,1]m
ωθ
k
(f, t)p

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm, (13)

для 1 < p <∞. Далее учитывая, что

∥∥∥∥∥

( ∞∑

s1=0

. . .
∞∑

sj=0

∞∑

sj+1=νj+1

. . .
∞∑

sm=νm

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥∥

( ∞∑

s1=0

. . .
∞∑

sm=0

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≍ ∥f∥p,

для функции f ∈ Lp(Tm), при 1 < p <∞, неравенство (13) можно переписать в следующем
виде

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

ωθ
k
(f, t)p

m∏

j=1

bθj(1/tj)

tj
dt1 . . . dtm

≤ C

{
∥f∥θp +

∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥

θ

p

}
, (14)

для 1 < p <∞.
Теперь из неравенств (13) и (14) по определению класса получим утверждение тео-

ремы 13.

Доказательство теоремы 14. Так как bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m, то пользуясь
леммой 22 и тем, что последовательность

σν1,...,νm =

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

монотонно убывает по каждому индексу νj, для j = 1, . . . ,m, получаем

∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥

θ

p

=
∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)σθν1,...,νm

≤ C
∞∑

lm=0

. . .
∞∑

l1=0

m∏

j=1

bθj

(
22lj
)

2ljσθ[2l1−1]+1,...,[2lm−1]+1. (15)
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По теореме 18 Литтлвуда–Пэли и неравенству треугольника имеем

σ[2l1−1]+1,...,[2lm−1]+1 ≤ C

∥∥∥∥∥
∞∑

sm=[2lm−1]+1

. . .
∞∑

s1=[2l1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

≤ C
∞∑

µm=lm

. . .
∞∑

µ1=l1

∥∥∥∥∥
2µm∑

sm=[2µm−1]+1

. . .
2µ1∑

s1=[2µ1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

.

Поэтому из (15) следует, что

∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥

θ

p

≤ C
∞∑

lm=0

. . .
∞∑

l1=0

m∏

j=1

bθj

(
22lj
)

2lj

( ∞∑

µm=lm

. . .
∞∑

µ1=l1

∥∥∥∥∥
2µm∑

sm=[2µm−1]+1

. . .
2µ1∑

s1=[2µ1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

)θ

. (16)

Так как функции bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m, то по лемме 22

µj∑

lj=0

bθj

(
22lj
)

2lj ≤ Cbθj

(
22µj

)
2µj , j = 1, . . . ,m.

Поэтому пользуясь обобщенным неравенством Харди (см. лемму 20) из формулы (15)
получим

∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥

θ

p

≤ C
∞∑

lm=0

. . .
∞∑

l1=0

m∏

j=1

bθj

(
22lj
)

2lj

∥∥∥∥∥
2lm∑

sm=[2lm−1]+1

. . .
2l1∑

s1=[2l1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥

θ

p

. (17)

Теперь из неравенства (17) и теоремы 13 следует второе неравенство в теореме 14.
Для доказательства первого неравенства в теореме 14, в силу монотонного убывания

последовательности {σν1,...,νm} и теоремы Литтлвуда–Пэли имеем
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∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)σθν1,...,νm ≥ C

∞∑

lm=1

. . .
∞∑

l1=1

m∏

j=1

bθj

(
22lj
)

2ljσθ[2l1−1]+1,...,[2lm−1]+1

≥ C
∞∑

lm=1

. . .
∞∑

l1=1

m∏

j=1

bθj

(
22lj
)

2lj

∥∥∥∥∥

(
2lm∑

sm=2lm−1+1

. . .
2l1∑

s1=2l1−1+1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥

θ

p

≥ C
∞∑

lm=1

. . .
∞∑

l1=1

m∏

j=1

bθj

(
22lj
)

2lj

∥∥∥∥∥
2lm∑

sm=2lm−1+1

. . .
2l1∑

s1=2l1−1+1

δs(f)

∥∥∥∥∥

θ

p

. (18)

Теперь из неравенства (14) и теоремы 13 следует первое неравенство в теореме 14.

Доказательство теоремы 15. Для функции f ∈ Lp(Tm), при 1 < p < ∞ известно, что
(см., например, [25])

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≤ C

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

∥δs(f)∥βp

) 1
β

, (19)

где β = min{2, p}.
Если 0 < θ ≤ β, то согласно неравенству Йенсена (см. лемму 19) из формулы (14)

получим ∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥

θ

p

≤ C
∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

∥δs(f)∥θ

p.

Поэтому по теореме 13 имеем

∥f∥
S0,b̄
p,θB

≤
{
∥f∥p +

( ∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)

∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

∥δs(f)∥θ

p

) 1
θ
}
. (20)

Далее меняя порядок суммирования и пользуясь леммой 23, из (20) получим

∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj)

∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

∥δs(f)∥θ

p

=
∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

∥δs(f)∥θ

p

sm∑

νm=1

. . .

s1∑

ν1=1

m∏

j=1

bθj(2
νj) ≤ C

∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

bθj(2
sj)sj∥δs(f)∥θ

p. (21)

Теперь из неравенств (20) и (21) следует, что S0,v(.)
p,θ B ⊂ S

0,b(.)
p,θ B, в случае 0 < θ ≤ β.

Пусть 1 < β = min{2, p} < θ ≤ ∞. Выберем число ε такое, что 0 < 1
β
− 1

θ
< ε < 1

β
.



О пространстве функций 19

Тогда применяя неравенство Гёльдера при η = θ
β
, 1
η

+ 1
η′

= 1 из (19) получим

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≤ C

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

m∏

j=1

bβj (2sj)
(
log 21+sj

)εβ∥δs(f)∥βp

×
m∏

j=1

b−βj (2sj)
(
log 21+sj

)−εβ
) 1

β

≤ C

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

m∏

j=1

bθj(2
sj)
(
log 21+sj

)εθ∥δs(f)∥θp

) 1
θ

×
( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

m∏

j=1

b−βη
′

j (2sj)
(
log 21+sj

)−εη′
) 1

βη
′

. (22)

Выберем число δ такое, что 0 < δ + 1
β
− 1

θ
< ε. Так как функции bj ∈ SV L[1,∞), то

последовательность {bj(2sj)(log 21+sj)δ} почти возрастает. Значит
{

1

bj(2
sj )(log 21+sj )δ

}
почти

убывает, т. е.
1

bj(2sj)(log 21+sj)δ
≤ C

1

bj(2νj)(log 21+νj)δ
,

для номеров sj > νj , j = 1, . . . ,m. Поэтому

( ∞∑

sj=νj

b−βη
′

j (2sj)
(
log 21+sj

)−εβη′
) 1

βη
′

≤ C
1

bj(2νj)(log 21+νj)δ

( ∞∑

sj=νj

1

(sj + 1)(ε−δ)βη
′

) 1

βη
′

≤ C
1

bj(2νj)(log 21+νj)δ
1

(νj + 1)
ε−δ− 1

βη
′

= C
1

bj(2νj)(νj + 1)
ε− 1

βη
′
,

для j = 1, . . . ,m. Из (22) и отсюда получим

∥∥∥∥∥

( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≤ C
m∏

j=1

1

bj(2νj)(νj + 1)
ε− 1

βη
′

×
( ∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

m∏

j=1

bθj(2
sj)(1 + sj)

εθ∥δs(f)∥θp

) 1
θ

.

Теперь отсюда и из (20) следует, что

∥f∥
S0,b̄
p,θB

≤
{
∥f∥p +

( ∞∑

νm=1

. . .
∞∑

ν1=1

m∏

j=1

(νj + 1)

(
1

βη
′ −ε

)
θ

×
∞∑

sm=νm

. . .
∞∑

s1=ν1

m∏

j=1

bθj(2
sj)(1 + sj)

εθ∥δs(f)∥θ

p

) 1
θ
}
, (23)

в случае 1 < β = min{2, p} < θ ≤ ∞.
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Теперь меняя порядок суммирования в правой части формулы (23), выбирая число
ε ∈ (0, 1

β
) и учитывая, что

s∑

ν=1

ν

(
1

βη
′ −ε

)
θ ≤ Cs

θ
β
−εθ,

из неравенства (23) получим

∥f∥
S0,b̄
p,θB

≤ C

{
∥f∥p +

( ∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

bθj(2
sj)(1 + sj)

εθ∥δs(f)∥θ

p

×
sm∑

νm=1

. . .

s1∑

ν1=1

m∏

j=1

(νj + 1)

(
1

βη
′ −ε

)
θ

) 1
θ
}

≤ C

{
∥f∥p +

( ∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

bθj(2
sj)s

θ
β

j ∥δs(f)∥θ

p

) 1
θ
}
, (24)

в случае 1 < β = min{2, p} < θ ≤ ∞. Следовательно S0,v
p,θB ⊂ S0,b

p,θB, в случае 1 < β =

min{2, p} < θ ≤ ∞.
Докажем включение S0,b

p,θB ⊂ S0,u
p,θB. Так как по предположению ряды (условие (1))

∞∑

sj=0

bθj(2
sj) = +∞, j = 1, . . . ,m

то ряды
∞∑

sj=0

bθj(2
sj)(sj + 1)

θ
γ , j = 1, . . . ,m

также расходятся, т. е. пространство S0,u
p,θB ⊂ Lp(Tm) и включение строгое.

Пусть f ∈ S0,b
p,θB. Тогда согласно теореме 14 имеем

∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2νj

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥

θ

p

<∞. (25)

По известной теореме Литтлвуда–Пэли (см. теорему 18) для функции f ∈ Lp(Tm),
при 1 < p <∞ справедливо неравенство (см., например, [25])

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

≥ C

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) 1
γ

(26)



О пространстве функций 21

где γ = max{2, p}. Поэтому

∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2νj

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥

θ

p

≥ C
∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2νj

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ

. (27)

Пусть 0 < θ < γ = max{2, p}. Тогда max{2, p, θ} = γ. Применяя неравенство Гёльдера
при η = γ

θ
, 1
η

+ 1
η′

= 1 получим

2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

m∏

j=1

bθj(2
sj)s

θ
γ

j ∥δs(f)∥θp

≤ C

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ
(

2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

m∏

j=1

bθη
′

j (2sj)s
θ
γ
η
′

j

) 1

η
′

.

(28)

Так как функции bj ∈ SV L[1,∞), то

2νj∑

sj=[2νj−1]+1

bθη
′

j (2sj)s
θ
γ
η
′

j ≤ C
(
bj

(
22νj
)(

log 21+2νj
)ε)θη′ 2νj∑

sj=[2νj−1]+1

s
θ
γ
η
′

j

(
log 21+sj

)−εθη′

≤ C
(
bj

(
22νj
)

(1 + 2νj)ε
)θη′ 2νj∑

sj=[2νj−1]+1

(sj + 1)(
1
γ
−ε)θη

′

≤ C
(
bj

(
22νj
)

(1 + 2νj)ε
)θη′

2
νj

(
( 1
γ
−ε)θη

′
+1

)
≤ Cbθη

′

j

(
22νj
)

2
νj

(
θη

′

γ
+1

)

,

для j = 1, . . . ,m. Поэтому из (28) получим

2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

m∏

j=1

bθj(2
sj)s

θ
γ

j ∥δs(f)∥θp

≤ C

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2
νj

(
θη

′

γ
+1

)
1

η
′

= C

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2νj .
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Следовательно из (27) и (28) следует, что

∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

bθj(2
sj)s

θ
β

j ∥δs(f)∥θ

p

≤ C
∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2νj

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ

≤ C
∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2νj

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥

θ

p

,

для функции f ∈ S
0,b(.)
p,θ B, в случае 0 < θ < γ = max{2, p}. Значит в силу (25) будем иметь

S
0,b(.)
p,θ B ⊂ S

0,u(.)
p,θ B, в случае 0 < θ < γ = max{2, p}.

Пусть 1 < γ = max{2, p} ≤ θ <∞. Тогда max{2, p, θ} = θ, т. е. θ/max{2, p, θ} = 1. То-
гда согласно неравенству Йенсена (см. лемму 19), условия bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m

и неравенству (26) имеем

2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

m∏

j=1

bθj(2
sj)s

θ
γ

j ∥δs(f)∥θp

≤ C
m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2νj
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥θp

≤ C
m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2νj

(
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) θ
γ

≤ C
m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2νj

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥

θ

p

. (29)

Теперь из неравенств (26) и (29) следует, что

∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

bθj(2
sj)s

θ
max{2,p,θ}
j ∥δs(f)∥θ

p

≤ C
∞∑

νm=0

. . .
∞∑

ν1=0

m∏

j=1

bθj

(
22νj
)

2νj

∥∥∥∥∥
2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥

θ

p

,

для функции f ∈ S
0,b(.)
p,θ B, в случае 1 < γ = max{2, p} ≤ θ < ∞. Следовательно, в силу

(25) будем иметь S0,b(.)
p,θ B ⊂ S

0,u(.)
p,θ B, в случае 1 < γ = max{2, p} ≤ θ < ∞, где uj = bj + 1

θ
,

для j = 1, . . . ,m.
Пусть θ = ∞. Тогда max{2, p, θ} = ∞. Значит 1/max{2, p, θ} = 0. Следовательно,
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учитывая, что bj ∈ SV L[1,∞), для j = 1, . . . ,m нетрудно убедиться в том, что

m∏

j=1

bj(2
sj)s

1
max{2,p,θ}
j =

m∏

j=1

bj(2
sj) ≤ C

m∏

j=1

bj

(
22νj
)
,

для sj = [2νj−1] + 1, . . . , [2νj ], j = 1, . . . ,m. Поэтому

m∏

j=1

bj(2
sj)s

1
max{2,p,θ}
j ∥δs(f)∥p =

m∏

j=1

bj(2
sj)∥δs(f)∥p ≤ C

m∏

j=1

bj(2
2νj )∥δs(f)∥p

≤ C
m∏

j=1

bj

(
22νj
)( 2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

∥δs(f)∥γp

) 1
γ

≤ C
m∏

j=1

bj

(
22νj
)∥∥∥∥∥

2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

,

для sj = [2νj−1] + 1, . . . , [2νj ], j = 1, . . . ,m. Следовательно,

sup
s∈Zm

+

m∏

j=1

bj(2
sj)s

1
max{2,p,θ}
j ∥δs(f)∥p ≤ C sup

ν∈Zm
+

m∏

j=1

bj

(
22νj
)∥∥∥∥∥

2νm∑

sm=[2νm−1]+1

. . .
2ν1∑

s1=[2ν1−1]+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
p

.

Значит S0,b(.)
p,θ B ⊂ S

0,u(.)
p,θ B, в случае 1 < γ = max{2, p, θ}, θ = ∞.

Доказательство теоремы 17. Пусть f ∈ S
0,b(.)
p,θ B. Если 1 < τ < θ < ∞, применяя нера-

венство Гёльдера при η = θ
τ
, 1
η

+ 1
η′

= 1 получим

{ ∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

s
1− τ

p

j ∥δs̄(f)∥τp

} 1
τ

≤
{ ∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

bθj(2
sj)∥δs(f)∥θp

} 1
θ

×
{ ∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

b−τη
′

j (2sj)s
( 1
τ
− 1

p)τη
′

j

} 1

τη
′

. (30)

Согласно условию (2) из неравенства (30) следует, что

∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

s
1− τ

p

j ∥δs̄(f)∥τp <∞.

В [21] доказано, что

∥f∥∗p,τ <<
{ ∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

s
1− τ

p

j ∥δs̄(f)∥τp

} 1
τ

. (31)
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Следовательно S0,b(.)
p,θ B ⊂ L∗

p,τ (Tm), 1 < τ < θ <∞.
Если θ = ∞, то из формулы (31) получим

∥f∥∗p,τ <<
{ ∞∑

sm=1

. . .
∞∑

s1=1

m∏

j=1

b−τj (2sj)s
( 1
τ
− 1

p)τ
j

} 1
τ

sup
s∈Z+

m∏

j=1

bj(2
sj)∥δs(f)∥p. (32)

В силу условия (2) из неравенства (32) следует, что S0,b(.)
p,θ B ⊂ L∗

p,τ (Tm), в случае θ = ∞.
Если 1 < θ ≤ τ < ∞, то применяя лемму 19 из формулы (31) согласно условию (3)

получим, что S0,b(.)
p,θ B ⊂ L∗

p,τ (Tm).

Автор благодарен рецензентам за замечания к тексту статьи и С.Ю.Тихонову за
обсуждение результатов.
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Монотонно линейно связные множества в
геометрической теории приближения и ее приложениях

А.Р.Алимов, И.Г. Царьков

Аннотация. В последнее время активно развивается направление геомет-
рической теории приближений, связанное с понятием монотонных множеств.
Особенно полезным в различных приложениях является понятие монотонно
линейно связного множества. Цель настоящей работы – дать краткий, но ем-
кий обзор по этой проблематике, а также показать взаимосвязь с ключевыми
свойствами приближающих множеств. К таким свойствам относятся характе-
ристики элементов наилучшего приближения, а также свойства единственно-
сти и устойчивости.

Ключевые слова: монотонно линейно связное множество, чебышевское мно-
жество, солнце, наилучшее приближение, устойчивость наилучшего прибли-
жения, ассоциированная норма.
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Введение

Одним из важных направлений теории приближений является геометрическая тео-
рия приближений, проблематика которой и классические результаты подробно изложены
в монографиях [1, 2] и обзорах [3, 4]. В настоящей работе мы освещаем современные ре-
зультаты геометрической теории приближения, связанные с монотонной линейной связ-
ностью множеств и ее приложениями. Монотонная линейная связность является ослабле-
нием свойства выпуклости. Понятие монотонной линейной связности находит применение
в различных областях математики и ее приложений. В частности, теорему типа Куна–
Таккера удается перенести со случая выпуклого множества на случай монотонно линейно
связных множеств.

Ниже X = (X, ∥ · ∥) – действительное линейное нормированное пространство. Далее:
• B(x, r) = {y ∈ X | ∥x− y∥ ⩽ r} – замкнутый шар с центром x и радиусом r;
• B̊(x, r) = {y ∈ X | ∥x− y∥ < r} – открытый шар с центром x и радиусом r;
• S(x, r) = {y ∈ X | ∥x− y∥ = r} – сфера с центром x и радиусом r.

Благодарности. Работа выполнена в МГУ имени М. В. Ломоносова за счет гранта Российского науч-
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В частном случае B := B(0, 1), S = S(0, 1) – единичные шар и сфера.
Величиной наилучшего приближения или расстоянием от заданного элемента x ли-

нейного нормированного пространства X до заданного непустого множества M ⊂ X назы-
вается величина ρ(x,M) := infy∈M ∥x− y∥. Множество всех ближайших точек (элементов
наилучшего приближения) в M для заданного x обозначается PMx, т. е.

PMx :=
{
y ∈M | ρ(x,M) = ∥x− y∥

}
.

Оператор x 7→ PMx называется оператором метрической проекции.

1. Монотонно линейно связные и m-связные множества

1.1. Определение (BM)-пространств. При изучении связности солнц в конеч-
номерных пространствах А.Л. Браун [5] ввел класс (BM) линейных нормированных про-
странств (см. также [6, § 3.1]). В таких пространствах оказалось возможным установить
ряд нетривиальных результатов о геометрическо-топологических свойствах солнц (см.
§ 2.1 ниже).

Определение 1. Пространство X называется (BM)-пространством, если

B(0, ∥x∥) ∩
(
m(x, y) \ {x}

)
̸= ∅ (1)

при условии, что [x, x− y] ∩ B̊(0, ∥x∥) = ∅, x ̸= 0.
Здесь и далее m(M) – пересечение всех замкнутых шаров, содержащих множе-

ство M , и, в частности, m(x, y) – пересечение всех замкнутых шаров, содержащих точ-
ки x, y (оболочка Банаха–Мазура точек x и y; см. [1, § 7.7.1]).

Класс (BM)-пространств содержит в себе все гладкие пространства, все двумерные
пространства с полигональным единичным шаром, пространства ℓ∞n , c0, c, ℓ∞, все замкну-
тые идеалы пространства C(Q), все подрешетки C(Q) с единицей (см. [6, § 3.1.1]). Строго
выпуклое пространство лежит в классе (BM) тогда и только тогда, когда оно гладкое [5].
Пространства ℓ1, ℓ1n, n ⩾ 3, не принадлежат классу (BM).

В пространстве C(Q) (Q – компактное хаусдорфово пространство) структура обо-
лочки Банаха–Мазура m(x, y) вполне ясна:

m(x, y) =
{
z
∣∣ z(q) ∈ [x(q), y(q)], q ∈ Q

}
=: [[x, y]]. (2)

Аналогичное представление также верно и в пространстве C0(Q).

1.2. Ассоциированная норма. Теорема Рейнуотера–Симонса о слабой
сходимости для ассоциированной нормы. Ниже extS – множество экстре-
мальных (крайних) точек единичной сферы S, extS∗ – множество экстремальных (край-
них) точек сопряженной единичной сферы S∗.
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В дальнейшем нам потребуется понятие ассоциированной нормы (см. [1, § 7.7], [6,
§ 3.2.1]. Напомним определения двух важных классов пространств.

Класс (MeI) пространств X определяется1 следующим образом:

m(x, y) = [[x, y]] для всех x, y ∈ X. (MeI)

Здесь

[[x, y]] := {z ∈ X | min{φ(x), φ(y)} ⩽ φ(z) ⩽ max{φ(x), φ(y)} ∀φ ∈ extS∗} (3)

– сегмент [[x, y]] (см. [1, § 7.7.2]).
В условии (MeI) включение

m(x, y) ⊃ [[x, y]] (4)

имеет место в любом X; равенство m(x, y) = [[x, y]] (см. (MeI)) выполнено, в частности, в
любом сепарабельном пространстве (см. [6, § 3.2.1]).

Также рассмотрим класс2 пространств (Ex-w∗s), введенный Франкетти и Роверси:

extS∗ является w∗-сепарабельным. (Ex-w∗s)

В определении класса (Ex-w∗s) мы всегда предполагаем, что

F = (fi)i∈I ⊂ extS∗ является w∗-плотным в extS∗, card I ⩽ ℵ0, F = −F.

Любое пространство из класса (Ex-w∗s) имеет w∗-сепарабельный единичный шар. Да-
лее, хорошо известно, что если X – сепарабельное линейное нормированное пространство,
то w∗-топология единичного шара B∗ сопряженного пространства X∗ метризуема. Отсюда
следует, что любое сепарабельное пространство лежит в классе (Ex-w∗s). Класс (Ex-w∗s)
также содержит несепарабельное пространство ℓ∞.

Определение 2. Пусть пространство X принадлежит классу (Ex-w∗s), а F = (fi)i∈I –
семейство функционалов из определения класса (Ex-w∗s); пусть также (αi) ⊂ R, αi > 0,
i ∈ I, card I ⩽ ℵ0, и

∑
αi <∞. Для x ∈ X положим

|x| =
∑

i∈I
αi|fi(x)|. (5)

Тогда | · | – норма на X, которую, следуя А.Л. Брауну [5], мы называем ассоциированной
(по Брауну). Ясно, что |x| ⩽ ∥x∥∑αi.

Отметим ряд свойств ассоциированной нормы (см. [1, 6]).
1Сокращение (MeI) происходит от английского “The hull m(x, y) equals the interval [[x, y]] for all x, y”.
2Сокращение (Ex-w∗s) происходит от немецкого “Die Extrempunktmenge der konjugierten Einheitskugel

ist w∗-separabel”.
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Предложение 3. Пусть X ∈ (Ex-w∗s) и F = (fi)i∈I – соответствующее семейство
функционалов из определения класса (Ex-w∗s). Тогда:

a) xn
| · |−→ x ⇒ fi(xn) → fi(x) для любого fi ∈ F ;

b) (xn) – | · |-последовательность Коши ⇔ (fi(xn)) сходится в R для любого i ∈ I;

c) xn
| · |−→ x ⇒ ∥x∥ ⩽ lim inf ∥xn∥;

d) любой замкнутый шар | · |-замкнут; как следствие, m(M) | · |-замкнуто для лю-
бого ограниченного множества M ⊂ X;

e) xn
| · |−→ x ⇒ xn

w→ x;

f) если F ∥ · ∥-плотно в extS∗, то xn
| · |−→ x ⇔ xn

w→ x (это условие выполнено,
например, для пространства c0);

g) если A ⊂ X ∥ · ∥-компактно, то ε-расширение Aε := {x ∈ X | ρ(x,A) ⩽ ε} мно-
жества A | · |-замкнуто в X.

Нам потребуется обобщение классической теоремы Рейнуотера–Симонса (см., напри-
мер, [7, § 3.11.8.5]) на случай сходимости относительно ассоциированной нормы | · | на про-
странствах класса (Ex-w∗s) (в частности, на сепарабельных пространствах). Такое обобще-
ние позволяет при исследовании монотонной связности солнц и чебышевских множеств3

применить аппарат метрической выпуклости для ассоциированной нормы | · |). Теорема
Рейнуотера–Симонса утверждает, что ограниченная последовательность (xn) в банаховом
пространстве X слабо сходится к x ∈ X, если и только если последовательность (f(xn))

сходится к f(x) для каждого функционала f из произвольной фиксированной границы
Джеймса пространства X (например, для всех f ∈ extS∗). Таким образом, хотя в общем
случае слабая сходимость не метризуема, имеется норма на X ∈ (Ex-w∗s), относительно
которой сходимость последовательностей равносильна слабой сходимости. Здесь напом-
ним (см., например, [7, § 3.11.8]), что подмножество A единичной сферы S∗ сопряженного
пространства X∗ называется границей (Джеймса) для пространства X, если для каждого
x ∈ X найдется f ∈ A такой, что f(x) = ∥x∥.

Отметим следующее обобщение классической теоремы Рейнуотера–Симонса (см. [8]).
Пусть X ∈ (Ex-w∗s) – банахово пространство, F := (fi)i∈I ⊂ extS∗ – набор функционалов
из определения класса (Ex-w∗s). Пусть (xn) – | · |-ограниченная последовательность в X.
Рассмотрим следующие условия:

a) xn
| · |−→ x;

b) fi(xn) → fi(x) для любого i ∈ I;
c) xn

w−→ x.

3Множество M называется чебышевским, если оно есть множество существования и единственности,
т. е. множество PMx одноточечно для любого x ∈ X. Множество M называется солнцем, если любая точка
x /∈ M является точкой солнечности, что по определению означает, что существует точка y ∈ PMx ̸= ∅
(точка светимости) такая, что y ∈ PM

(
(1 − λ)y + λx

)
для всех λ ⩾ 0 (геометрически это означает, что

из точки y исходит “солнечный” луч, проходящий через x, для каждой точки которого точка y является
ближайшей из M). Множество M называется строгим солнцем, если для любого x /∈ M PMx ̸= ∅ и любая
точка y ∈ PMx является точкой светимости.
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Тогда условия a) и b) эквивалентны, любое из них обеспечивается выполнением условия c).
При этом, если X∗ сепарабельно, то все три условия эквивалентны.

Отметим, что ∥ · ∥-ограниченная последовательность | · |-ограничена, а также, что
(X, | · |) является пространством Шура, т. е. в нем слабо сходящиеся последовательности
сходятся по норме.

1.3. Монотонно линейно связные множества.

Определение 4. Замкнутое множество M ⊂ X называется монотонно линейно связным,
если любые две точки из M можно соединить непрерывной монотонной кривой (дугой)
k( · ) ⊂ M ; здесь непрерывная кривая k(τ), 0 ⩽ τ ⩽ 1, в линейном нормированном про-
странстве X называется монотонной, если f(k(τ)) является монотонной функцией по τ
для любого f ∈ extS∗ (по поводу дальнейших деталей см. [1, § 7.7.3]).

Определение 5. Множество M ⊂ X называется m-связным (связным по Менгеру), если
m(x, y) ∩M ̸= {x, y} для любых различных точек x, y ∈M .

Любое выпуклое множество монотонно линейно связно; пересечение монотонно ли-
нейно связного множества и промежутка4 монотонно линейно связно. Монотонно линейно
связное множество всегда B-линейно связно (т. е. его пересечение с любым замкнутым –
а следовательно, и с открытым – шаром линейно связно).

Замечание 6. Используя (4), нетрудно проверить, что монотонно линейно связное мно-
жество необходимо m-связно. Однако (в бесконечномерном случае) обратное утвержде-
ние может нарушаться даже для замкнутых множеств – соответствующий пример
в пространстве C[0, 1] предложен К.Франкетти и С.Роверси: пусть M = M1 ∪M−1, где
Mσ = {x ∈ C[0, 1] | x(0) = σ}, σ = ±1. Тогда M состоит из двух выпуклых непересекаю-
щихся компонент, однако множество M m-связно.

Отметим, что в c0 и в произвольном конечномерном пространстве эти свойства экви-
валентны для замкнутых множеств (см. [6, § 3.2.2]). Также отметим, что в конечномерных
пространствах X со свойством extS∗ = S∗ класс монотонно линейно связных (m-связных)
замкнутых множеств совпадает с классом замкнутых выпуклых множеств – в таких про-
странствах X всегда имеет место равенство m(x, y) = [x, y] для любых x, y ∈ X).

Далее, если Q обозначает некоторое свойство (например, “связность”), мы будем го-
ворить, что замкнутое множество M обладает свойством:

• P -Q, если при всех x ∈ X множество PMx непусто и обладает свойством Q;
• B-Q, если M ∩B(x, r) обладает свойством Q при всех x ∈ X, r > 0;
• B̊-Q, если M ∩ B̊(x, r) обладает свойством Q при всех x ∈ X, r > 0.
К примеру, замкнутое подмножество конечномерного пространства P -непусто, т. е.

является множеством существования.

4Промежуток – это множество M со свойством [[x, y]] ⊂ M при условии, что x, y ∈ M (см. (3)).
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Приведем основной результат о связи монотонно линейно связных и m-связных мно-
жеств (см. [9]). В теореме 7 экстремальная ограниченная клеточноподобность понима-
ется следующим образом: если пересечение множества M с брусом5 ограничено, то оно
клеточноподобно (см. [1, § 10.4.2]).

Теорема 7. Пусть X – банахово пространство из класса (MeI)∩ (Ex-w∗s) (в частности,
X – сепарабельное пространство), и пусть множество M ⊂ X замкнуто и m-связно.
Предположим, что выполнено хотя бы одно из следующих условий:

a) M ограниченно компактно (в норме ∥ · ∥);
b) M является | · |-замкнутым, а m(x, y) | · |-компактно для любых x, y ∈ X;
c) m(x, y) является ∥ · ∥-компактным для любых x, y ∈ X.

Тогда M монотонно линейно связно.
Если вдобавок множество M ограниченно компактно, то оно P - и B-клеточно-

подобно, P - и B-ациклично (относительно любой непрерывной теории (ко)гомологий) и
является солнцем.

Если X конечномерно, то, дополнительно, M экстремально стягиваемо (в част-
ности, P - и B-стягиваемо) и на множество M существует непрерывная (аддитивная
или, эквивалентно, мультипликативная) ε-выборка для всех ε > 0.

Предложение 8. Пусть X – банахово пространство из класса (MeI)∩ (Ex-w∗s) (в част-
ности, X – сепарабельное пространство), и пусть последовательность (xn) стремится
к x по норме | · | и монотонно (последнее означает, что f(xn) → f(x) монотонно для

любого f ∈ extS∗). Тогда xn
∥ · ∥−→ x.

Отметим еще один близкий результат [10].

Предложение 9. Пусть (xn) слабо сходится к элементу x монотонно относительно
функционалов из extS∗. Тогда ∥xn − x∥ → 0.

Для слабо компактных множеств имеет место следующий результат (см. [9]).

Теорема 10. Пусть X – сепарабельное банахово пространство, и пусть ∅ ̸= M ⊂ X

ограниченно слабо компактно. Предположим, что M m-связно. Тогда M монотонно
линейно связно.

Имеет место следующий предельный результат (см., например, [6, теорема 3.25]).

Теорема 11. Пусть X ∈ (MeI) ∩ (Ex-w∗s) (в частности, X – сепарабельное банахово
пространство), и пусть (Mi) – последовательность m-связных подмножеств простран-
ства X. Тогда:

5Ниже под брусом мы будем понимать пересечения экстремальных гиперполос вида
{x ∈ X | a ⩽ f(x) ⩽ b}, −∞ ⩽ a ⩽ b ⩽ +∞, f ∈ extS∗, порождаемых в исходном пространстве экс-
тремальными функционалами из S∗. Частным случаем бруса является замкнутый единичный шар.
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a) если M1 ⊃ M2 ⊃ . . . ⊃ Mi ⊃ . . . и если каждое из множеств Mi ограниченно
компактно, то множество

⋂∞
i=1Mi монотонно линейно связно;

b) если M1 ⊂ M2 ⊂ . . . ⊂ Mi ⊂ . . . и Mi ⊂ H, где H – ограниченно компактное
множество в X, то множество K :=

⋃∞
i=1Mi монотонно линейно связно.

Пусть пространство X лежит в классе (MeI) ∩ (Ex-w∗s) (в частности, X – сепара-
бельное линейное нормированное пространство), и пусть F = (fi) ⊂ extS∗ – w∗-плотное
в extS∗ семейство из определения класса (Ex-w∗s). Для каждого n ∈ N рассмотрим огра-
ниченный линейный оператор sn : X → ℓ∞n , определенный как sn(x) =

(
f1(x), . . . , fn(x)

)
.

Отметим, что ∥sn(x)∥ ⩽ ∥x∥ и ∥sn(x)∥ → ∥x∥ при n→ ∞.

Теорема 12 (см., например, [6, теорема 3.26]). Пусть X – банахово пространство из
класса (MeI)∩(Ex-w∗s) (в частности, X – сепарабельное банахово пространство), и пусть
∅ ̸= M ⊂ X ограниченно компактно. Тогда:

1) если M m-связно в X, то sn(M) монотонно линейно связно в ℓ∞n для всех n ∈ N;
2) если sn(M) m-связно в ℓ∞n для всех n ∈ N, то M монотонно линейно связно в X.

Теорема 13 (см., например, [6, теорема 3.27]). Пусть X ∈ (MeI)∩(Ex-w∗s) – банахово про-
странство (в частности, X сепарабельно или X = ℓ∞), и пусть множество ∅ ̸= M ⊂ X

ограниченно компактно и m-связно. Тогда M P - и B-клеточноподобно, т. е. каждое из
множеств

PMx, M ∩B(x, r), x ∈ X, r > 0,

клеточноподобно. В частности, множество M P - и B-ациклично (относительно любой
непрерывной теории (ко)гомологий) и является солнцем.

Замечание 14. Ответ на обратный вопрос о монотонной линейной связности B-ациклич-
ных (P -ацикличных) множеств не так подробно изучен (см. пример 30 ниже).

Замечание 15. В любом линейном нормированном пространстве X из условия, что
M =

⋃
n∈NMn, где каждое Mn – монотонно линейно связное множество, и Mn ⊂Mn+1

(n ∈ N), вытекает, что M – монотонно линейно связное множество.

Следствие 16. Множество M монотонно линейно связно тогда и только тогда, когда
для любой расширяющейся последовательности шаров, объединение которых содержит
M , пересечение с каждым шаром такой последовательности монотонно линейно связно.

Теорема 17 (И.Г. Царьков, [6, теорема 3.28]). Пусть M – монотонно линейно связное
непустое множество и N – замкнутый промежуток в пространстве ℓ∞n . Тогда их ариф-
метическая сумма M +N является монотонно линейно связным множеством.

Теорема 18 (И.Г. Царьков, [6, теорема 3.29]). Пусть M – монотонно линейно связное
непустое множество в пространстве C(Q), где Q – метрический компакт. Тогда ариф-
метическая сумма M + B̊(0, R) (R > 0) монотонно линейно связна.
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Отметим еще несколько свойств монотонно линейно связных множеств.
1◦. Пусть Mα – монотонно линейно связное множество в линейно нормирован-

ном пространстве Xα (α ∈ A). Тогда декартово произведение M =
∏

α∈AMα являет-
ся монотонно линейно связным множеством в пространстве X =

∏
α∈AXα с нормой

∥x∥ = supα∈A ∥xα∥, где x = (xα)α∈A.
Пусть X, Y – линейные нормированные пространства. Отображение F : X → Y на-

зывается монотонным, если для любого промежутка Π ⊂ Y его прообраз F−1(Π) является
промежутком в X.

2◦. Пусть G ⊂ Rn – выпуклое непустое множество и отображение F : G→ R явля-
ется монотонной функцией на непустом пересечении произвольной прямой в Rn с мно-
жеством G. Тогда множество функций {F ◦ f(t) | f ∈ C(Q,G)} монотонно линейно
связно в пространстве C(Q,Rn).

3◦. Пусть F : R → R – монотонная непрерывная функция, M – монотонно линейно
связное множество в C(Q,R). Тогда множество MF := {F ◦ f | f ∈ M} монотонно
линейно связно в C(Q,R).

4◦. Предположим, что X и Y – линейные нормированные пространства, F : X → Y

– монотонное непрерывное отображение. Тогда для монотонно линейно связного множе-
ства M ⊂ X множество F (M) монотонно линейно связно в Y .

5◦. Пусть {Mn}∞n=1 – вложенная система монотонно линейно связных слабо ком-
пактных множеств в сепарабельном пространстве X. Тогда пересечение

⋂∞
n=1Mn моно-

тонно линейно связно (см. также теорему 11 выше).

2. Монотонная связность солнц

Напомним, что такое важное понятие, как строгое солнце, есть по сути геометриче-
ская переформулировка характеризационного свойства элемента наилучшего приближе-
ния (критерий Колмогорова). Отправной точкой при исследовании монотонной связности
(в разных смыслах) в теории приближений служит теорема Д.Браесса [11], которая в со-
временных терминах переформулируется следующим образом: каждое строгое солнце в
пространстве ℓ∞n монотонно линейно связно. Х. Беренс и Л.Хетцельт [12] для более общего
случая солнц получили более слабое утверждение, а именно: в ℓ∞n каждое солнце связно
по Менгеру (m-связно). Имеет место следующий более сильный результат.

Теорема 19 (см., например, [6, теорема 3.31]). Непустое подмножество пространства
ℓ∞n является солнцем тогда и только тогда, когда оно замкнуто и монотонно линейно
связно.

Отметим, что на плоскости любое солнце монотонно линейно связно. Однако в ко-
нечномерных пространствах большей размерности (начиная с размерности 3) есть приме-
ры не монотонно линейно связных чебышевских множеств (которые, конечно, являются
солнцами); см. [13] и пример 30 ниже.
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2.1. Монотонная линейная связность солнц в (BM)-пространствах.
Следующий результат [9], характеризующий солнца в (BM)-пространствах в терминах
монотонной линейной связности, обобщает теорему 19. В нем m-связность установлена
А.Л.Брауном [5], a монотонная линейная связность гарантируется теоремой 7.

Теорема 20 (см., например, [6, теорема 3.32]). В конечномерном (BM)-пространстве
класс солнц совпадает с классом монотонно линейно связных множеств и совпадает с
классом замкнутых m-связных множеств.

На случай ограниченно компактных солнц в бесконечномерных пространствах тео-
рема 20 обобщается следующим образом (см. [9]).

Теорема 21. Пусть X – (BM)-пространство из класса (MeI)∩ (Ex-w∗s) (в частности,
X – сепарабельное пространство) и такое, что в нем оболочка m(x, y) | · |-компактна6

для любых x, y ∈ X. Тогда в X любое ограниченно компактное солнце монотонно линейно
связно (и, в частности, m-связно).

Ряд характеризаций солнц в полиэдральных (BM)-пространствах также дается в
[6, теорема 3.40].

2.2. Солнечность и монотонная линейная связность в пространстве
типа C(Q). Характеризация монотонно линейно связных множеств в
терминах солнечности. Следующий результат дает пример (негладкого) бесконеч-
номерного пространства в котором всякое солнце связно (и, более того, монотонно линейно
связно).

Теорема 22 (см., например, [6, теорема 3.34]).
1) Произвольное солнце в c0 монотонно линейно связно.
2) m-связное (и тем более монотонно линейно связное) аппроксимативно компакт-

ное непустое подмножество пространства c0 является солнцем.

Рассмотрим аналогичный вопрос о связности солнц в пространствах C(Q).

Определение 23. Подмножество M ⊂ X называется сильно связным по Менгеру, если
[[x, y]] ∩M ̸= {x, y} для любых различных точек x, y ∈M .

Замечание 24. Обычная связность по Менгеру (m-связность) определяется так же, как
и сильная связность по Менгеру, с одной только разницей, что сегмент [[x, y]] заменяется
на множество m(x, y) :=

⋂
B(z,r)⊃{x,y}B(z, r). Как известно, [[x, y]] ⊂ m(x, y), и поэтому из

сильной связности по Менгеру вытекает обычная связность по Менгеру. Известно, что
в сепарабельном пространстве эти связности эквивалентны. До сих пор не известно ни
одного примера, когда была бы обычная связность по Менгеру, а сильной не было. Связано
это с тем, что не известно примеров пространств, в которых [[x, y]] ̸= m(x, y) (см. (4)).

6Это свойство выполнено, в частности, для пространства c0 (см. § 2.2 ниже).
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Отметим также, что в определении слабой связности по Менгеру можно ограничиться
линейно независимыми наборами α = (x∗1, . . . , x

∗
n).

Теорема 25 (см., например, [6, теорема 3.36]). В пространстве C(Q) или ℓ∞(E) огра-
ниченно слабо компактное солнце сильно связно по Менгеру и, следовательно, в C(Q)

монотонно линейно связно.

Следствие 26. В пространстве C(Q) ограниченно компактное солнце сильно связно по
Менгеру и, следовательно, монотонно линейно связно.

Из теорем 28 и 25 вытекает следующая характеризация монотонно линейно связных
множеств в C(Q) в терминах солнечности.

Теорема 27 (см., например, [6, теорема 3.37]). В C(Q) ограниченно компактное множе-
ство является солнцем если и только если оно монотонно линейно связно.

Следующий результат является обобщением одной известной теоремы Л.П.Власова
(см. [4, теорема 4.4]) о солнечности ограниченно компактных P -ацикличных солнц.

Теорема 28 (см., например, [6, теорема 3.23]). Монотонно линейно связное ограниченно
компактное подмножество банахова пространства является солнцем.

2.3. Монотонная линейная связность и чебышевские множества в
произвольных пространствах. Следующую теорему можно рассматривать, как
первый результат, в котором солнечность чебышевского множества устанавливается при
наложении на него структурных ограничений типа связности.

Теорема 29 (см., например, [1, теорема 10.11]). Пусть M – монотонно линейно связное
подмножество линейного нормированного пространства. Предположим, что PMx = {y}
для некоторого x /∈M . Тогда x – точка солнечности (y – точка светимости).

Как следствие, монотонно линейно связное чебышевское множество в линейном
нормированном пространстве является солнцем.

Отметим, что существуют примеры пространств, отличных от C(Q), которые содер-
жат не монотонно линейно связные солнца (и даже чебышевские солнца). Следующий при-
мер показывает, что можно построить пространство любой конечной размерности n ⩾ 3,
содержащее не монотонно линейно связное чебышевское множество. По поводу некоторых
дальнейших результатов в конечномерном случае см., например, [13–15].

Пример 30. Пусть dimX < ∞, extS∗ = S∗. Выше мы отмечали, что в таком простран-
стве монотонная линейная связность замкнутого множества равносильна его выпуклости.
И.Г. Царьков (см., например, [6, пример 3.2]) для любого конечного 3 ⩽ n < ∞ построил
пример пространства X размерности n со свойством extS∗ = S∗, содержащего неогра-
ниченное невыпуклое чебышевское множество M ′; при этом любое ограниченное чебы-
шевское множество в X выпукло. Такое множество M ′ служит примером не монотонно
линейно связного B-ацикличного (P -ацикличного) множества (чебышевского солнца).
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Из недавних результатов отметим работу E.A.Савиновой [16], которая нашла необ-
ходимые и достаточные условия для того, чтобы заданное линейно связное подмножество
M ⊂ Rn было монотонно линейно связным относительно некоторой нормы на Rn (по по-
воду дальнейших продвижений см. также [17]).

Среди нерешенных проблем в этой области выделим следующую: охарактеризовать
пространства, в которых каждое (ограниченное) чебышевское множество (солнце, строгое
солнце) монотонно линейно связно, m-связно. Ряд продвижений в этом вопросе в трех-
мерном случае был получен А.Р.Алимовым и Б.Б.Бедновым (см., например, [13–15,18]).

3. Приложения

Отметим некоторые приложения полученных выше результатов о монотонной ли-
нейной связности с конкретным объектам приближения.

Пусть n ∈ N, K > 0, a < b. Через S(n,K) = S(n,K, [a, b]) обозначим множество всех
n-звенных K-липшицевых ломаных в C[a, b]. Множество S(n,K) монотонно линейно связ-
но в пространстве C[a, b]. Отсюда вытекает, что множество всех n-звенных ломаных
Sn =

⋃∞
m=1 S(n,m) монотонно линейно связно в C[a, b]. Как следствие, множество S(n,K)

всех n-звенных K-липшицевых ломаных является солнцем в C[a, b]. Также отметим, что
множество всех k-монотонных векторов в ℓ∞n монотонно линейно связно (см. [6, § 3.2.6]).

Подмножество M ⊂ X называется устойчиво монотонно линейно связным [10],
если существует непрерывное отображение p : M ×M × [0, 1] →M , для которого p(x, y, · )
является монотонным путем, соединяющим точки x, y ∈M .

Теорема 31 (см., например, [3, § 3]). Пусть X – банахово пространство, M ⊂ X – устой-
чиво монотонно линейно связное множество (или монотонно линейно связное P -ком-
пактное множество) с непрерывной по Хаусдорфу метрической проекцией. Тогда мно-
жество M обладает непрерывной выборкой из метрической проекции.

Рассмотрим следующее классическое семейство рациональных функций в C[a, b]:

Rn,m = Rn,m[a, b] := {p/q | p ∈ Pn, q ∈ Pm, q ̸= 0},

где Pn – подпространство алгебраических многочленов степени не выше n. Хорошо извест-
но, что Rn,m – чебышевское солнце в C[a, b]. Однако в Lp[a, b], 1 < p <∞, Н.В. Ефимовым
и С.Б.Стечкиным из общих теорем геометрической теории приближений было установле-
но, что Rn,m, m ⩾ 1, является множеством существования, но не единственности. В случае
L1[a, b] ими же было показано отсутствие единственности наилучшего приближения клас-
сом R0,2. И.Г. Царьков, используя общие теоремы геометрической теории приближений,
доказал отсутствие единственности наилучшего приближения в L1[a, b] для всех классов
дробей Rn,m, m ⩾ 1. Рассмотрим более общий класс рациональных функций:

RV
W :=

{
r = v/w

∣∣ v ∈ V, w ∈ W
}
,
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здесь Q – метрический компакт, V,W ⊂ C(Q) – выпуклые множества, W состоит из
положительных функций. Множество RV

W является строгим протосолнцем в C(Q).
Пусть V,W ⊂ C(Q), и пусть U ⊂ V ×W – непустое выпуклое множество. Рассмотрим

следующее обобщение классов Rn,m и RV
W дробно-рациональных функций:

RU :=
{
r ∈ C(Q) | rw = v, w ̸≡ 0, (v, w) ∈ U

}
. (6)

Теорема 32 (см. [19]). Множество обобщенных дробно-рациональных функций RU

является строгим протосолнцем в C(Q).

Этот результат означает, что дроби наилучшего приближения классом RU характе-
ризуются в терминах критерия Колмогорова элемента наилучшего приближения, что, в
свою очередь, позволяет строить алгоритмы нахождения наилучших дробей.

Задача об устойчивости элементов (почти) наилучшего приближения традиционно
связана со свойствами аппроксимативной компактности множества или существования
непрерывных ε-выборок. Хорошо известно, что в невырожденных случаях (т. е. приm ⩾ 1)
метрическая проекция на (чебышевское) множество Rn,m имеет точки разрыва в C[a, b],
но при этом для любого ε > 0 на Rn,m существует непрерывная ε-выборка. Следующий
результат обобщает и расширяет этот результат.

Теорема 33 (см. [19]). Множество обобщенных рациональных дробей RU (при выпук-
лом U ; см. (6)) в C(Q) является устойчиво монотонно линейно связным множеством,
и, следовательно, на это множество существует непрерывная аддитивная ε-выборка
для любого ε > 0. В случае замкнутости RU для каждого ε > 0 существует непрерыв-
ная мультипликативная ε-выборка на RU . Кроме того, RU является B-стягиваемым
(B̊-стягиваемым) множеством в C(Q).
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Пунктуальная категоричность и операция скачка в
примитивно рекурсивных степенях

И.Ш. Калимуллин, А.А.Курмачева

Аннотация. Статья посвящена изучению пунктуальных структур, для кото-
рых изоморфизмы между различными пунктуальными копиями примитивно
рекурсивно сводятся к фиксированной 0, 1-значной оракульной функции. Для
изучения сложности таких пунктуальных структур и изоморфизмов между
ними вводится и исследуется операция слабого (0, 1-значного) скачка. В работе
установлено существование жестких пунктуальных структур, для которых все
изоморфмизмы являются низкими относительно слабого скачка и, при этом,
не все из этих изоморфизмов примитивно рекурсивны. Кроме того, построена
жесткая пунктуальная структура, для которой все изоморфизмы примитивно
рекурсивно сводятся к слабому скачку нулевой функции, а один из них имеет
высокую степень.

Ключевые слова: примитивно рекурсивная сводимость, пунктуальная ка-
тегоричность, операция скачка.
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Введение

Алгебраическая структура, элементами которой являются натуральные числа, на-
зывается примитивно рекурсивной, если ее универсум, а также отношения и операции,
являются примитивно рекурсивными. Исследование примитивно рекурсивных структур,
определенных на всем множестве натуральных чисел (т. е. универсум которых есть N),
проводилось в некоторых работах Цензера, Реммеля и других авторов (см., например, [1]
и [2]) без введения специального термина для таких примитивно рекурсивных структур.
В работе [3] такие структуры были исследованы под названием вполне примитивно ре-
курсивных (fully primitive recursive). Начиная с обзорной работы [4], для данного понятия
общепринятым стал термин пунктуальной структуры.

В рамках данной терминологии будем называть пунктуальную структуру A пункту-
ально категоричной, если для каждой пунктуальной копии A ∼= B существует изоморфизм
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p : A → B такой, что p и p−1 являются примитивно рекурсивными функциями. Данное
понятие является полным аналогом понятия вычислимо категоричной структуры, для
которой существуют вычислимые изоморфизмы в любую ее вычислимую копию.

Тривиальным примером пунктуально категоричных структур является любая пунк-
туальная копия бесконечной прямой суммы ⊕ωZp, рассматриваемая как абелева p-группа,
или как бесконечномерное векторное пространство над конечным простым полем Zp. Од-
нако менее тривиальные примеры вычислимо категоричных структур, такие, как нату-
ральные числа с функцией следования, или их плотное линейное упорядочение, уже не
являются пунктуально категоричными.

В работе [3] был разработан так называемый метод (стратегия) “прессинга”, позво-
ляющий строить нетривиальные примеры пунктуально категоричных структур. В част-
ности, был построен пример конечно-порожденной пунктуально категоричной структуры,
а также пример пунктуально категоричной структуры, не являющейся вычислимо кате-
горичной.

Как и в случае с вычислимой категоричностью, понятие пунктуальной категорично-
сти может быть обобщено на произвольные оракулы.

Определение 1. Пусть f : N → N – произвольная функция. Пунктуальная структу-
ра A называется f -пунктуально категоричной, если для каждой пунктуальной копии
A ∼= B существует изоморфизм p : A → B такой, что p и p−1 примитивно рекурсивно сво-
дятся к f . Формальное определение примитивно рекурсивной сводимости ≤pr будет дано
в параграфе 1 (определение 5).

В работе [5] удалось применить стратегию “прессинга” для кодирования примитив-
но рекурсивной сложности некоторых функций в сложность построения изоморфизмов
между пунктуальными копиями.

Теорема 2 ([5]). Пусть f – вычислимая функция с примитивно рекурсивным графи-
ком. Тогда существует f -пунктуальная структура A такая, что для любой функции
g : N → N структура A будет g-пунктуально категоричной тогда и только тогда, когда
f примитивно рекурсивно сводится к g.

Таким образом, для некоторых пунктуальных структур можно говорить о точной
степени пунктуальной категоричности, как наименьшей примитивно рекурсивной сте-
пени, относительно которой структура пунктуально категорична, что будет полностью
соответствовать понятию тьюринговой степени вычислимой категоричности структур [6].

Возникает вопрос о возможности кодирования функций, не имеющих примитивно
рекурсивный график, в сложность пунктуальной категоричности. Данная проблема бы-
ла исследована в работе [7]. При этом выяснилось, что конечно-порожденные структуры
могут иметь в качестве точных степеней пунктуальной категоричности лишь примитивно
рекурсивные степени функций с примитивно рекурсивными графиками. Если же пунк-
туальная структура имеет какую-либо другую степень пунктуальной категоричности в
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классе степеней вычислимых функций, то эта структура должна быть локально конеч-
ной (т. е. каждое ее конечное подмножество порождает лишь конечную подструктуру).
Более того, если f – вычислима, то f -пунктуальные структуры могут быть либо конечно-
порожденными, либо локально конечными. Также был получен следующий результат.

Теорема 3 ([7]). Для некоторой 0, 1-значной вычислимой функции f существует ло-
кально конечная жесткая f -пунктуальная структура, не являющейся пунктуально ка-
тегоричной.

Настоящая работа дает оценки 0, 1-значных функций f с указанным выше свойством
и изоморфизмов между пунктуальными копиями соответствующих структур в терминах
примитивно рекурсивной сводимости и операции скачка. Полученные результаты могут
говорить в пользу предположения о том, что ненулевые степени 0, 1-значных функций не
являются точными степенями пунктуальной категоричности.

В первом параграфе будет развита теория примитивно рекурсивной сводимости,
необходимая для доказательства основных результатов о пунктуальной категоричности из
второго параграфа. Результаты первого параграфа легко переносятся и на другие субре-
курсивные сводимости (например, элементарную сводимость), однако полученные таким
образом утверждения и методы по-видимому трудно будет применить к субрекурсивным
аналогам пунктуальной категоричности. Например, упомянутая выше стратегия “прес-
синга” [3] существенно использует замкнутость класса примитивно рекурсивных функций
относительно неограниченных итераций, что делает актуальным вопрос о существова-
нии нетривиальных примеров субрекурсивно категоричных структур. Например, авторам
неизвестно, существует ли элементарная конечно-порожденная алгебраическая структура,
у которой любые две элементарные копии, определенные на всем множестве натуральных
чисел, элементарно изоморфны.

Терминология, обозначения и подходы в данной работе будут в основном следовать
классической для теории вычислимости монографии [8]. Всюду далее будем считать языки
структур конечными, поскольку в противном случае понятие пунктуальной структуры
требует уточнения.

1. Примитивно рекурсивные степени и скачки

Ввиду наличия примитивно рекурсивных биекций между множеством натуральных
чисел N и множеством Nn мы далее отождествляем наборы

x⃗ = (x1, x2, . . . , xn)

с соотвествующими натуральными числами. Поэтому в определении, данного ниже, счи-
таем рассматриваемые операторы действующими только на множестве унарных функций.

Определение 4. Примитивно рекурсивные операторы Φ : NN → NN определены по ин-
дукции.
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• Тождественный оператор
Φf = f

примитивно рекурсивен.
• Операторы, возвращающие базисные примитивно рекурсивные функции,

Φf = o, где o(x) = 0;

Φf = s, где s(x) = x+ 1;

Φf = Inm, где m ≤ n, Inm(x1, ..., xn) = xm

примитивно рекурсивны.
• Если Ψ,Θ1, ...,Θm – примитивно рекурсивные операторы, то оператор Φ, опреде-

ленный равенством

Φf (x) = Ψf (Θf
1(x), ...,Θf

m(x)) [суперпозиция функций],

также примитивно рекурсивен.
• Если Ψ,Θ – примитивно рекурсивные операторы, то оператор Φ, определенный

равенствами

Φf (x, 0) = Θf (x),

Φf (x, y + 1) = Ψf (x, y,Φf (x, y)) [примитивная рекурсия],

также примитивно рекурсивен.
Здесь везде x, y ∈ N – произвольные натуральные числа, а f ∈ NN – произвольная функ-
ция.

Ясно, что каждую примитивно рекурсивную функцию g можно выразить в виде
g = Φo для некоторого примитивно рекурсивного оператора Φ, и наоборот.

Определение 5 (Клини [9]). Будем говорить, что функция g примитивно рекурсивно
сводится к f (g ≤pr f), если g = Φf для некоторого примитивно рекурсивного оператора Φ.
Будем говорить, что g примитивно рекурсивно эквивалентна f (g ≡pr f), если g ≤pr f и
f ≤pr g. Классы эквивалентности относительно ≡pr будем называть pr-степенями.

При этом o ≤pr g для всех g, а также g ≡pr o имеет место тогда и только тогда, когда
g примитивно рекурсивна. Нетрудно проверить существование наименьшей верхней грани
в классе pr-степеней посредством оператора ⊕, определенного следующим образом:

f ⊕ g(x) =




f(y), если x = 2y;

g(y), если x = 2y + 1.

Таким образом, pr-степени функций образуют верхнюю полурешетку.
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Фиксируем естественную (гёделеву) нумерацию Φ0,Φ1,Φ2, . . . всех примитивно ре-
курсивных операторов. Тогда должны существовать примитивно рекурсивные функции
Fs, Fp, Pm,Os такие, что

Φf
Fs(n,m,k1,...,km)(x) = Φf

n(Φf
k1

(x), ...,Φf
km

(x)) [суперпозиция функций];

Φf
Fp(n,m)(x, 0) = Φf

n(x),

Φf
Fp(n,m)(x, y + 1) = Φf

m(x, y,Φf
Fp(n,m)(x, y)) [примитивная рекурсия];

Φf
Pm(n,x)(y) = Φf

n(x, y) [параметризация];

Φf
Os(n,m)(x) = ΦΦf

m
n (x) [суперпозиция операторов]

для всех x, y, n,m, k1, . . . , km ∈ N и f ∈ NN.

Определение 6 (Клини [9]). Определим скачок f ′
s (называемый в дальнейшем сильным

скачком) функции f следующим образом:

f ′
s(x) = Φf

x(0),

где x ∈ N.

Нетрудно установить, что в силу свойств выбранной нумерации Φ0,Φ1,Φ2, . . . имеют
место следующие pr-эквивалентности:

f ′
s = λx.Φf

x(0) ≡pr λx.Φ
f
x(x) ≡pr λx. 1 + Φf

x(x) ≡pr λx, y.Φ
f
x(y).

Кроме того, pr-степень функции f ′
s можно определить независимо от выбора нумера-

ции Φ0,Φ1,Φ2, . . . как наибольшую pr-степень функций из класса Rf , содержащую все
функции g, для которых существует примитивно рекурсивный оператор Φ такой, что
λx. g(x, 0) = f и λx. g(x, y+ 1) = Φλx. g(x,y) для всех y ∈ N. Нетрудно также проверить, что
для случая нулевой функции f = o функция o′s будет pr-эквивалентна известной функции
Аккермана, имеющей примитивно рекурсивный график.

Следующее утверждение доказывается стандартным для теории вычислимости об-
разом.

Утверждение 7. Для всех функций f, g имеет место:
(1) f ≤pr f

′
s;

(2) f ′
s ̸≤pr f ;

(3) g ≤pr f =⇒ g′s ≤pr f
′
s.

Ниже будет установлено, что обратная импликация в (3) вообще говоря не имеет
места. Более того, для 0, 1-значных функций g ≤pr o

′
s будет иметь место g′s ≡pr o

′
s.

Пусть далее

sg(x) =





1, если x > 0;

0, если x = 0,
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– характеристическая функция множества положительных натуральных чисел.

Определение 8. Определим слабый скачок f ′
w функции f следующим образом:

f ′
w(x) = sg(Φf

x(0)),

где x ∈ N.

Как и ранее, имеем:

f ′
w = λx. sg(Φf

x(0)) ≡pr λx. sg(Φf
x(x)) ≡pr λx. 1 −̇ Φf

x(x) ≡pr λx, y. sg(Φf
x(y)).

Кроме того, pr-степень функции f ′
w можно определить независимо от выбора нумерации

Φ0,Φ1,Φ2, . . . как наибольшую pr-степень функций вида sg(g(x)), где g – произвольная
функция из введенного ранее класса Rf . Отметим также, что в терминах обобщенной
иерархии Гжегорчика 0, 1-значная функция o′w является Fω-полной проблемой разреши-
мости, эквивалентной ряду алгоритмических проблем, возникающих в теоретических ком-
пьютерных науках и математической логике (см., например, [10–13]). Также отметим, что
в силу результата Кристиансена ([14, теорема 4.1]), адаптированного с элементарной на
примитивно рекурсивную сводимость, для функций f и g, имеющих примитивно рекур-
сивный график, имеет место эквивалентность

g′w ≤pr f ⇐⇒ g′s ≤pr f.

Утверждение 9. Для всех функций f, g имеет место:
(1) f – 0, 1-значна =⇒ f ≤pr f

′
w;

(2) f ′
w ̸≤pr f ;

(3) g ≤pr f =⇒ g′w ≤pr f
′
w;

(4) f ′
w ≤pr f

′
s;

(5) f ′
s ̸≤pr f

′
w.

Здесь утверждение (5) следует из того соображения, что если f ≤pr g и g – 0, 1-
значна, то рост функции f(x) оценивается сверху примитивно рекурсивной функцией.
За счет этого мы также не можем распространить утверждение (1) на произвольные
функции f .

Всюду далее 0, 1-значные функции на множестве N будем отождествлять с подмно-
жествами N, характеристическими функциями которых они являются. В частности, ну-
левая функция o отождествляется с пустым множеством ∅. Заглавными латинскими бук-
вами A,B, . . . далее будут обозначаться только подмножества N, понимаемые также как
0, 1-значные функции.

Утверждение 10. Для всех множеств A имеет место A′
s ≡pr A ⊕ ∅′s. Следовательно,

если A ≤pr ∅′s, то A′
s ≡pr ∅′s и, тем более, A′

w ≤pr ∅′s.
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Доказательство. За счет наличия только 2x различных начальных отрезков 0, 1-значных
функций длины x, по данному n можем фиксировать такое число hn, что значение ΦX

n (0)

зависит только от значений X(x) при x ≤ hn. При этом сложность вычисления hn зависит
от сложности индукционного построения Φn, точнее имеет место hn = Φ∅

u(n)(0) = ∅′s(u(n))

для некоторой примитивно рекурсивной функции u. В силу свойств выбранной нумерации
(суперпозиция операторов) имеем

A′
s(n) = ΦA

n (0) = Φ∅
v(n)(A(0), A(1), . . . , A(∅′s(u(n))))

для некоторой примитивно рекурсивной функции v. В этом равенстве длина набора

A(0), A(1), . . . , A(∅′s(u(n)))

является переменной величиной, поэтому здесь следует понимать под аргументом в Φv(n)

канонический номер этого набора, учитывающий также и его длину, поэтому при по-
строении оператора Φv(n) длина ∅′s(u(n)) + 1 не требует вычисления. Оператор Φv(n) всего
лишь реализует подстановку в Φn значений оракула A(x) соответствующими элементами
данного ему в качестве аргумента набора. Пусть w – примитивно рекурсивная функция,
полученная применением свойства параметризации:

Φ∅
v(n)(x) = Φ∅

w(n,x)(0) = ∅′s(w(n, x)).

Тогда для любого n ∈ N имеем

A′
s(n) = ∅′s(w(n,A(0), A(1), . . . , A(∅′s(u(n))))),

откуда немедленно следует A′
s ≤pr A⊕∅′s. Обратная сводимость следует из утверждения 7.

Из доказанного утверждения немедленно следует, что (∅′w)′s ≡pr ∅′s при ∅′w ̸≡pr ∅,
так что операция сильного скачка не является инъективной в pr-степенях. Кроме того, в
pr-степенях имеется возрастающая иерархия слабых скачков:

∅ <pr ∅′w <pr ∅′′w = (∅′w)′w <pr ∅′′′w = (∅′′w)′w <pr · · · <pr ∅(n)w <pr · · · <pr ∅′s,

которая в силу равномерности возникающих pr-сводимостей к ∅′s, может быть продолжена
на ω-уровень посредством множества ∅(ω)w (x, y) = ∅(x)w (y). Укажем некоторые описательные
результаты, которые при A = ∅ имеют отношение к начальным уровням этой иерархии.

Утверждение 11.
(1) B ≤pr A

′
w имеет место тогда и только тогда, когда существует примитивно

рекурсивная функция a такая, что для всех n ∈ N выполнено
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B(n) = ΦA
a(n)(0).

(2) B ≤pr A
′′
w = (A′

w)′w имеет место тогда и только тогда, когда существует при-
митивно рекурсивная функция a такая, что для всех n ∈ N выполнено

B(n) = ΦA
ΦA

a(n)
(0)(0).

Доказательство. Пункт (1). Импликация “тогда” следует из

B(n) = ΦA
a(n)(0) = A′

w(a(n)).

Пункт (1). Импликация “только тогда”. Пусть дано произвольное k ∈ N. Как и при
доказательстве предыдущего утверждения можем фиксировать такую границу hk(n), что
ΦX
k (n) зависит только от значений X(x) при x ≤ hk(n). При этом для каждого k ∈ N

функция hk(n) примитивно рекурсивна, и ее можно записать в виде hk(n) = Φ∅
u(k)(n)

для некоторой примитивно рекурсивной функции u. Тогда, учитывая A′
w(x) = sg(ΦA

x (0),
получаем аналогично предыдущему утверждению

Φ
A′

w
k (n) = Φ∅

v(n)(n, sg(ΦA
0 (0)), sg(ΦA

1 (0)), . . . , sg(ΦA
hk(n))

(0))

для некоторой примитивно рекурсивной функции v. Применим свойство суперпозиции
(вместе со свойством примитивной рекурсии), чтобы получить примитивно рекурсивные
функции b и d, для которых при всех n,m ∈ N выполнено

Φ∅
v(n)(n, sg(ΦA

0 (0)), sg(ΦA
1 (0)), . . . , sg(ΦA

m(0))) = ΦA
b(n,m)(0),

b(n,Φ∅
u(k)(n)) = Φ∅

d(k)(n).

Тогда для всех n ∈ N имеем

ΦA
Φ∅

d(k)
(n)

(0) = ΦA
b(n,Φ∅

u(k)
(n))

(0) = ΦA
b(n,hk(n))

(0) = Φ
A′

w
k (n).

Поэтому, если B ≤pr A′
w, то B(n) = ΦA

a(n)(0) для примитивно рекурсивной функции
a(n) = Φ∅

d(k)(n), где k ∈ N такое, что B = Φ
A′

w
k .

Пункт (2). Импликация “тогда”. Зафиксируем примитивно рекурсивные функции b и c

такие, что для всех n, x ∈ N и X ∈ 2N имеет место

ΦX
b(n)(x) = X(ΦX

n (x)) и Φ
X′

w

c(n)(x) = ΦX
n (x).

Тогда B(n) = ΦA
ΦA

a(n)
(0)

(0) = A′
w(ΦA

a(n)(0)) = A′
w(Φ

A′
w

c(a(n))(0)) = Φ
A′

w

b(c(a(n)))(0) = A′′
w(b(c(a(n)))),

откуда немедленно следует B ≤pr A
′′
w.



Пунктуальная категоричность и операция скачка 55

Пункт (2). Импликация “только тогда”. Аналогично пункту (1) из B ≤pr A
′′
w следует

существование примитивно рекурсивных функций h и v таких, что для всех n ∈ N имеет
место

B(n) = Φ∅
v(n)(n, sg(Φ

A′
w

0 (0)), sg(Φ
A′

w
1 (0)), . . . , sg(Φ

A′
w

h(n)(0))).

Далее, применяя импликацию “только тогда” пункта (1) к каждомуBk = sg(Φ
A′

w
k ), получим

примитивно рекурсивную функцию ak такую, что Bk(x) = ΦA
ak(x)

(0). При этом равномер-
ность доказательства (1) позволяет записать ak(x) в виде ak(x) = Φ∅

d(k)(x) для некоторой
примитивно рекурсивной функции d.

Итак, имеем

B(n) = Φ∅
v(n)(n,Φ

A
Φ∅

d(0)
(0)

(0),ΦA
Φ∅

d(1)
(0)

(0), . . . ,ΦA
Φ∅

d(h(n))
(0)

(0))

для всех n ∈ N. Рассмотрим теперь примитивно рекурсивную функцию e, для которой
имеет место

Φ∅
v(n)(n,Φ

A
x0

(0),ΦA
x1

(0), . . . ,ΦA
xh(n)

(0)) = ΦA
e(n,x0,x1,...,xh(n))

(0).

Тогда применяем свойства суперпозиции последний раз, чтобы получить примитивно ре-
курсивную функцию a такую, что

e(n,Φ∅
d(0)(0),Φ∅

d(1)(0), . . . ,Φ∅
d(h(n))(0)) = ΦX

a(n)(0)

для всех n ∈ N и X ∈ 2N. Откуда немедленно следует

B(n) = ΦA
Φ∅

a(n)
(0)

(0) = ΦA
ΦA

a(n)
(0)(0)

для всех n ∈ N.

Из следующего результата следует, что область значений операции слабого скачка в
pr-степенях состоит в точности из pr-степеней, больших или равных pr-степени ∅′w.

Теорема 12. Для каждого множества B существует множество A такое, что

B ⊕ ∅′w ≡pr A
′
w.

Доказательство. Пусть u – примитивно рекурсивная функция из доказательств предыду-
щих утверждений такая, что каждое ΦX

k (0) зависит только от значений X(x) при
x ≤ hk = Φ∅

u(k)(0). При этом без ущерба для примитивной рекурсивности функции u можем
считать последовательность h0, h1, h2, . . . строго возрастающей.

Определим теперь множество

A(x) =




B(k), если x = hk для некоторого k ∈ N;

0 в противном случае.
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Чтобы убедиться в A′
w ≤pr B⊕∅′w, рассмотрим конечные для каждого n ∈ N множе-

ства

An(x) =




B(k), если x = hk для некоторого k ≤ n;

0 в противном случае.

Так как hn < hn+1 < hn+2 < · · · имеем ΦA
n (0) = ΦAn

n (0) для любого n ∈ N. Кроме того, из

∃k [x = hk] ⇐⇒ ∃k ≤ x [x = hk] ⇐⇒ ∃k ≤ x [x = Φ∅
u(k)(0)]

следует существование функций f ≤pr B и g ≤pr B таких, что

Φ∅
f(n) = An и Φ∅

g(n) = Φ
Φ∅

f(n)
n = ΦAn

n

для любого n ∈ N. Теперь сводимость A′
w ≤pr B ⊕ ∅′w имеет место ввиду

A′
w(n) = sg(ΦA

n (0)) = sg(ΦAn
n (0)) = sg(Φ∅

g(n)(0)) = ∅′w(g(n)).

С другой стороны имеем

B(k) = A(hk) = A(Φ∅
u(k)(0)) = ΦA

w(k)(0) = A′
w(w(k)),

где примитивно рекурсивная функция w выбрана такой, что

ΦX
w(k)(0) = X(Φ∅

u(k)(0))

для всех k ∈ N и X ∈ 2N. Таким образом, B ⊕ ∅′w ≡pr A
′
w.

Доказательство теоремы позволяет установить, что операция слабого скачка в pr-
степенях не инъективна.

Следствие 13. Существует множество A, не являющееся примитивно рекурсивным,
такое, что A′

w ≡pr ∅′w.

Доказательство. Полагая в доказательстве утверждения

B(k) = 1 −̇ Φ∅
k(hk) = 1 −̇ Φ∅

k(Φ
∅
u(k)(0)),

будем иметь B ≤pr ∅′w и, следовательно, A′
w ≡pr ∅′w.

Однако A(hk) ̸= Φ∅
k(hk) для всех k ∈ N. Значит полученное множество A не прими-

тивно рекурсивно.

Замечание 14. Анализируя доказательство теоремы, можно прийти к выводу, что pr-
эквивалентность B ⊕ ∅′w ≡pr A′

w по прежнему будет иметь место, если в определении
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множества A в доказательстве теоремы использовать произвольную возрастающую по-
следовательность h̃0 < h̃1 < h̃2 < · · · , для которой существуют примитивно рекурсивные
функции ũ и ṽ такие, что

h̃k = Φ∅
ũ(k)(0) и Φ∅

k(0) ≤ h̃ṽ(k).

В частности, A′
w ≤pr B ⊕ ∅′w будет теперь следовать из

A′
w(n) = sg(ΦA

n (0)) = sg(Φ
Aṽ(u(n))
n (0)).

Можно также установить, что полученные таким образом множества A при различных
B ≤pr 0′

w порождают неглавный идеал в pr-степенях, слабые скачки элементов которого
равны ∅′w.

Замечание 15. Построение оператора Φf(n), использованного в доказательстве теоремы,
было осуществлено с помощью конечного числа операторов

Φu(0),Φu(1), . . . ,Φu(n).

Однако имеется возможность, увеличив элементы последовательности hk, добиться при-
митивной рекурсивности предиката “x = hk”, что упростит это и последующие построения
операторов.

Для естественной (гёделевой) нумерации операторов Φ0,Φ1,Φ2, . . . существует при-
митивно рекурсивная функция t такая, что значение Φ∅

t(k)(0) равно количеству шагов вы-
числения Φ∅

k(0) = ∅′s(k) на некоторой фиксированной машине Тьюринга, вычисляющей
∅′s. При этом предполагается выполнение неравенства Φ∅

k(0) ≤ Φ∅
t(k)(0). Тогда предикат

“x = Φ∅
t(k)(0)” будет примитивно рекурсивным. То же самое будет верно и для предиката

“x = h̃k”, где

h̃k = k +
k∑

i=0

Φ∅
t(u(i))(0).

При этом существование примитивно рекурсивной функции ũ, для которой справедливо
h̃k = Φũ(k), вместе с неравенством h̃k ≥ Φ∅

t(u(k))(0) ≥ Φ∅
u(k)(0) = hk, позволяет при замене

последовательности hk на h̃k получить новое доказательство теоремы с более простым по
сложности оператором Φf(n).

Доказательство следующего утверждения будет использовать вышеприведенный при-
ем.

Теорема 16. Для каждого множества B ≤pr ∅′′w существует множество A ≤pr ∅′w
такое, что B ⊕ ∅′w ≡pr A

′
w.

Доказательство. В силу утверждения 11 из B ≤pr ∅′′w следует существование примитивно
рекурсивной функции a такой, что B(k) = Φ∅

Φ∅
a(k)

(0)
(0).
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Пользуясь замечанием 15 определим возрастающую последовательность

h̃k = k +
k∑

i=0

Φ∅
t(u(i))(0) +

k∑

i=0

Φ∅
t(a(i))(0).

Как и ранее, будет существовать примитивно рекурсивная функция ũ, для которой спра-
ведливо h̃k = Φũ(k)(0), а также неравенство h̃k ≥ Φ∅

t(u(k))(0) ≥ Φ∅
u(k)(0) = hk. Примитив-

ная рекурсивность предиката “x = h̃k” позволяет установить примитивную рекурсивность
функции

κ(x) =




k, если x = h̃k для некоторого k ∈ N;

x+ 1 в противном случае.

Тогда определение множеств A и An из доказательства теоремы при hk = h̃k можно
записать следующим образом:

A(x) =




B(κ(x)), если κ(x) ≤ x;

0 в противном случае,

An(x) =




B(κ(x)), если κ(x) ≤ x и κ(x) ≤ n;

0 в противном случае.

Тогда ΦA
n (0) = ΦAn

n (0) следует непосредственно из hk ≤ h̃k. Повторяя теперь те же рас-
суждения, получим pr-эквивалентность B ⊕ ∅′w ≡pr A

′
w.

Остается установить сводимость A ≤pr ∅′w. Так как для количества шагов вычисле-
ния выражения Φ∅

a(k)(0) имеет место неравенство Φ∅
t(a(k))(0) ≤ h̃k, существует примитивно

рекурсивная функция c такая, что Φ∅
a(k)(0) = c(k, h̃k) для всех k ∈ N. Но тогда для всех

x ∈ N имеем

A(x) =





Φ∅
c(κ(x),x)(0), если κ(x) ≤ x;

0 в противном случае.

Отсюда следует A ≤pr ∅′w, так как Φ∅
c(κ(x),x)(0) = ∅′w(c(κ(x), x)).

2. ∅′w-пунктуально категоричные структуры

Изложим схематично построение локально конечной пунктуально категоричной
структуры из работы [3].

Язык структуры A состоит из четырех унарных операций: c, s, p и r. Структура A
обладает следующими свойствами:

1) Структура состоит из не пересекающихся замкнутых относительно операций ко-
нечных компонент, каждая из которых определяется своим специальным элемен-
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том – корнем компоненты.
2) Операция r предназначена для проекции любого элемента компоненты в ее ко-

рень. Другими словами, элементы a и b содержатся в одной компоненте тогда и
только тогда, когда r(a) = r(b), при этом всегда выполнено r(r(a)) = r(a).

3) Каждая компонента Cx с корнем x содержит цепь Hx длины lx, порожденную
корнем x и операцией s:

Hx = {sn(x) | n ≤ lx} ⊆ Cx,

при этом slx+1(x) = slx(x), а операция p позволяет переходить к предыдущему
элементу цепи:

p(sn+1(x)) = p(sn(x)), p(x) = x.

4) Каждый элемент цепи sn(x) порождает относительно операции c конечные циклы
Y n
x , причем для каждого z ∈ Y n

x имеет место

s(z) = sn+1(x), p(z) = p(sn(x)).

5) Каждая компонента порождается своим корнем с помощью операций s и c, дру-
гими словами каждая компонента Cx представляется в виде объединения непере-
секающихся циклов:

Cx =
lx⋃

n=0

Y n
x .

6) Длина цикла Y 0
x , соответствующего корню компоненты, называемая меткой ком-

поненты, уникальна среди других компонент. Это условие делает структуру жест-
кой.

Длины циклов Y n
x в структуре A определяются при выполнении требований пунктуальной

категоричности:

Rk : A
p∼=Ak =⇒ p и p−1 примитивно рекурсивны,

где A0,A1,A2 . . . – естественная (гёделева нумерация) пунктуальных структур в нашем
унарном языке, т. е.

k = (kc, ks, kp, kr) =⇒ Ak =
(
N,Φ∅

kc ,Φ
∅
ks ,Φ

∅
kp ,Φ

∅
kr

)
.

При построении A в каждый момент растет, т. е. остается незамкнутой относительно опе-
раций, лишь одна компонента, называемой активной. Предыдущие компоненты при этом
оказываются уже замкнутыми, таким образом элементы активной компоненты оказыва-
ются большими в упорядочении натуральных чисел, чем элементы предыдущих компо-
нент. Размер k-й по счету компоненты зависит от стратегии “прессинга” выполнения ко-
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нечного числа требований R0, R1, . . . , Rk (остальные R-требования начнут учитываться в
последующих компонентах). Детальное изложение стратегии “прессинга” можно найти в
работе [3], однако здесь необходимо отметить лишь следующий факт: до того, как начнет
строиться новая активная компонента, требуется, чтобы в каждой из структур An, n ≤ k,

либо нашлась компонента, соответствующая активной компоненте в A, либо удалось га-
рантировать A ≁= An. Если под h̃k обозначить корень k-й компоненты, то с учетом “гё-
делевости” нумерации структур, это обеспечивает выполнение условий замечаний 14 и 15
из предыдущего параграфа для возрастающей последовательности h̃0 < h̃1 < h̃2 < · · · .
А именно, отношение “x = h̃k” будет примитивно рекурсивным, и должны существовать
примитивно рекурсивные функции ũ и ṽ, для которых выполнено

h̃k = Φ∅
ũ(k)(0) и Φ∅

k(0) ≤ h̃ṽ(k).

Указанные выше свойства стратегии “прессинга” не изменяются при рассмотрении
модифицированной жесткой структуры A из [7] (построенной для доказательства теоремы
3), удовлетворяющей для каждого k ∈ N требованию:

Rk : A
p∼=Ak =⇒ p и p−1 примитивно рекурсивно ограниченны,

и имеющей пунктуальную копию B
f∼=A такую, что

Nk : f ̸= Φ∅
k

для всех k ∈ N. Теперь структура A имеет одну дополнительную унарную операцию i,
являющуюся инволюцией (i2 = id), и один унарный предикат D, так что в требовании Rk

предполагается, что

Ak = A(kc,ks,kp,kr,ki,kD) =
(
N,Φ∅

kc ,Φ
∅
ks ,Φ

∅
kp ,Φ

∅
kr ,Φ

∅
ki
, sg(Φ∅

kD
)
)
.

Основное отличие от предыдущего построения заключается в наличии у каждой компонен-
ты Cx парной ей компоненты C ′

x = Ci(x), при этом инволюция i осуществляет изоморфизм
между конечными подструктурами Cx и Ci(x) в исходном языке {c, s, p, r}. Однако за счет
дополнительного предиката D структура остается жесткой:

y = slr(y)(r(y)) ⇐⇒ D(y) ̸= D(i(y))

для всех элементов y, т. е. D отличает Cx от Ci(x) на последних элементах цепей Hx и Hi(x).
Изоморфные структуры A и B строятся одновременно и практически идентично,

если не учитывать унарный предикат D. В каждый момент построения

A = (N, c, s, p, r, i,D) и B = (N, c, s, p, r, i,DB)
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теперь имеются две активные парные компоненты: Cx и Ci(x) в каждой из A и B, пусть
для определенности x < i(x) относительно естественного порядка натуральных чисел. Та-
кое изменение не влечет существенных изменений в стратегию “прессинга” для имеющих
более слабый вид требований Rk: вместо изоморфизма между структурами A и Ak бу-
дет построен изоморфизм q для исходного языка {c, s, p, r}, являющийся, как и прежде,
вместе обратным изоморфизмом q−1 примитивно рекурсивным. Но тогда для настоящего
изоморфизма p будут справедливы примитивно рекурсивные оценки

p(z) ≤ max(q(z), q(i(z))) и p−1(z) ≤ max(q−1(z), i(q−1(z))).

Наименьший корень k-й пары компонент в A будем обозначать через xk. Также для
сохранения связей с предыдущим параграфом будем считать h̃k = xk.

Основная цель построения активной k-й пары компонент – добиться выполнения
требования Nk с учетом требований Rk, n ≤ k. Для этого компоненты остаются активными
до тех пор, пока не будет вычислено значение

Φ∅
k(xk) = Φ∅

k(h̃k) = Φ∅
k(Φ

∅
ũ(k)(0)) = Φ∅

Fs(k,1,ũ(k))(0) = ∅′s(Fs(k, 1, ũ(k)))

на фиксированной машине Тьюринга вычисления ∅′s. При этом на всех новых элементах
обоих компонент в обеих структурах A и B полагаем предикат D равным нулю. Если
Φ∅
k(xk) будет вычислено и, при этом, стратегии “прессинга” для требований Rk, n ≤ k,

найдут все необходимые соответствия между корнями компонент, то можем добавить в
цепи компонент последний l-й элемент, определяя при этом

D(sl(xk)) = DB(sl(i(xk))) ̸= D(sl(i(xk))) = DB(sl(xk)),

если Φ∅
k(xk) = xk, и

D(sl(xk)) = DB(sl(xk)) ̸= D(sl(i(xk))) = DB(sl(i(xk))),

в противном случае. Ясно, что такое определение обеспечит выполнение требования Nk.
Анализируя построение в целом, применяя примитивно рекурсивную функцию t из

замечания 15 к номерам примитивно рекурсивных функций, участвующих в требованиях
Nk и Rk, n ≤ k, можем для каждого k ∈ N примитивно рекурсивно указать номера ũ(k) и
l̃(k) такие, что

Φ∅
ũ(k)(0) = h̃k = xk – наименьший корень k-й пары компоненты,

Φ∅
l̃(k)

(0) = l – длина цепей в k-й паре компонент.

При этом, как и ранее, для возрастающей последовательности h̃0 < h̃1 < h̃2 < · · · отноше-
ние “x = h̃k” будет примитивно рекурсивным.
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Теперь мы можем сформулировать и доказать основные результаты этого параграфа.

Теорема 17. Существует ∅′w-пунктуально категоричная, но не пунктуально катего-
ричная локально конечная жесткая структура A. При этом из того, что p – изомор-
физм из A на пунктуальную структуру C, следует p′w ≡pr ∅′w.

Доказательство. Структура A, описанная выше, не является пунктуально категоричной
в силу выполнения всех требований Nk, k ∈ N. Остается доказать pw ≤pr ∅′w для изомор-
физма p из A на пунктуальную структуру

C = (N, cC, sC, pC, rC, iC, DC) = An, n ∈ N.

Из вышеизложенного следует, что тогда существует изоморфизм q из структуры A, обед-
ненной языком {c, s, p, r}, на обеднение структуры C, такой что q и q−1 – примитивно
рекурсивны. При этом

p(z) ∈ {q(z), q(i(z))} и p−1(z) ∈ {q−1(z), q−1(iC(z))}

для всех z ∈ N. Отсюда следует, что p ≡pr p
−1, так как имеем

p(z) = q(z) ⇐⇒ p−1(q(z)) = z,

и
p−1(z) = q−1(z) ⇐⇒ p(q−1(z)) = z.

Кроме того, в силу

p(z) = q(z) ⇐⇒ p(r(z)) = q(r(z)) ⇐⇒ p(i(r(z))) = q(i(r(z))),

значения p(z) определяется примитивно рекурсивным образом через значения в p(r(h̃k)) в
наименьших корнях min(r(z), i(r(z))) = h̃k, k ∈ N, соответствующих пар компонент. Тогда,
полагая

Bp(k) =





1, если p(h̃k) = q(h̃k);

0 в противном случае,

получим pr-эквивалентность p ≡pr Ap, где множество Ap имеет вид

Ap(z) =




Bp(k), если z = h̃k для некоторого k ∈ N;

0 в противном случае.

Учитывая доказательство теоремы 12 вместе с замечаниями, остается убедиться в своди-
мости Bp ≤pr ∅′w. Действительно, по построению A имеем

Bp(k) = 1 ⇐⇒ D(slk(h̃k)) = DC((sC)lk(q(h̃k))),
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где lk = Φ∅
l̃(k)

(0) – длина цепей в k-й паре компонент. Примитивная рекурсивность функций

l̃ и ũ, Φ∅
ũ(k)(0) = h̃k, позволяет найти примитивно рекурсивную функцию e(k), такую, что

Bp(k) = Φ∅
e(k)(0) = ∅′w(e(k))

для всех k ∈ N. Таким образом, p′w ≡pr (Ap)
′
w ≡pr Bp ⊕ ∅′w ≡pr ∅′w.

Замечание 14 к теореме 12 позволяет предположить, что используемая в этом па-
раграфе методика не может привести к структуре, имеющей точную степень пунктуаль-
ной категоричности ∅′w. Мы можем лишь с помощью идеи доказательства теоремы 16
сократить разрыв между верхней оценкой ∅′w и полученной оценкой p′w ≡pr ∅′w каждого
изоморфизма p между пунктуальными копиями структуры.

Теорема 18. Существуют ∅′w-пунктуально категоричная локально конечная жесткая
структура A и ее пунктуальная копия B ∼= A, такие, что для изоморфизма f из A на
B выполнено f ′

w ≡pr ∅′′w.

Доказательство. По утверждению 11 из предыдущего параграфа имеется примитивно
рекурсивная функция a такая, что ∅′′w(k) = Φ∅

Φ∅
a(k)

(0)
(0) для всех k ∈ N.

Модифицируем следующим образом рассмотренную ранее алгебраическую структу-
ру A.

1) Унарный предикат D заменяется на бинарный предикат D, при этом жесткость
структуры достигается условием

∀z ∃y [D(r(z), y) = D(r(z), i(y)) ̸= D(r(i(z)), y) = D(r(i(z)), i(y))].

При построении структур A и B мы по умолчанию полагаем

D(z, y) = D(z, i(y)) = DB(z, y) = DB(z, i(y)) = 0,

если не оговорено противное.
2) При построении активной компоненты вместо вычисления значения Φ∅

k(xk) совер-
шается вычисление Φ∅

a(k+1)(0). Компонента перестает быть активной только если
это значение уже вычислено. Данное условие дает оценку Φ∅

t(a(k))(0) ≤ h̃k при
k > 0, где как и ранее Φ∅

t(a(k))(0) – количество шагов вычисления Φ∅
a(k)(0), а h̃k –

наименьший корень k-й пары компонент.
3) Для каждого нового корня h̃k начинается вычисление ∅′′w(k) = Φ∅

Φ∅
a(k)

(0)
(0), совер-

шающееся параллельно со всеми другими вычислениями и построениями. Как
только это вычисление завершается, мы начинаем определять
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D(h̃k, y) = D(h̃k, i(y)) = 1, D(i(h̃k), y) = D(i(h̃k), i(y)) = 0,

DB(h̃k, y) = DB(h̃k, i(y)) = ∅′′w(k), DB(i(h̃k), y) = DB(i(h̃k), i(y)) = 1 −̇ ∅′′w(k)

для всех новых аргументов, на которых указанные значение D и DB еще не опре-
делены. Тогда для изоморфизма f из A на B будем иметь

∅′′w(k) = 1 ⇐⇒ f(h̃k) = h̃k ⇐⇒ f(Φ∅
ũ(k)(0)) = Φ∅

ũ(k)(0),

откуда немедленно получаем ∅′′w ≤pr f
′
w.

Остается проверить p ≤pr ∅′w для изоморфизма p из A на произвольную пунктуаль-
ную структуру C = An. Исходя из предыдущего доказательства, будем иметь p ≡pr Ap,
где множество Ap имеет вид

Ap(z) =





1, если z = h̃k для некоторого k ≤ z и p(z) = q(z);

0 в противном случае,

где q – примитивно рекурсивный изоморфизм обедненных структур.
Аналогично доказательству теоремы 16 из неравенства Φ∅

t(a(k))(0) ≤ h̃k при k > 0

следует существование примитивно рекурсивной функции c такой, что Φ∅
a(k)(0) = c(k, h̃k)

для всех k ∈ N (для случая k = 0 функцию c можно доопределить отдельно).
Если z = h̃k, то можем считать что число yz = z + Φ∅

t(c(k,z))(0) достаточно велико,
чтобы наше построение не успело определить по умолчанию D(z, y) = 0 до момента вы-
числения Φ∅

c(k,z)(0) = ∅′′w(k). Тогда существует примитивно рекурсивная функция e такая,
что

p(z) = q(z) ⇐⇒ D(z, yz) = DC(q(z), q(yz)) ⇐⇒ ∅′w(e(z)) = 1,

откуда в силу примитивной рекурсивности отношения “z = h̃k” следует p ≡pr Ap ≤pr ∅′w.
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[12] W. Czerwiński,  L. Orlikowski, Reachability in vector addition systems is Ackermann-
complete, 2021 IEEE 62nd Annual symposium on foundations of computer science
(FOCS), Denver, CO, USA, 1229–1240 (2022).
DOI: https://doi.org/10.1109/FOCS52979.2021.00120

[13] J. Leroux, The Reachability problem for Petri nets is not primitive recursive, 2021 IEEE
62nd Annual symposium on foundations of computer science (FOCS), Denver, CO, USA,
1241–1252 (2022).
DOI: https://doi.org/10.1109/FOCS52979.2021.00121

[14] L. Kristiansen, Information content and computational complexity of recursive sets, Gödel
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К теории H-собранных пространств. II

М.И. Кудряшова, М.В.Швидефски

Аннотация. Мы показываем, что обобщенные собрификации аппроксимаци-
онных пространств гомеоморфны пространствам специальных базисных идеа-
лов исходных пространств. Используя эту характеризацию, мы обобщаем ряд
известных результатов о собрификациях аппроксимационных пространств.

Ключевые слова: аппроксимационное пространство, собранное простран-
ство, T0-пространство.

DOI: 10.26907/2949-3919.2024.2.70-83

Введение

Понятие H-собранности было введено С. Сю в работе [1] как удобное обобщение мно-
гих широко известных понятий в теории топологических T0-пространств. Среди них можно
отметить, например, так называемые направленно полные пространства или
d-пространства, вполне фильтрованные пространства, собранные пространства и так да-
лее, см. [2–4]. Это дало унифицированный подход к изучению всех подобных понятий.

Настоящая работа является продолжением работы [5]. В [5] были описаны H-собри-
фикации T0-пространств для I-систем H, а также были получены характеризации
H-собранных пространств. Нашей главной целью здесь является описание строения H-соб-
рификаций α-пространств, см. раздел 2. Мы делаем это, используя подход Ю.Л. Ершова,
представленный в его недавней монографии [6]. В [7] Ю.Л.Ершов доказал, что так назы-
ваемый d-ранг α-пространства не превосходит 1. Здесь, основываясь на характеризации
H-собрификаций с использованием идеалов базисных подпространств, представленной в
теореме 8, мы даем обобщение этого утверждения для произвольной I-системы H в тео-
реме 10 и следствии 13, см. также следствие 12. Мы также даем обобщения для ряда
результатов из глав 5 и 8 в монографии [6].

Наша терминология по T0-пространствам соответствует монографиям Ю.Л. Ершова
[6], Г. Гирца и др. [2], а также Ж. Губоль-Ларрека [8]. За всеми понятиями и обозначени-
ями, не определенными здесь, мы отсылаем читателя к [5, 6].
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1. Понятие H-собранности

Для топологического T0-пространства X рассмотрим следующие семейства подмно-
жеств в X:

– I(X), множество всех непустых неприводимых подмножеств в X;
– S(X), множество всех одноэлементных подмножеств в X;
– D(X), множество всех непустых направленных вверх подмножеств в X;
– WF(X), множество всех непустых вполне фильтрованных подмножеств в X;
– R(X), множество всех непустых подмножеств Рудина в X;
– Ib(X), множество всех непустых ограниченных неприводимых подмножеств в X;
– Db(X), множество всех непустых ограниченных направленных вверх подмножеств

в X;
– WFb(X), множество всех непустых ограниченных вполне фильтрованных подмно-

жеств в X;
– Rb(X), множество всех непустых ограниченных подмножеств Рудина в X.

Определение 1 ([1]). Ковариантный функтор H : Top0 → Set называется системой под-
множеств, если S(X) ⊆ H(X) ⊆ 2X и для любого пространства Y ∈ Top0 и любого
непрерывного отображения f : X → Y имеет место равенство H(f)(A) = f(A) ∈ H(Y) для
всех A ∈ H(X).

Система подмножеств H называется неприводимой системой или просто I-системой,
если H(X) ⊆ I(X) для всех X ∈ Top0.

Из определения 1 непосредственно вытекает

Следствие 2. Если X ∈ {D,Db,WF,WFb,R,Rb, I, Ib}, то X является I-системой.

Для системы подмножеств H полагаем Hc(X) =
{

clXA | A ∈ H(X)
}
.

Определение 3 ([1]). Пусть H – система подмножеств. T0-пространство X называется
H-собранным, если Hc(X) = Sc(X).

Непосредственно видно, что класс всех S-собранных пространств совпадает с клас-
сом всех T0-пространств, а класс всех I-собранных пространств совпадает с классом всех
собранных пространств.

Определение 4. Пусть H – система подмножеств. Следуя Ю.Л.Ершову [9], назовем
H-рангом топологического пространства X наименьший ординал κ такой, что простран-
ство Xκ, построенное в доказательстве [5, теорема 17], является H-собранным.

2. H-собрификации α-пространств

Для расширения Y ≤ X T0-пространств и для элемента x ∈ X полагаем

↓↓x = {y ∈ X | y ≺X x} и ↓↓ Yx = {y ∈ Y | y ≺X x}.
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Лемма 5. Пусть Y является базисным подпространством в X. Пусть также Z – T0-
пространство и пусть отображение f : X → Z непрерывно. Тогда clZ f(↓↓ Yx) = ↓f(x). В
частности, если H является I-системой, то ↓↓ Yx ∈ Hd(X).

Доказательство. Так как f(↓↓x) ⊆ ↓f(x), мы заключаем, что clZ f(↓↓ Yx) ⊆ ↓f(x). Для
доказательства обратного включения достаточно показать, что f(x) является предельной
точкой множества f(↓↓ Yx). Действительно, пусть f(x) ∈ U ∈ T (Z). Тогда x ∈ f−1(U) ∈ T (X).
Так как Y является базисным подпространством в X, существует элемент y ∈ Y такой,
что y ∈ ↓↓ Yx ∩ f−1(U). Следовательно, f(y) ∈ U , откуда и следует требуемое заключение.

Последнее утверждение непосредственно следует из первого.

Определение 6. Пусть Y является базисным подпространством в X. Множество J ⊆ Y

называется Y-идеалом в X, если следующие свойства выполняются для всех y0, y1 ∈ Y :
(1) если y0 ≤ y1 ∈ J , то y0 ∈ J ;
(2) если y0, y1 ∈ J , то существует y ∈ J такой, что y0 ≺ y и y1 ≺ y.

Через I(X,Y) мы обозначаем множество всех Y-идеалов в X. Если H является I-системой,
то через IH(X,Y) мы обозначаем множество всех Y-идеалов в X, которые принадлежат
семейству Hd(X).

Определим на множестве I(X,Y) топологию T ♯ базисом открытых множеств вида

VF =
{
J ∈ I(X,Y) | F ⊆ J

}
, где множество F ⊆ Y конечно.

Пусть T ♯
H обозначает ограничение T ♯ на IH(X,Y). Обозначим полученные топологические

пространства через I(X,Y) и IH(X,Y) соответственно.

Пусть Y является базисным подпространством в X и пусть H является I-системой. Рас-
смотрим следующее отображение:

ιX,Y : X → IH(X,Y); ιX,Y : x 7→ ↓↓ Yx.

Ввиду леммы 5 отображение ιX,Y определено корректно.
Следующее утверждение обобщает [6, теорема 5.7.2].

Теорема 7. Пусть Y является базисным подпространством в X и пусть H является
I-системой. Тогда

(1) ιX,Y является гомеоморфным вложением X в IH(X,Y);
(2) ιX,Y(Y) является базисным подпространством в IH(X,Y).
(3) ιX,Y(X) является Hd-базисом для IH(X,Y).

Доказательство. Для краткости мы используем в этом доказательстве обозначение ι вме-
сто ιX,Y и I = ⟨I, T ♯

H⟩ вместо IH(X,Y). Тот факт, что отображение ι : X → I определено
корректно, вытекает из леммы 5.

(1) Пусть x0 ≰ x1 в X, т. е. существует U ∈ T (X) такое, что x0 ∈ U и x1 /∈ U . Так как
Y является базисным подпространством в X, найдется x′0 ∈ Y ∩ U ∩ ↓↓x0. Отсюда следует,
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что x′0 ≰ x1, поэтому x′0 /∈ ↓↓x1. Таким образом, отображение ι взаимно-однозначно. Пока-
жем, что ι непрерывно. Для этого достаточно доказать, что прообраз каждого базисного
открытого множества из T ♯

H открыт в пространстве X. Рассмотрим произвольное конечное
множество F ⊆ Y . Тогда

ι−1(VF ) =
{
x ∈ X | F ⊆ ↓↓ Yx} =

⋂

f∈F
int ↑f ∈ T (X),

поскольку множество F конечно. Заметим, что U =
⋃
u∈U∩Y int ↑u для каждого U ∈ T (X).

Действительно, если x ∈ U , то существует u ∈ U ∩Y ∩↓↓x, поскольку Y является базисным
подпространством в X, откуда x ∈ int ↑u. Обратное включение очевидно. Таким образом,
имеем

ι(U) =
⋃

u∈U∩Y
ι(int ↑u) =

⋃

u∈U∩Y

{
↓↓ Yx | x ∈ int ↑u

}
=

⋃

u∈U∩Y

{
↓↓ Yx | u ∈ ↓↓ Yx

}

=
⋃

u∈U∩Y
ι(X) ∩ V{u} ∈ T ♯

H ∩ ι(X).

Поэтому получаем, что ι является гомеоморфным вложением.
(2) Докажем сначала, что ι(j) ≺I J для всех J ∈ IH(X,Y) и всех j ∈ J . Действитель-

но, непосредственно видно, что J ∈ V{j} ∈ T ♯
H . Более того, j ∈ J ′ для каждого J ′ ∈ V{j},

поэтому ι(j) ⊆ J ′. Это означает, что J ∈ V{j} ⊆ ↑ι(j), что и доказывает требуемое утвер-
ждение.

Далее, пусть F является конечным подмножеством в Y и пусть J ∈ VF ∈ T ♯
H

для некоторого J ∈ IH(X,Y). Это означает, что F ⊆ J . Если F = ∅, то ι(j) ≺I J и
ι(j) ∈ VF = IH(X,Y) для всех j ∈ J . Если F ̸= ∅, то существует j ∈ J такой, что f ≺X j

для всех f ∈ F , так как J является Y-идеалом. Как и выше, мы заключаем, что ι(j) ≺I J .
Более того, F ⊆ ι(j), откуда ι(j) ∈ VF .

(3) Возьмем произвольный Y-идеал J ∈ I и рассмотрим множествоA =
{
↓↓ Yy | y ∈ J

}
;

тогда A ⊆ ↓IJ . Пусть Z – H-собранное пространство и пусть отображение f : ι(X) → Z
непрерывно. Рассмотрим отображение f ′ : X → Z, f ′ : x 7→ fι(x). Тогда f ′ также непре-
рывно. Так как J ∈ Hd(X), существует z ∈ Z такой, что ↓z = clZ f

′(J) = clZ f(A),
так как ι является гомеоморфным вложением согласно утверждению (1). Следователь-
но A ∈ Hd

(
ι(X)

)
. Наконец, пусть J ∈ VF для некоторого конечного множества F ⊆ Y ,

т. е. F ⊆ J . Поскольку множество F конечно, мы получаем по определению Y-идеала, что
существует a ∈ J такой, что F ⊆ ↓↓ Xa, поэтому ↓↓ Xa ∈ A ∩ VF и, следовательно, J ∈ clIA.
Это влечет равенство ↓IJ = clIA. Доказательство утверждения (3) завершено.

Следующая теорема обобщает [6, предложение 5.7.3].

Теорема 8. Пусть Y является базисным подпространством в X и пусть H является
I-системой. Тогда IH(X,Y) ∼= SH(X).
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Доказательство. Рассмотрим два отображения

φ : IH(X,Y) → SH(X); φ : I 7→ clX I;

ψ : SH(X) → IH(X,Y); ψ : A 7→
⋃

a∈A
↓↓ Xa ∩ Y.

Покажем, что φ и ψ являются взаимно обратными гомеоморфизмами.

Утверждение 1. Отображения φ и ψ определены корректно.

Доказательство утверждения. Покажем, что clX I ∈ Hd(X) для каждого I ∈ IH(X,Y).
Действительно, рассмотрим произвольное H-собранное пространство Z и непрерывное
отображение f : X → Z. Так как I ∈ Hd(X), то clZ f(I) = ↓z для некоторого z ∈ Z. В
силу [6, лемма 1.5.1(iii)] имеем f(clX I) ⊆ clZ f(I), поэтому clZ f(clX I) ⊆ clZ f(I). С другой
стороны, очевидно, что clZ f(I) ⊆ clZ f(clX I), поэтому ↓z = clZ f(I) = clZ f(clX I). Это
означает, что clX I ∈ Hd(X), т. е. отображение φ определено корректно.

Докажем теперь, что ψ также корректно определено. Для этого рассмотрим про-
извольное множество A ∈ SH(X). Если y ≤ x ∈ ψ(A) для некоторого y ∈ Y , то су-
ществует a ∈ A такой, что y ≤ x ≺ a, т. е. y ≺ a и y ∈ ψ(A). Если y0, y1 ∈ ψ(A),
то найдутся элементы ai ∈ int ↑yi ∩ A, i < 2. Согласно [5, лемма 4], Hd(X) является I-
системой. Таким образом, A является неприводимым множеством, поэтому существует
a ∈ int ↑y0 ∩ int ↑y1 ∩ A. Так как Y является базисным подпространством в X, существует
b ∈ Y такой, что b ∈ int ↑y0 ∩ int ↑y1 ∩ ↓↓ Xa. Отсюда следует, что b ∈ ψ(A) и y0 ≺ b, y1 ≺ b.
Поэтому ψ(A) является Y-идеалом.

Наконец, остается показать, что ψ(A) ∈ Hd(X). Мы докажем сначала равенство
clX ψ(A) = clXA. Так как ψ(A) ⊆ ↓A, мы получаем, что ψ(A) ⊆ clXA и clX ψ(A) ⊆ clXA.
Для доказательства обратного включения рассмотрим произвольный элемент x ∈ clXA и
предположим, что x ∈ U ∈ T (X). Тогда найдется a ∈ A∩U . Поскольку Y является базис-
ным подпространством в X, существует y ∈ Y ∩U ∩↓↓ Xa. Но тогда y ∈ ψ(A) и x ∈ clX ψ(A).
Следовательно, clXA ⊆ clX ψ(A), и справедливо искомое равенство clX ψ(A) = clXA. При-
нимая во внимание включение A ∈ Hd(X), мы получаем, что ψ(A) ∈ Hd(X) в силу [5, лемма
5]. Таким образом, ψ(A) ∈ IH(X,Y), что и требовалось.

Утверждение 2. Отображение φ непрерывно.

Доказательство утверждения. Для каждого U ∈ T (X) имеем

φ−1(U∗) =
{
J ∈ IH(X,Y) | φ(J) ∩ U ̸= ∅

}
=
{
J ∈ IH(X,Y) | clX J ∩ U ̸= ∅

}

=
{
J ∈ IH(X,Y) | J ∩ U ̸= ∅

}
=

⋃

y∈U∩Y
V{y} ∈ T ♯

H ,

что и является требуемым заключением.

Утверждение 3. Отображение ψ непрерывно.
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Доказательство утверждения. Достаточно показать, что прообраз каждого базисного
открытого множества из T ♯

H открыт в SH(X). Действительно, пусть множество F ⊆ Y

конечно. Тогда мы имеем:

ψ−1(VF ) =
{
A ∈ SH(X) | ψ(A) ∈ VF

}
=
{
A ∈ SH(X) | F ⊆ ψ(A)

}

=
⋂

f∈F

{
A ∈ SH(X) | f ∈ ψ(A)

}
=
⋂

f∈F

{
A ∈ SH(X) | A ∩ int ↑f ̸= ∅

}

=
⋂

f∈F
(int ↑f)∗ ∈ T ∗

H(X),

откуда и следует требуемое заключение.

Утверждение 4. Отображения φ и ψ взаимно обратны.

Доказательство утверждения. Для произвольного A ∈ SH(X) в силу доказательства
утверждения 1 имеем

φψ(A) = clX ψ(A) = clXA = A,

откуда φψ = idSH(X).
Далее, пусть J ∈ IH(X,Y) и пусть y ∈ ∩ψφ(J). Тогда существует a ∈ φ(J) = clX J

такой, что a ∈ intX ↑y ∈ T (X). Поскольку a является предельной точкой для J , существует
b ∈ J ∩ intX ↑y, откуда получаем, что y ≺ b ∈ J и, следовательно, y ∈ J . Таким образом,
мы установили, что ψφ(J) ⊆ J . Более того, J ⊆ ψφ(J) по определению отображений φ и
ψ. Поэтому ψφ = idIH(X,Y).

Доказательство теоремы 8 завершено.

Так как D является I-системой, Dd также является I-системой ввиду [5, лемма 4].
Таким образом, Dd(X) является топологическим T0-пространством по утверждению 1 из
доказательства теоремы 17 в [5] для каждого топологического T0-пространства X. Более
того, DS(X) ∼= Dd

S(X) по теореме 23 и лемме 16 в [5].

Определение 9. Пусть DH обозначает I-систему такую, что DH(X) состоит из всех на-
правленных вверх (относительно порядка специализации) подмножеств в X, которые при-
надлежат Hd(X). Другими словами, DH = D ∩ Hd.

Следующая теорема обобщает [6, теорема 8.1.7].

Теорема 10. Пусть Y является базисным подпространством в X и пусть H является
I-системой. Тогда

IH(X,Y) ∼= HS(X) ∼= Hd(X) ∼= DH(X) ∼= DHS(X).
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Доказательство. Как и в доказательстве [6, теорема 8.1.7] рассмотрим следующее отоб-
ражение:

ξH : DH(X) → IH(X,Y); ξH : [S] 7→
⋃

s∈S
{y ∈ Y | y ≺ s}.

Утверждение 1. Отображение ξH определено корректно.

Доказательство утверждения. В силу [6, лемма 8.1.4] имеем

⋃

s∈S
{y ∈ Y | y ≺ s} =

⋃

s∈S′

{y ∈ Y | y ≺ s},

если S, S ′ ∈ DH(X) таковы, что S ′ ∈ [S]. Ввиду [6, лемма 8.1.2] ξH([S]) является Y-идеалом
в X. Остается показать, что ξH([S]) ∈ Hd(X) для всех S ∈ DH(X).

Действительно, пусть Z – H-собранное пространство и пусть отображение f : X → Z
непрерывно. Поскольку S ∈ Hd(X), существует z ∈ Z такой, что clZ f(S) = ↓Zz. Покажем,
что clZ f

(
ξH([S])

)
= ↓Zz. Действительно, пусть a ∈ clZ f

(
ξH([S])

)
и пусть a ∈ U ∈ T (Z).

Так как a является предельной точкой для множества f
(
ξH([S])

)
, найдется a′ ∈ ξH([S])

такой, что f(a′) ∈ U , т. е. a′ ∈ f−1(U) ∈ T (X). Включение a′ ∈ ξH([S]) означает, что a′ ≺ s

для некоторого s ∈ S. Поэтому s ∈ f−1(U) ∩ S. Из того, что clZ f(S) = ↓Zz, мы получаем
неравенства f(a′) ≤ f(s) ≤ z. Следовательно z ∈ U . Таким образом, a ≤ z по определению
порядка специализации и clZ f

(
ξH([S])

)
⊆ ↓Zz.

Обратно, пусть z ∈ U ∈ T (Z). Так как z является предельной точкой для множе-
ства clZ f(S), мы заключаем, что существует s ∈ S такой, что f(s) ∈ U . Следовательно
s ∈ f−1(U) ∈ T (X). Из того, что Y является базисным подпространством, существует
y ∈ Y ∩ f−1(Y ) в X с условием y ≺ s. Таким образом, y ∈ ξH([S]) и f(y) ∈ f

(
ξH([S])

)
∩ U .

Это доказывает, что z является предельной точкой для множества f
(
ξH([S])

)
. Поэтому

↓Zz ⊆ clZ f
(
ξH([S])

)
, откуда и следует требуемое утверждение.

Заметим, что отображение ξH взаимно-однозначно в силу [6, лемма 8.1.4]. Более того,
ξH([I]) = I для всех I ∈ IH(X,Y) ввиду [6, лемма 8.1.5]. Поэтому ξH является отображе-
нием “на”.

Утверждение 2. Отображение ξH является гомеоморфизмом.

Доказательство утверждения. Мы используем обозначения из доказательства [5, теоре-
ма 17] и теоремы 8. Для произвольного открытого множества U ∈ T (X) имеем

ξH(U∗) =
{
ξH([S]) | S ∩ U ̸= ∅

}
=
{
I ∈ IH(X,Y) | I ∩ U ̸= ∅

}
=

⋃

y∈U∩Y
V{y} ∈ T ♯

H .

Отсюда следует, что отображение ξH открыто. Далее, покажем, что прообраз любого пред-
базисного открытого множества топологии T ♯

H открыт в T ∗. Для произвольного a ∈ Y
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имеем

ξ−1
H

(
V{a}

)
=
{

[S] ∈ DH(X) | ξH([S]) ∈ V{a}
}

=
{

[S] ∈ DH(X) | a ∈ ξH([S])
}

=
{

[S] ∈ DH(X) | a ≺ s для некоторого s ∈ S
}

=
{

[S] ∈ DH(X) | int ↑a ∩ S ̸= ∅
}

= (int ↑a)∗ ∈ T ∗,

поэтому отображение ξH непрерывно.

Таким образом, по теореме 8 мы имеем DH(X) ∼= IH(X,Y) ∼= HS(X). Это означает,
что DH(X) является H-собрификацией пространства X (с точностью до гомеоморфизма).
В силу [5, теорема 23] мы получаем, что DH(X) является наименьшим расширением про-
странства X, которое является Hd-собранным. Так как DH ⊆ Hd, заключаем, что простран-
ство DH(X) также DH-собранно. Согласно построению из доказательства [5, теорема 17],
без ограничения общности мы можем предполагать, что X ≤ DH(X) ≤ DHS(X). Применяя
утверждение (iv) из [5, теорема 23], имеем DH(X) ∼= DHS(X). Наконец,

HS(X) ∼= DH(X) ≤ Hd(X) ≤ Hd
S(X) ∼= HS(X)

ввиду [5, теорема 23]. Следовательно, Hd(X) ∼= HS(X). Доказательство завершено.

Для α-пространства X мы полагаем для краткости IH(X,X) = IH(X). Более того,
пишем просто ιX вместо ιX,X. Следующее утверждение обобщает [6, следствие 8.1.9].

Следствие 11. Если X и Y являются α-пространствами, а отображение f : X → Y
непрерывно, то существует единственное непрерывное отображение

IH(f) : IH(X) → IH(Y)

такое, что диаграмма

X -f Y

?
ιX

?
ιY

IH(X) -
IH(f)

IH(Y)

коммутативна.

Доказательство. Как и в доказательстве [6, следствие 8.1.9], см. [6, замечание 8.1.10], мы
полагаем:

IH(f) : IH(X) → IH(Y); IH(f) : I 7→ ξHf(I).
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Пусть G – конечное подмножество в Y . Тогда

IH(f)−1(VG) =
{
I ∈ IH(X) | G ⊆ ξHf(I)

}

=
⋂

g∈G

{
I ∈ IH(X) | f(I) ∩ int ↑g ̸= ∅

}

=
⋂

g∈G

{
I ∈ IH(X) | I ∩ f−1

(
int ↑g

)
̸= ∅

}

=
⋂

g∈G

⋃

x∈f−1
(
int ↑g

)
{
I ∈ IH(X) | x ∈ I

}

=
⋂

g∈G

⋃

x∈f−1
(
int ↑g

)V{x} ∈ T ♯
X ,

поэтому отображение IH(f) непрерывно. Ясно, что для всех x ∈ X имеем

ιYf(x) = ↓↓ f(x) = ξHf(x) = ξHf
(
↓↓x
)

= IH(f)ιX(x),

т. е. диаграмма коммутативна.
Наконец, предположим, что непрерывное отображение f ′ : IH(X) → IH(Y) таково, что

f ′ιX(x) = ιYf(x) = IH(f)ιX(x) для всех x ∈ X. Тогда отображения f ′ и IH(f) совпадают на
ιX(X). По теореме 7 (3) ιX(X) является Hd-базисом для IH(X). По предложению 7 и лемме
8 из работы [5] ιX(X) ≤ IH(X) является u-расширением. Таким образом, f ′ = IH(f).

Следствие 12. Пусть H является I-системой такой, что D ⊆ H, и пусть Y является
базисным подпространством в X. Тогда

D(X) ∼= H(X) ∼= DS(X) ∼= IH(X,Y) ∼= HS(X) ∼= S(X) ∼= I(X,Y).

В частности,
D(X) ∼= WF(X) ∼= DS(X) ∼= WFS(X) ∼= S(X).

Доказательство. Напомним, что S(X) = IS(X) обозначает в [6] собрификацию простран-
ства X. Поскольку каждый идеал из I(X,Y) является направленным вверх множеством,
мы заключаем, что I(X,Y) ⊆ D(X) ⊆ H(X) ⊆ Hd(X), т. е. I(X,Y) = IH(X,Y). Согласно
теореме 8 и доказательству теоремы 10, имеем

S(X) ∼= DS(X) ∼= D(X) ≤ H(X) ≤ HS(X) ∼= IH(X,Y) = I(X,Y) ∼= S(X).

Следовательно, требуемое утверждение вытекает из [5, теорема 23].

В следующем утверждениии, которое является прямым следствием теоремы 10 и след-
ствия 12, мы ссылаемся на определение 4.

Следствие 13. Пусть X является α-пространством и пусть H является I-системой.
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(1) DH-ранг и H-ранг пространства X совпадают и не превосходят 1. Более того,
DH(X) является H-собрификацией пространства X.

(2) Если D ⊆ H, то D-ранг и H-ранг пространства X совпадают и не превосходят
1. Более того, D(X) является H-собрификацией пространства X.

Следствие 13 обобщает [6, следствие 8.3.2], см. также Ю.Л. Ершов [7]. Из [6, предложение
5.7.5] и теоремы 8 получаем

Следствие 14. Для T0-пространства X равносильны следующие утверждения.
(1) X является α-пространством [φ-пространством].
(2) SH(X) является α-пространством [φ-пространством соответственно] для каж-

дой I-системы H.
(3) SH(X) является α-пространством [φ-пространством соответственно] для неко-

торой I-системы H.

Доказательство. Очевидно, что (2) влечет (3). Пусть выполнено (1) и пусть H – произ-
вольная I-система. По теореме 8 имеем SH(X) ∼= IH(X,Y). По теореме 7 (3) ιX,Y(X) является
Hd-базисом для IH(X,Y). По предложению 7 и лемме 8 из работы [5] ιX,Y(X) ≤ IH(X,Y)

является u-расширением. Из [6, следствие 5.6.5(v)–(vi)] вытекает, что (1) влечет (2) и
(3) влечет (1).

Следствие 15. Пусть H является I-системой такой, что D ⊆ H, и пусть X является
T0-пространством. Если X является A-пространством, то SH(X) является
Ad-пространством.

Доказательство. По следствию 12 имеем SH(X) ∼= S(X). В силу [6, предложение 5.7.5]
S(X) является A-пространством. Так как каждое собранное пространство является
d-пространством, мы заключаем, что SH(X) ∼= S(X) является Ad-пространством.

За определением b-пространства мы отсылаем читателя к работе Ю.Л. Ершова [10].
Подмножество F ⊆ X в T0-пространстве X называется совершенным, если выполнено
следующее условие. Если x ∈ X является верхней границей для непустого подмноже-
ства F ′ ⊆ F , то существует f ∈ F такой, что f является верхней границей для F ′ и
f ≤ x. Тогда φ-пространство X назывется b-пространством, если каждое конечное непу-
стое множество, состоящее из компактных элементов, содержится в некотором конечном
совершенном подмножестве множества всех компактных элементов.

Следующее утверждение обобщает [6, следствие 5.7.6].

Следствие 16. Для T0-пространства X равносильны следующие утверждения.
(1) X является f -пространством [b-пространством соответственно].
(2) SH(X) является f -пространством [b-пространством соответственно] для каж-

дой I-системы H.
(3) SH(X) является f -пространством [b-пространством соответственно] для неко-

торой I-системы H.
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Доказательство. Предположим сначала, что X является f -пространством. Пусть C обо-
значает его f -базисное подпространство (т. е. множество всех его компактных элементов).
Рассмотрим произвольную I-систему H. По теореме 7 (3) C′ = ιX,C(X) является Hd-базисом
для IH(X,C). По предложению 7 и лемме 8 из [5] C′ ≤ IH(X,C) является u-расширением.
Согласно [6, следствие 5.6.5(iv)], C′ является φ-базисным подпространством в IH(X,C). По-
кажем, что C′ является парусом. Пусть a, b ∈ C и J ∈ IH(X,C) таковы, что ↓Ca, ↓Cb ⊆ J .
Это означает, что a, b ∈ J . Так как J является C-идеалом, существует c ∈ J такой, что
a, b ≤X c. Так как X является f -пространством, мы заключаем, что существует a ∨ b ∈ C.
Отсюда следует, что ιX,C(a ∨ b) = ιX,C(a) ∨ ιX,C(b) в IH(X,C), поэтому IH(X,C) является
f -пространством. По теореме 8 имеем SH(X) ∼= IH(X,C). Таким образом, (1) влечет (2).

Утверждение (2) очевидным образом влечет утверждение (3). Покажем теперь, что
(3) влечет (1). Действительно, пусть I-система H такова, что SH(X) является f -пространст-
вом. В частности, SH(X) является φ-пространством. По следствию 14 X является
φ-пространством. Пусть C обозначает его φ-базисное подпространство. По теореме 8
IH(X,C) ∼= SH(X) является f -пространством. В силу теоремы 7 (2) и [6, следствие 5.6.5(iv)]
C′ = ιX,C(C) является φ-базисным подпространством в IH(X,C). Поскольку IH(X,C) яв-
ляется f -пространством, C′ является парусом. Покажем, что C также является парусом.
Действительно, пусть элементы a, b ∈ C таковы, что a, b ≤ x для некоторого x ∈ X. По
теореме 7 (1) отображение ιX,C : X → IH(X,C) является гомеоморфным вложением, поэто-
му ιX,C(a), ιX,C(b) ⊆ ιX,C(x). Так как C′ является парусом, существует C-идеал J ∈ IH(X,C)

такой, что ιX,C(a)∨ ιX,C(b) = J . Как и выше, это означает, что a, b ∈ J и a, b ≤X c для неко-
торого c ∈ J . Это дает включения ιX,C(a), ιX,C(b) ⊆ ιX,C(c) ⊆ J . Поскольку J является
наименьшей верхней границей для ιX,C(a), ιX,C(b), мы заключаем, что J = ιX,C(c), поэтому
a∨b = c в X. Следовательно, C является f -базисным подпространством в X, и утверждение
(3) выполнено.

В случае b-пространств доказательство аналогично доказательству выше, но оно про-
ще, поэтому мы не приводим его здесь.
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Хаотические и часто-гиперциклические операторы в
весовом пространстве целых функций

А.И. Рахимова

Аннотация. Изучаются вопросы хаотичности и часто-гиперцикличности раз-
личных операторов в весовом пространстве Fφ(Cn), определенном как про-
ективный предел банаховых пространств. В теоремах 8–13 рассматриваются
случаи операторов дифференцирования и сдвига, а также их композиций в
Fφ(Cn). Для линейных непрерывных операторов, коммутирующих с диффе-
ренцированием, в теореме 14 показана хаотичность в Fφ(Cn). В теореме 15
для таких операторов доказана часто-гиперцикличность в Fφ(Cn), а также
указаны наиболее важные следствия из этих утверждений.

Ключевые слова: весовое пространство, целые функции, хаотический опе-
ратор, часто-гиперциклический оператор, оператор дифференцирования, опе-
ратор сдвига.
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Введение

0.1. Обзор литературы. В топологическом пространстве X для любого линейного
непрерывного оператора T : X → X можно построить дискретную динамическую систему
{T n}n∈N∪{0}. При изучении вопроса об описании поведения этой системы были введены
такие характеристики для операторов, как цикличность, гиперцикличность, хаотичность,
часто-гиперцикличность и многие другие.

Понятие хаотического оператора было определено Р.Л.Девани в 1989 г. в работе [1].
Далее в статье [2] 1992 г. Дж.Бэнкс, Дж. Брукс и другие изучили условия хаотичности Де-
вани и доказали, что свойство существенной зависимости оператора от начальных условий
следует из его топологической транзитивности и наличия плотного множества периодиче-
ских точек. В 1991 г. в работе Г. Годефруа и Дж. Шапиро [3] было показано, что по теореме
Годефруа–Шапиро любой оператор свертки, характеристическая функция которого непо-
стоянна, хаотический в H(C). В 2000 г. Р.М. Кроновер написал книгу [4] с подробными
сведениями по хаотическим операторам в динамических системах. В работе [5] 2005 г.
Дж.Дж.Бетанкур и другие авторы изучили гиперцикличность и хаотичность операторов
свертки в H(C).

© 2024 А.И. Рахимова
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Основы теории часто-гиперциклических операторов были положены Ф.Баярт и
С. Гривакс в 2006 г. в статье [6] в H(C). А. Бонилла и К.-Г. Гроссе-Эрдманн в работе [7]
2006 г. доказали, что непрерывные операторы, коммутирующие со сдвигом, часто-гипер-
циклические в пространстве H(Cn). В 2007 г. они опубликовали работу [8] по часто-
гиперциклическим операторам и векторам в H(C).

В книгах Ф. Баярт, Э.Матерон [9] 2009 г., К.-Г. Гроссе-Эрдманн, А. Пэрис [10] 2011 г.
и М.В.Хирш, С.Смэйл, Р.Л. Девани [11] 2013 г. изложены основные положения теории ди-
намических систем, в том числе по хаотическим и часто-гиперциклическим операторам.
В статье С. Гривакс [12] 2011 г. приведены примеры различных часто-гиперциклических
операторов в H(C). В 2009 г. Дж. Бонет [13] изучил динамические свойства дифферен-
циального оператора в весовом пространстве целых функций. В статьях А.В.Абанина,
Т.И. Абаниной, Ф.Ч. Тиен [14, 15] 2017 г. были рассмотрены динамические свойства клас-
сических операторов и операторов композиции в весовых пространствах голоморфных
функций. В.Э. Ким в статьях [16] 2008 г. и [17] 2010 г. показал, что все операторы обоб-
щенной свертки гиперциклические и хаотические в H(C).

0.2. Цель работы. В данной работе будем изучать свойства хаотичности и часто-
гиперцикличности классических линейных непрерывных операторов в Fφ(Cn). Простран-
ства вида Fφ(Cn) в связи с различными задачами комплексного анализа встречались в
работах многих математиков [18,19]. Определим весовое пространство Fφ(Cn) целых функ-
ций комплексных переменных следующим образом.

Пусть φ = {φm}∞m=1 – семейство выпуклых неотрицательных функций φm : Cn → R+

таких, что для любого m ∈ N:
i1) lim

z→∞
φm(z)
∥z∥ = +∞;

i2) lim
z→∞

(φm(z) − φm+1(z)) = +∞.
Тогда для каждого m ∈ N определим пространство

Fm(Cn) =

{
f ∈ H(Cn), f : Cn −→ C : pm(f) = sup

z∈Cn

(|f(z)|e−φm(z)) <∞
}
.

Отметим, что Fm(Cn) – банахово пространство. В силу условия i2) при всех m ∈ N вло-

жения Fm+1(Cn) ⊂ Fm(Cn) вполне непрерывны. Положим Fφ(Cn) =
∞⋂
m=1

Fm(Cn). С обыч-

ными операциями сложения элементов и умножения на комплексные числа Fφ(Cn) обра-
зует линейное пространство. Снабдим его топологией проективного предела пространств
Fm(Cn). Поскольку оно является проективным пределом компактной последовательности
банаховых пространств Fm(Cn), то Fφ(Cn) – пространство Фреше–Шварца.

Далее на семейство φ также будем накладывать дополнительные условия вида:
i3) существуют постоянные am > 0 и bm > 0 такие, что

φm+1(z + t) ≤ φm(z) + bm,
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где z ∈ Cn и t ∈ Cn : |t| ≤ am;
или более жесткое:
i4) для любого R > 0 существует постоянная bm(R,m) > 0 такая, что

φm+1(z + t) ≤ φm(z) + bm,

где z ∈ Cn и t ∈ Cn : |t| ≤ R.
Отметим, что при выполнении условия i3) пространство Fφ(Cn) инвариантно отно-

сительно дифференцирования (см. [20, лемма 5]). В случае справедливости требования i4)
Fφ(Cn) является инвариантным относительно как дифференцирования, так и сдвига (см.
[20, теорема 4]).

Цель данной работы – изучение задач о хаотичности и часто-гиперцикличности в
Fφ(Cn) операторов дифференцирования, сдвига, их различных композиций и линейных
непрерывных операторов, коммутирующих с дифференцированием. Во введении даны ос-
новные определения и необходимые в дальнейшем утверждения. Раздел 1 посвящен изу-
чению свойств различных операторов: теорема 8 утверждает о хаотичности композиции
дифференцирования и сдвига, теорема 9 – о хаотичности и часто-гиперцикличности опе-
ратора дифференцирования, теорема 11 – о хаотичности и часто-гиперцикличности опера-
тора сдвига, теорема 12 – об условии хаотичности и часто-гиперцикличности композиции
дифференцирования, сдвига и умножения переменной на константу, теорема 13 – об усло-
вии не хаотичности и не часто-гиперцикличности композиции дифференцирования, сдвига
и умножения переменной на константу. В разделе 2 изучены линейные непрерывные опера-
торы, коммутирующие с дифференцированием: в теореме 14 доказана хаотичность таких
операторов, в теореме 15 – их часто-гиперцикличность, в следствиях 16–22 приведены
примеры по этим утверждениям.

0.3. Обозначения. Для точек u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) из Cn определим
⟨u, v⟩ = u1v1 + · · · + unvn, где ∥u∥ – евклидова норма в Cn. Для мультииндекса
α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+ и точек z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn полагаем |α| = α1 + . . . + αn, Dj = ∂

∂zj
,

j = 1, . . . n, Dα
z = ∂|α|

∂z
α1
1 ···∂zαn

n
.

Для произвольной вещественнозначной функции φ в Cn такой, что lim
∥z∥→+∞

φ(z)

∥z∥ = +∞,

определим преобразование Юнга–Фенхеля φ̃(z) = sup
t∈Cn

(Re ⟨z, t⟩ − φ(t)), z ∈ Cn. Отметим,

что из условия i1) следует, что для функций φm,m ∈ N, их преобразования Юнга–Фенхеля
φ̃m принимают конечные значения в Cn.

0.4. Основные определения. Обозначим через X топологическое векторное про-
странство над полем C. Орбитой элемента x оператора T : X → X [9] называется множе-
ство

Orb(T, x) =
{
T nx

}∞
n=0

.
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Элемент x ∈ X является периодической точкой оператора T [9, определение 6.5], если най-
дется натуральное число n ≥ 2 такое, что T nx = x. Оператор T : X → X нетривиальный,
если он не совпадает с оператором умножения на отличную от нуля константу.

Линейный непрерывный оператор T : X → X называется гиперциклическим [9] в
пространстве X, если существует элемент x ∈ X, орбита которого плотна в X. Данный
элемент x ∈ X является гиперциклическим вектором оператора T в X.

Непрерывный оператор T : X → X топологически транзитивный в X [9, теоре-
ма 1.2], если для любой пары непустых открытых множеств A, B ⊂ X существует такое
число n ∈ N, что T n(A) ∩ B ̸= ∅. Линейный топологически транзитивный оператор и
гиперциклический оператор являются эквивалентными понятиями в пространстве Фре-
ше [9, теорема 1.2].

Непрерывный оператор Φ : Y → Y в метрическом пространстве (Y, d) называет-
ся хаотическим (по Девани), если выполнены следующие условия Девани [1, определе-
ние 8.5]:

(A) оператор Φ обладает существенной зависимостью от начальных условий: существу-
ет δ > 0 такое, что для произвольного элемента x ∈ Y и его любой окрестности U
найдутся точка y ∈ U и число n ∈ N, для которых d(Φnx,Φny) > δ;

(B) оператор Φ является топологически транзитивным;
(C) множество периодических точек оператора Φ плотно в пространстве Y .

Для произвольного множества A ⊂ N нижняя плотность множества A [9, § 6.3.1]
densA определяется в виде

densA = lim inf
N→∞

#{n ∈ A : n ≤ N}
N

.

Линейный непрерывный оператор T : X → X в топологическом векторном простран-
стве X называется часто-гиперциклическим [10, определение 9.2], если найдется такой
элемент x ∈ X, что для любого непустого открытого подмножества U ⊂ X выполняется
условие

dens
{
n ∈ N : T nx ∈ U

}
> 0.

Данный элемент x ∈ X является часто-гиперциклическим вектором оператора T в X.
Заметим, что класс часто-гиперциклических операторов содержится в множестве гипер-
циклических операторов [10, определение 9.2].

В дальнейшем нам понадобятся следующие утверждения.

Теорема 1 (теорема о хаотичности и часто-гиперцикличности, [9, теорема 6.10,
теорема 6.18], [10, теорема 9.9, предложение 9.11]). Пусть T : X → X – линейный непре-
рывный оператор в сепарабельном пространстве Фреше X и существуют плотное под-
множество X0 ⊂ X и отображение S : X0 → X0 такие, что:

1)
∞∑
n=0

T nx – ряд сходится безусловно для всех x ∈ X0;
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2)
∞∑
n=0

Snx – ряд сходится безусловно для всех x ∈ X0;

3) TSx = x ∀x ∈ X0.
Тогда T – хаотический и часто-гиперциклический оператор в X.

В работах [2] и [4] доказаны следующие факты:

Лемма 2 ([2, теорема]). Если в метрическом пространстве X непрерывный оператор
T : X → X топологически транзитивный и множество его периодических точек плот-
но в X, то оператор T обладает существенной зависимостью от начальных условий.

Лемма 3 (теорема Биркгофа о транзитивности, [9, теорема 1.2]). Если X – про-
странство Фреше, то для линейного непрерывного оператора T : X → X топологическая
транзитивность и гиперцикличность равносильны.

В силу леммы 2 условие (A) в определении хаотичности следует из условий (B)
и (C), а по лемме 3 условие (B) в пространстве Фреше равносильно гиперцикличности
оператора. Поэтому для доказательства хаотичности гиперциклического оператора в про-
странстве Фреше достаточно проверить, что множество его периодических точек плотно
в этом пространстве.

Теорема 4 ([10, теорема 2.33]). Пусть T – линейный оператор в комплексном векторном
пространстве X. Тогда множество периодических точек оператора T образует линейное
подпространство в X, которое задается в виде

Per(T ) = span{x ∈ X : ∃ α ∈ Q : Tx = eαπix}.

Пусть X – комплексное пространство Фреше, T : X → X – линейный непрерывный
оператор в X, J ⊂ N – множество индексов, T – единичная окружность. Тогда множе-
ство функций {Ej}j∈J таких, что Ej : T → X при всех j ∈ J , каждая из которых для
любого λ ∈ T является либо собственным вектором для собственного значения λ, либо 0,
называется охватывающим полем собственных векторов, соответствующих собствен-
ным значениям с единичным модулем, если Ej(λ) ∈ ker(λI − T ) для любых λ ∈ T и j ∈ J

и множество span{Ej(λ)}λ∈T, j∈J плотно в X [10, определение 9.21]. Векторное поле на-
зывается непрерывным или C2-гладким, если функции Ej при всех j ∈ J соответственно
непрерывны или дважды непрерывно дифференцируемы на T [10, определение 9.21].

Теорема 5 ([10, теорема 9.22]). Пусть T – линейный непрерывный оператор в комплекс-
ном сепарабельном пространстве Фреше X. Тогда справедливы следующие утверждения:

a) если оператор T имеет в X непрерывное охватывающее поле собственных век-
торов, соответствующих собственным значениям с единичным модулем, то он
хаотический;

b) если оператор T имеет в X C2-гладкое охватывающее поле собственных векто-
ров, соответствующих собственным значениям с единичным модулем, то он
часто-гиперциклический.
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1. Операторы дифференцирования и сдвига

Приведем следующие необходимые в дальнейшем утверждения.

Лемма 6 ([20, лемма 3]). Пусть S – линейный непрерывный функционал на Fφ(Cn) при
выполнении условия i3). Тогда его преобразование Фурье–Лапласа Ŝ(ξ) = Sz(e

⟨ξ,z⟩) – целая
функция, причем для любого α ∈ Zn+ выполняется равенство Dα

ξ Ŝ(ξ) = Sz(z
αe⟨ξ,z⟩), ξ ∈ Cn.

Лемма 7. Пусть r = (r1, . . . , rn), где при всех i = 1, . . . , n ri > 0 – постоянные величины,

Dr = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zi| < ri, i = 1, . . . , n},

φ – непостоянная целая функция в Cn и B ⊂ C – некоторое непустое множество. Тогда
если существует точка λ0 ∈ Dr такая, что φ(λ0) – предельная точка множества B,
то система экспонент {

e⟨ξ,z⟩
}
ξ∈Dr: φ(ξ)∈B

полна в пространстве Fφ(Cn) при выполнении условия i3).

Доказательство. В силу условия i1) для любого фиксированного значения ξ ∈ Cn функ-
ция e⟨ξ,z⟩ лежит в Fφ(Cn). Возьмем произвольный линейный непрерывный функционал
S ∈ F∗

φ(Cn) такой, что Sz(e⟨ξ,z⟩) = 0 для всех ξ ∈ Dr ∩ φ−1(B). Покажем, что функционал
S нулевой.

По условию леммы существует точка λ0 ∈ Dr, для которой φ(λ0) – предельная
точка множества B. Тогда найдется последовательность точек {wk}k∈N ⊂ B таких, что
wk −−−→

k→∞
φ(λ0). Поскольку φ : Cn → C – непостоянная целая функция в Cn, то по [22, при-

ложение B, теорема 6] она является открытым отображением в C. Из этого получим, что
при всех k ∈ N точкам wk ∈ B соответствуют λk ∈ Cn, определенные в виде λk = φ−1(wk).
Следовательно, имеется последовательность точек {λk}k∈N ⊂ Cn таких, что φ(λk) ∈ B при
всех k ∈ N и φ(λk) −−−→

k→∞
φ(λ0). Так как φ – открытое отображение, то λk −−−→

k→∞
λ0.

Для каждого k ∈ N построим прямую Lk в Cn, проходящую через точки λ0 и λk,
причем если несколько точек λk совпадают, то берем только одну из них. Теперь пере-
нумеруем эту последовательность {Lk}k∈N, выкинув все прямые, на которых функция φ

постоянна. Поскольку φ – непостоянная целая функция в Cn, то для любого wk, кроме,
может быть, одного значения, существует подпространство размерности n−1 соответству-
ющих ему точек λk. Тогда совокупность прямых {Lk}k∈N охватывает все направления в
Cn, значит, множество

⋃
k∈N

Lk плотно в Cn.

Возьмем произвольное число k ∈ N. Поскольку φ – непостоянная аналитическая
функция на прямой Lk, то φ|Dr∩Lk

является открытым отображением. Отсюда и из того,
что φ(λ0) – предельная точка множества B, получим, что λ0 – предельная точка множества
Dr ∩ Lk ∩ φ−1(B). Так как по условию теоремы Sz(e

⟨ξ,z⟩) = 0 для всех ξ ∈ Dr ∩ φ−1(B), то
по следствию из теоремы единственности Sz(e

⟨ξ,z⟩) = 0 при всех ξ ∈ Dr ∩ Lk. Множество⋃
k∈N

Lk плотно в Cn, поэтому Sz(e⟨ξ,z⟩) = 0 при всех ξ ∈ Dr.
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По лемме 6 Ŝ(ξ) – целая функция и Sz(e
⟨ξ,z⟩) = 0 при всех ξ ∈ Dr, поэтому по

теореме единственности получим Sz(e
⟨ξ,z⟩) = 0 для всех ξ ∈ Cn. Поскольку при всех

α ∈ Zn+ и ξ ∈ Cn справедлива формула Dα
ξ Ŝ(ξ) = Sz(z

αe⟨ξ,z⟩), то выполняется равенство
Dα
ξ Ŝ(ξ) = Sz(z

αe⟨ξ,z⟩) = 0, где α ∈ Zn+ и ξ ∈ Cn. Значит, при всех α ∈ Zn+ следует, что
Sz(z

α) = 0. Тогда для любых полиномов p ∈ Fφ(Cn) S(p) = 0. Ввиду плотности полиномов
по [20, лемма 1] в Fφ(Cn) получим S(f) = 0 для всех f ∈ Fφ(Cn), поэтому S – нулевой
функционал. Следовательно, система экспонент {e⟨ξ,z⟩}ξ∈Dr: φ(ξ)∈B полна в Fφ(Cn).

Приведем пример по лемме 7. Пусть Dr = {z ∈ Cn : |zi| < ri, i = 1, . . . , n}, где ri > 0,
i = 1, . . . , n – постоянные величины, φ = z1z2 . . . zn и B = {z ∈ C : |z| < r1r2 . . . rn}. Тогда
множество

{
e⟨ξ,z⟩

}
{ξ∈Cn: |ξi|<ri, i=1,...,n} полно в Fφ(Cn) при выполнении условия i3) в силу

[20, лемма 4].
Докажем следующее утверждение, используя определение хаотичности.

Теорема 8. Пусть N ∈ N, заданы точки cα ∈ C и aα ∈ Cn, где α ∈ Zn+. Тогда при выпол-
нении условия i4) оператор

Tf(z) =
N∑

α: |α|=0

cα(Dαf)(z + aα),

не кратный тождественному, является хаотическим в Fφ(Cn) .

Доказательство. В [20, следствие 2] установлена гиперцикличность оператора T в Fφ(Cn).
Тогда по леммам 2 и 3 следует, что требования (A) и (B) из определения хаотичности вы-
полнены. Далее покажем выполнение условия (C).

По теореме 4 линейное подпространство периодических точек оператора T имеет вид

V = span
{
f ∈ Fφ(Cn) : ∃ α ∈ Q : Tf(z) = eαπif(z)

}
.

Рассмотрим следующее подмножество V :

V0 = span
{
e⟨λ,z⟩

}
λ∈W

,

где W =

{
λ ∈ Cn : ∃ α ∈ Q :

N∑
β: |β|=0

cβλ
βe⟨λ, aβ⟩ = eαπi

}
.

Введем обозначение φ(λ) =
N∑

β: |β|=0

cβλ
βe⟨λ, aβ⟩. Поскольку φ : Cn → C – непостоянная

целая функция в Cn, то по [22, приложение B, теорема 6] она является открытым отоб-
ражением в C. Значит, пересечение ее образа φ(Cn) с единичной окружностью T всюду
совпадает с T, кроме, может быть, одной точки. Отметим, что на T лежит бесконечно
много точек eαπi, α ∈ Q, причем каждая из них является предельной на T. В силу того,
что φ – открытое отображение и T ограничено, бесконечно много точек вида λ = φ−1(eαπi),
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где α ∈ Q, лежат в некотором поликруге Dr в Cn. Поэтому существует хотя бы одна точка
λ0 ∈ Dr, для которой φ(λ0) – предельная точка множества T. По лемме 7 V0 плотно в
Fφ(Cn). Следовательно, оператор T хаотический в Fφ(Cn).

Докажем свойства некоторых операторов в Fφ(Cn), используя теорему 1.

Теорема 9. При выполнении условия i3) оператор дифференцирования

Tf(z) = Dαf(z) =
∂|α|

∂zα1
1 . . . ∂zαn

n

f(z),

где α ∈ Zn+, хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

Доказательство. Непрерывность оператора T : Fφ(Cn) → Fφ(Cn) доказана в [20, лемма 5].
Докажем с помощью теоремы 1 хаотичность и часто-гиперцикличность T в Fφ(Cn). В ка-
честве множества W определим линейную оболочку множества мономов zβ = zβ11 · . . . · zβnn ,
где β ∈ Zn+. По [20, лемма 1] W плотно в Fφ(Cn).

Действие оператора T на мономы имеет вид

T kzβ =





β!
(β−kα)!z

β−kα при k ≤ k0,

0 при k > k0,

где k0 – минимальное из чисел
[
βj
αj

]
, j = 1, . . . , n. Отсюда получим равенство

∞∑

k=0

T kzβ =

k0∑

k=0

β!

(β − kα)!
zβ−kα.

Очевидно, условие 1) теоремы 1 выполнено.
Определим оператор S : W → W в виде

Skzβ =
β!

(β + kα)!
zβ+kα ∀ k ∈ N0.

Условие 3) теоремы 1 справедливо при любых zβ ∈ W :

TSzβ =
(β + α)!

β!

β!

(β + α)!
zβ+α−α = zβ.

Проверим выполнение условия 2) теоремы 1 на W . Рассмотрим ряд

∞∑

k=0

Skzβ = β!zβ
∞∑

k=0

1

(β + kα)!
zkα.

По условию i1) для любого сколь угодно большого M ∈ R+ существует постоянная
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CM ∈ R+ такая, что при произвольном z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn

φm(z1, . . . , zn) ≥M(|z1| + . . .+ |zn|) − CM ,

поэтому справедлива оценка

e
sup
z∈Cn

(
(β1+kα1) ln |z1|+...+(βn+kαn) ln |zn|−φm(z1,...,zn)

)
≤ eCM

(
β + kα

)β+kα

(Me)|β|+k|α|
.

Ряд сходится в Fm(Cn) при всех m ∈ N:

pm

( ∞∑

k=0

Skzβ

)
≤

∞∑

k=0

β!

(β + kα)!
e

sup
z∈Cn

(
(β1+kα1) ln |z1|+...+(βn+kαn) ln |zn|−φm(z)

)

≤ eCMβ!

M |β|

∞∑

k=0

1

kn/2Mk|α| <∞.

Итак, условие 2) теоремы 1 выполнено, поскольку по условию i1) число M можно
взять сколь угодно большим. Следовательно, T хаотический и часто-гиперциклический в
Fφ(Cn).

Лемма 10. При выполнении условия i4) для любого α ∈ Zn+ последовательность

fαk(z) = zα
n∏

j=1

(
sin(zj/k)

zj/k

)αj+2

⇒ zα

равномерно сходится при k → ∞ в Fφ(Cn). Система функций {fαk}α∈Zn
+

полна в Fφ(Cn)

при любом k > k0, где k0 ∈ N – номер, начиная с которого функции fαk(z) и zα сколь
угодно близки в Fφ(Cn).

Доказательство. Из того, что fαk(z) ∈ H(Cn) и pm(fαk) < ∞ для любого m ∈ N, по-
лучается fαk(z) ∈ Fφ(Cn). Покажем сходимость fαk(z) ⇒ zα при k → ∞ в Fm(Cn) при
произвольном m ∈ N.

В силу i1) для любого сколь угодно большого M ∈ R+ существует постоянная
CM ∈ R+ такая, что при всех z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn φm(z1, . . . , zn) ≥M(|z1|+. . .+|zn|)−CM ,
поэтому для произвольного α ∈ Zn+ получим следующие оценки:

sup
z∈Cn

(
|z|αe−φm(z1,...,zn)

)
≤ eCM

αα

(Me)|α|
<∞,

sup
z∈Cn

(
|z|αe∥z∥e−φm(z1,...,zn)

)
≤ eCM−1

αα
(
(M − 1)e

)|α| <∞.

Известно, что fαk(z) равномерно на компактах из Cn стремится при k → ∞ к zα.
Пусть BR ⊂ Cn – замкнутый шар с центром в 0 конечного радиуса R. Тогда в силу условия
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i1) для любого ε > 0 число R можно выбрать настолько большим, что

sup
z∈Cn\BR

(
|z|αe∥z∥e−φm(z)

)
<
ε

2
.

Возьмем номер k0 таким, что для всех k > k0

n∏

j=1

( | sin(zj/k)|
|zj|/k

)αj+2

≤ e∥z∥.

Оценим норму разности функций вне шара BR при любых k > k0 и m ∈ N:

pm,Cn\BR
(fαk(z) − zα) = sup

z∈Cn\BR

(
|z|α
∣∣∣
n∏

j=1

(
sin(zj/k)

zj/k

)αj+2

− 1
∣∣∣e−φm(z)

)

≤ sup
z∈Cn\BR

(
|z|αe−φm(z)

)
+ sup

z∈Cn\BR

(
|z|αe∥z∥e−φm(z)

)

≤ 2 sup
z∈Cn\BR

(
|z|αe∥z∥e−φm(z)

)
< ε.

Таким образом, выполняется сходимость fαk(z) ⇒ zα при k → ∞ в Fφ(Cn).
По [20, лемма 1] множество мономов {zα}α∈Zn

+
полно в Fφ(Cn). Следовательно, си-

стема {fαk(z)}α∈Zn
+

полна в Fφ(Cn).

Теорема 11. При выполнении условия i4) оператор сдвига

Tf(z) = f(z + a),

где a ∈ Rn \ {0}, хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

Доказательство. Непрерывность оператора T : Fφ(Cn) → Fφ(Cn) показана в [20, теоре-
ма 4]. Докажем по теореме 1 хаотичность и часто-гиперцикличность T в Fφ(Cn).

Возьмем множество W для любого фиксированного номера k > k0 в виде

W = span

{
fαk(z) = zα

n∏

j=1

(
sin(zj/k)

zj/k

)αj+2
}

α∈Zn
+

.

По лемме 10 W плотно в Fφ(Cn).
Определим оператор S : W → W в виде

Sf(z) = f(z − a).

Очевидно, справедливо условие 3) теоремы 1. Проверим выполнение условия 1) на
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W . Действие оператора T любой степени s ∈ N имеет вид

T sfαk(z) = k|α|+2

n∏

j=1

1

(zj + saj)
2 sinαj+2

(
zj + saj

k

)
.

Отсюда, используя полученную в теореме 9 в силу условия i1) оценку для экспоненты,
получим формулу

∞∑

s=1

sup
z∈Cn

(∣∣∣T sfαk(z)
∣∣∣e−φm(z)

)

≤ k|α|+2 e
CM

a2

∞∑

s=1

n∏

j=1

sup
z∈Cn

( 1

s2
e

(αj+2)

k
|Im zj |−M |zj |

)
≤ k|α|+2 e

CM

a2

∞∑

s=1

1

s2
<∞.

Условие 1) теоремы 1 выполнено. Условие 2) проверяется аналогично условию 1). Таким
образом, T хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

Наложим на семейство φ дополнительное условие:
i5) при фиксированном λ ∈ C \ {0} для любых R > 0 существует постоянная

bm = bm(R,m) > 0 такая, что φm+1(λz+t) ≤ φm(z)+bm, где z ∈ Cn и t ∈ Cn : |t| ≤ R.

Теорема 12. При выполнении условия i5) оператор Tf(z) =
(
∂
∂zj
f
)
(λz+b), где j = 1, . . . , n,

а числа λ ∈ C \ {0} и b ∈ Cn фиксированные, хаотический и часто-гиперциклический в
Fφ(Cn) в случае |λ| ≥ 1.

Доказательство. Сначала проверим, что оператор T линейный для произвольных α, β ∈ C
и f, g ∈ Fφ(Cn):

T (αf + βg) =

(
α
∂

∂zj
f + β

∂

∂zj
g

)
(λz + b) = α

(
∂

∂zj
f

)
(λz + b) + β

(
∂

∂zj
g

)
(λz + b)

= αTf + βTg.

Теперь докажем его непрерывность в Fφ(Cn). Введем обозначение z̃ = λz+b. Возьмем
некоторую функцию f ∈ Fφ(Cn). В силу аналитичности f в Cn следует, что Tf ∈ H(Cn).
Используя интегральную формулу Коши, получим следующее равенство:
(
∂

∂zj
f

)
(z̃) =

1

(2πi)n

∫

Πz̃

f(ξ1, . . . , ξn) dξ1 . . . dξn

(ξ1 − z̃1) · . . . · (ξj−1 − z̃j−1)(ξj − z̃j)
2(ξj+1 − z̃j+1) · . . . · (ξn − z̃n)

,

где R и rj, j = 1, . . . , n – положительные константы, точка z̃ лежит в некотором шаре
B(0, R) = {z ∈ Cn : |zj| ≤ R, j = 1, . . . , n}, а ξ – точка из границы поликруга

Πz̃ = {ξ = (ξ1, . . . , ξn) : |ξj − z̃j| = rj, rj > 0, j = 1, . . . , n}.
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Далее введем обозначения k1 = max
j=1,...,n

{rj}, k2 = min
j=1,...,n

{rj} и найдем оценку сверху:

∣∣∣∣
( ∂

∂zj
f
)

(z̃)

∣∣∣∣ ≤
(R + k1)

n

kn+1
2

max
ξ∈Πz̃

|f(ξ)| ≤ (R + k1)
n

kn+1
2

max
ξ∈Πz

|f(λξ + b)|,

где Πz = {ξ = (ξ1, . . . , ξn) : |ξj − zj| = r̃j, r̃j > 0, j = 1, . . . , n}.
Из определения нормы для любых m ∈ N и ξ ∈ Cn получим формулу

|f(λξ + b)| ≤ pm+1(f) eφm+1(λξ+b).

Тогда следует, что

|Tf | =

∣∣∣∣
( ∂

∂zj
f
)

(λz + b)

∣∣∣∣ ≤
(R + k1)

n

kn+1
2

pm+1(f) exp

(
max
ξ∈Πz

φm+1(λξ + b)

)
.

В силу i5) при всех m ∈ N справедливо неравенство

sup
z∈Cn

(
exp

(
max
ξ∈Πz

φm+1(λξ + b)
)

exp
(
− φm(z)

))
≤ exp

(
sup
z∈Cn

(
φm+1(λz + b) − φm(z)

))
≤ ebm .

Оценим норму действия оператора при произвольном m ∈ N:

pm(Tf) ≤ ebm(R + k1)
n

kn+1
2

pm+1(f) <∞.

Таким образом, T действует из Fm+1(Cn) в Fm(Cn) для любых m ∈ N, значит, он
непрерывен и T : Fφ(Cn) → Fφ(Cn).

Действие оператора k раз на функцию f ∈ Fφ(Cn) имеет вид

T kf(z) = λ
k(k−1)

2

(
∂k

∂zkj
f

)(
λkz + b

(
1 − λk

1 − λ

))
.

Докажем по теореме 1 хаотичность и часто-гиперцикличность T в Fφ(Cn).
Определим множествоW как линейную оболочку всех мономов вида zβ = zβ11 ·. . .·zβnn ,

где β ∈ Zn+. В силу [20, лемма 1] W плотно в Fφ(Cn).
Вычислим действие T на моном zβ для любых k ∈ N и β ∈ Zn+:

T kzβ =




λk

βj !

(βj−k)!z
−k
j zβ + b при k ≤ βj,

0 при k > βj.

Введем оператор S для монома zβ в виде

Szβ =
1

λβj
zj(z

β − b).
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Тогда действие S на моном zβ для любых k ∈ N и β ∈ Zn+ определяется по формуле

Skzβ =
(βj − k)!

λkβj!
zkj (zβ − b).

Условие 3) теоремы 1 на множестве W выполнено:

TSzβ = λβjz
−1
j

zj
λβj

(zβ − b) + b = zβ.

По условию i1) для любого сколь угодно большого M ∈ R+ существует постоянная
CM ∈ R+ такая, что при всех z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn φm(z1, . . . , zn) ≥M(|z1|+. . .+|zn|)−CM ,
значит, выполняется соотношение

e
sup
z∈Cn

(
β1 ln |z1|+...+βn ln |zn|−φm(z1,...,zn)

)
≤ eCM

ββ

(Me)|β|
.

Проверим условие 1) теоремы 1 на W . Справедлива следующая оценка для всех
фиксированных значений z ∈ Cn при условии |λ| ≥ 1:

∞∑

k=0

sup
z∈Cn

(
|T kzβ|e−φm(z)

)
=

βj∑

k=0

sup
z∈Cn

(∣∣∣λk βj!

(βj − k)!
z−kj zβ + b

∣∣∣e−φm(z)
)

≤
βj∑

k=0

|λ|kβj(βj − 1) . . . (βj − k + 1)eCM
ββ

(Me)|β|
<∞.

Условие 1) выполнено.
Проверим условие 2) теоремы 1 на W . Для всех фиксированных значений z ∈ Cn,

где k0 = (k, k, . . . , k) ∈ Zn, при условии |λ| ≥ 1 выполняется соотношение:

∞∑

k=0

sup
z∈Cn

(
|Skzβ|e−φm(z)

)
=

∞∑

k=0

(βj − k)!

βj!
sup
z∈Cn

(∣∣∣ 1

λk
zkj (zβ − b)

∣∣∣e−φm(z)
)

≤
∞∑

k=0

1

|λ|kβj(βj − 1) . . . (βj − k + 1)
eCM

(β + k0)
β+k0

(Me)|β|+nk
<∞.

Условие 2) выполнено. Следовательно, в случае |λ| ≥ 1 оператор T хаотический и часто-
гиперциклический в Fφ(Cn).

Из теоремы 12 следует, что при выполнении условия i5) оператор

Tf(z) =
(
Dαf

)
(λz + b),

где α ∈ Zn+, а числа λ ∈ C\{0} и b ∈ Cn фиксированные, хаотический и часто-гиперцикли-
ческий в Fφ(Cn) в случае |λ| ≥ 1.



Хаотические и часто-гиперциклические операторы 97

Приведем пример не хаотического и не часто-гиперциклического, а также не гипер-
циклического оператора в Fφ(Cn).

Теорема 13. При выполнении условия i5) оператор Tf(z) =
(
∂
∂zj
f
)
(λz+b), где j = 1, . . . , n,

а числа λ ∈ C\{0} и b ∈ Cn фиксированные, не хаотический и не часто-гиперциклический
в Fφ(Cn) в случае |λ| < 1.

Доказательство. В теореме 12 показано, что оператор T линейный и непрерывно отоб-
ражает Fφ(Cn) в Fφ(Cn). Действие T на функцию f ∈ Fφ(Cn) для любых k ∈ N имеет
вид

T kf(z) = λ
k(k−1)

2

(
∂k

∂zkj
f

)(
λkz + b

(
1 − λk

1 − λ

))
.

Определим множествоW как линейную оболочку всех мономов вида zβ = zβ11 ·. . .·zβnn ,
где β ∈ Zn+. В силу [20, лемма 1] W плотно в Fφ(Cn).

Вычислим действие оператора на степенную функцию для любых k ∈ N и β ∈ Zn+:

T kzβ =




λk

βj !

(βj−k)!z
−k
j zβ + b при k ≤ βj,

0 при k > βj.

Тогда с помощью оценки для экспоненты, полученной в теореме 12 в силу i1), для
всех фиксированных значений z ∈ Cn при условии |λ| < 1 получим формулу:

pm(T kzβ) ≤ sup
z∈Cn

(∣∣∣λk βj!

(βj − k)!
z−kj zβ + b

∣∣∣e−M(|z1|+...+|zn|)+CM

)

≤ |λ|keCMβj(βj − 1) . . . (βj − k + 1)
ββ

(Me)|β|
+ |b|eCM −−−→

k→∞
|b|eCM .

Таким образом, T kf → |b|eCM при k → ∞ в Fφ(Cn). Поэтому не существует функции
f ∈ Fφ(Cn) такой, что

span{T kf}∞k=0 = Fφ(Cn).

Итак, в случае |λ| < 1 оператор T не хаотический и не часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

2. Операторы, коммутирующие с дифференцированием

Для операторов, коммутирующих с дифференцированием, справедливы следующие
утверждения.

Теорема 14. Пусть при выполнении условия i3) линейный непрерывный оператор T в
пространстве Fφ(Cn) коммутирует с оператором дифференцирования и не является
скалярным кратным тождественного отображения. Тогда T – хаотический оператор в
Fφ(Cn).
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Доказательство. В [20, теорема 5] было показано, что T – гиперциклический оператор в
пространстве Фреше Fφ(Cn). Отсюда по леммам 2 и 3 следует, что условия хаотичности
(A) и (B) выполнены. Докажем выполнение условия (C).

При доказательстве [20, теорема 5] получили, что действие оператора T на экспо-
ненты определяется по формуле

T
(
e⟨λ,z⟩

)
= aT (λ)e⟨λ,z⟩,

где aT (λ) – непостоянная целая функция. Введем обозначение φ(λ) = aT (λ).
По теореме 4 совокупность периодических точек оператора T задается в виде

V = span
{
f ∈ Fφ(Cn) : ∃ α ∈ Q : Tf(z) = eαπif(z)

}
.

Возьмем подмножество V :
V0 = span

{
e⟨λ,z⟩

}
λ∈W

,

где W =
{
λ ∈ Cn : ∃ α ∈ Q : φ(λ) = eαπi

}
.

Поскольку φ : Cn → C – непостоянная целая функция в Cn, то по [22, приложение B,
теорема 6] она является открытым отображением в C. Значит, пересечение ее образа φ(Cn)

с единичной окружностью T всюду совпадает с T, кроме, может быть, одной точки. Отме-
тим, что на T лежит бесконечно много точек eαπi, α ∈ Q, причем каждая из них является
предельной на T. В силу того, что φ – открытое отображение и T ограничено, бесконечно
много точек вида λ = φ−1(eαπi), где α ∈ Q, лежат в некотором поликруге Dr в Cn. Поэтому
существует хотя бы одна точка λ0 ∈ Dr, для которой φ(λ0) – предельная точка множества
T. По лемме 7 V0 плотно в Fφ(Cn). Следовательно, оператор T хаотический в Fφ(Cn).

Теорема 15. Пусть при выполнении условия i3) линейный непрерывный оператор T в
пространстве Fφ(Cn) коммутирует с оператором дифференцирования и не является
скалярным кратным тождественного отображения. Тогда T – часто-гиперциклический
оператор в Fφ(Cn).

Доказательство. Согласно [20, теорема 5] оператор T гиперциклический в пространстве
Фреше Fφ(Cn). Как показано в ее доказательстве, действие оператора T на экспоненты
имеет вид

T
(
e⟨λ,z⟩

)
= aT (λ)e⟨λ,z⟩,

где aT (λ) – непостоянная целая функция. Обозначим φ(λ) = aT (λ). Из теоремы 14 видно,
что числа φ(λ) входят в множество собственных значений T , а экспоненты e⟨λ,z⟩ – в сово-
купность его собственных функций. Докажем теорему по схеме из утверждения [7, теоре-
ма 1.3].

Возьмем некоторую точку λ0 ∈ Cn такую, что w0 = φ(λ0) ∈ T. Любая точка w0

на окружности T предельная, поэтому найдется последовательность точек {wk}k∈N ⊂ B

таких, что wk −−−→
k→∞

φ(λ0). Поскольку φ : Cn → C – непостоянная целая функция в Cn,
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то по [22, приложение B, теорема 6] она является открытым отображением в C. Из этого
получим, что при всех k ∈ N точкам wk ∈ B соответствуют λk ∈ Cn, определенные в
виде λk = φ−1(wk). Значит, имеется последовательность точек {λk}k∈N ⊂ Cn таких, что
φ(λk) ∈ B при всех k ∈ N и φ(λk) −−−→

k→∞
φ(λ0). Так как φ – открытое отображение,

то следует, что λk −−−→
k→∞

λ0. По схеме из леммы 7 построим последовательность прямых
{Lk}k∈N в Cn.

В силу того, что непостоянная аналитическая функция φ|Lk
для каждого k ∈ N

является открытым отображением, при любом k ∈ N можно взять некоторое собствен-
ное значение wk ∈ T и содержащую его непустую открытую дугу γk ⊂ T. Построим
аналитическую на T функцию ψk : γk → Lk так, что φ(ψk(wk)) = wk. Теперь построим
не тождественную нулю C2–гладкую функцию fk : T → C такую, что fk(wk) ̸= 0, fk не
тождественна нулю на γk и fk ≡ 0 вне γk. Определим функцию Ek : T → Fφ(Cn) в виде
Ek(w) = fk(w)e⟨ψk(w),z⟩, z ∈ Cn при w ∈ γk и Ek(w) = 0 при w /∈ γk. Поскольку функция fk
C2-гладкая на T и e⟨ψk(w),z⟩ бесконечно дифференцируемая по w на T, то Ek – C2-гладкая
по w на T функция.

Ek при всех k ∈ N являются собственными функциями оператора T , соответству-
ющими изолированным собственным значениям wk = φ(λk), где wk ∈ T, k ∈ N. Тогда
множество

Ẽ = span
{
fk(w)e⟨ψk(w),z⟩ : w ∈ γk

}
k∈N = span

{
fk(φk(λ))e⟨λ,z⟩ : λ ∈ W

}
k∈N,

где
W =

{
λ ∈ Cn : λ ∈ ψk(γk)

}
k∈N,

определяет поле собственных функций T , соответствующих собственным значениям с еди-
ничным модулем. Из того, что для всех k ∈ N Ek являются C2-гладкими по w функциями,
следует, что Ẽ – C2-гладкое поле собственных функций оператора T , соответствующих
собственным значениям с единичным модулем.

Заметим, что Ẽ содержит подмножество

V0 = span
{
e⟨λ,z⟩

}
λ∈W

,

гдеW =
{
λ ∈ Cn : ∃ α ∈ Q : φ(λ) = eαπi

}
. Как показано в теореме 14, V0 плотно в Fφ(Cn).

Следовательно, Ẽ также плотно в Fφ(Cn).
Таким образом, T имеет в Fφ(Cn) C2-гладкое охватывающее поле собственных функ-

ций, соответствующих собственным значениям с единичным модулем. Тогда по теореме 5
оператор T часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

Из теорем 14 и 15 вытекают следующие утверждения.

Следствие 16. Пусть полином P (z) =
m∑

α: |α|=0

aαz
α, где m ∈ N и aα ∈ C при любых α ∈ Zn+,
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отличен от постоянной. Тогда при выполнении условия i3) оператор T =
m∑

α: |α|=0

aαD
α
z

хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

Очевидно, что оператор коммутирует с дифференцированием. В [20, теорема 2] по-
казаны его линейность и непрерывность в Fφ(Cn).

Следствие 17. Пусть заданы числа m ∈ N и точки aα ∈ Cn, cα ∈ C, где α ∈ Zn+. Тогда

при выполнении условия i4) оператор Tf(z) =
m∑

α: |α|=1

cαf(z + aα), не кратный тожде-

ственному, хаотичен и часто-гиперцикличен в Fφ(Cn).

В силу [20, следствие 1] оператор линейный и непрерывный. Поскольку очевидно,
что он коммутирует с дифференцированием, то утверждение верно.

Следствие 18. Пусть N ∈ N и m ∈ N, заданы точки cαβ ∈ C и aα ∈ Rn, где α, β ∈ Zn+.

Тогда при выполнении условия i4) оператор Tf(z) =
N∑

α: |α|=0

m∑
β: |β|=1

cαβ(Dαf)(z + aα), не

кратный тождественному, хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

По [20, следствие 2] для оператора выполняются линейность и непрерывность, а
свойство коммутирования с дифференцированием очевидно.

Следствие 19. Пусть Φ(z) =
∞∑

α: |α|=0

cαz
α – непостоянная целая функция в пространстве

Fφ(Cn), где cα ∈ C при любых α ∈ Zn+, определим оператор

T : f(z) ∈ Fφ(Cn)
Φ(D)−−−→

∞∑

α: |α|=0

cαD
α
z f(z).

Тогда если Φ(z) – функция экспоненциального типа, то при выполнении условия i3) опе-
ратор T хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

В [20, теорема 3] показано, что оператор линейный и непрерывный. Поскольку он
коммутирует с дифференцированием, то справедливо данное следствие.

Если Λ = (λα)∞α: |α|=1 – заданная последовательность точек λα ∈ Cn, где α ∈ Zn+,
то для семейства функций φ в силу условия i4) при всех m ∈ N и α ∈ Zn+ существует
зависящая от нее совокупность чисел bα,m(Λ) = sup

z∈Cn

(φm+1(z + λα) − φm(z)).

Следствие 20. Пусть для семейства φ заданы последовательность (dα)∞α: |α|=1 чисел
dα ∈ C, где α ∈ Zn+, и последовательность Λ = (λα)∞α: |α|=1 точек λα ∈ Cn, где α ∈ Zn+,

таких, что lim
α→∞

|λα| = ∞ и
∞∑

α: |α|=1

|dα|ebα,m(Λ) < ∞ для любого m ∈ N. Определим при

выполнении условия i4) на Fφ(Cn) оператор T : f(z) ∈ Fφ(Cn) −→
∞∑

α: |α|=1

dαf(z+λα). Тогда

T хаотичен и часто-гиперцикличен в Fφ(Cn).
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Как показано в [20, следствие 3], для оператора выполнены свойства линейности и
непрерывности. Его свойство коммутирования с дифференцированием очевидно.

Следствие 21. Пусть в пространстве Fφ(Cn) S – обобщенная функция с компактным
носителем, причем ее преобразование Фурье–Лапласа Ŝ(z) = Sξ(e

⟨ξ,z⟩) не является кон-
стантой. Тогда при выполнении условия i4) оператор свертки вида MS[f ](z) = St(f(z+t))

хаотический и часто-гиперциклический в Fφ(Cn).

По [20, следствие 4] оператор линейный и непрерывный. В [21, теорема 17.3] доказано,
что он коммутирует с дифференцированием.

Следствие 22. Пусть для семейства функций φ выполняется условие

∀m, k ∈ N ∃ l = lm,k ∈ N, r = rm,k > 0 : ∀ z, t ∈ Cn φl(z + t) ≤ φm(z) + φk(t) + r,

а S определен как линейный непрерывный функционал на Fφ(Cn), преобразование Фурье–
Лапласа которого Ŝ(z) = Sξ(e

⟨ξ,z⟩) не является константой. Тогда при выполнении усло-
вия i4) оператор свертки MS[f ](z) = St(f(z + t)) хаотичен и часто-гиперцикличен в
Fφ(Cn).

В [20, лемма 7] были доказаны линейность и непрерывность оператора. В [20, лемма
6] показано, что он коммутирует с дифференцированием.
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Аннотация. Рассматривается смешанная краевая задача в четверти плоско-
сти для одного псевдогиперболического уравнения. Указываются условия на
граничные условия, при которых смешанная задача однозначно разрешима в
соболевских пространствах с экспоненциальным весом.
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Введение

В работе продолжается исследование корректности смешанных краевых задач в чет-
верти плоскости R2

++ = {t > 0, x > 0} для псевдогиперболического уравнения

(I −D2
x)D

2
t u+D4

xu− a2D2
xu = f(t, x), (1)

здесь I – тождественный оператор, a ∈ R. Подобное уравнение (1) возникает при мате-
матическом описании крутильных колебаний стержня [1, 2], а также при моделировании
продольных колебаний стержня [3, 4]. Данное уравнение является уравнением, не разре-
шенным относительно старшей производной по времени. Такие уравнения часто называют
уравнениями соболевского типа, именно с работы С.Л. Соболева (см., например, [5], с. 333–
447) началось интенсивное развитие этого направления в теории уравнений с частными
производными.

В монографии Г.В. Демиденко и С.В. Успенского [6] была введена классификация
линейных уравнений, не разрешенных относительно старшей производной, вида

L0(Dx)D
l
tu+

l−1∑

k=0

Ll−k(Dx)D
k
t u = f(t, x),
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где L0(Dx) является квазиэллиптическим оператором и построена теория краевых задач
для некоторых классов. В [6] был введён класс псевдогиперболических дифференциаль-
ных уравнений и для них была изучена задача Коши. Задача Коши для некоторых нели-
нейных псевдогиперболических уравнений изучена в [7]. В целом теория краевых задач
для псевдогиперболических уравнений на данный момент еще не построена. Существуют
некоторые результаты по отдельным начально-краевым задачам (см., например, [8–10]).

Работа посвящена рассмотрению следующей смешанной задачи

(I −D2
x)D

2
t u+D4

xu− a2D2
xu = 0, x > 0, t > 0,

u|t=0 = 0, Dtu|t=0 = 0,
(
b11 + b12Dx

)
u|x=0 = φ1(t),(

b21 + b22Dx

)
u|x=0 = φ2(t),

(2)

здесь bij ∈ R, i = 1, 2 и j = 1, 2. Будем предполагать, что задача (2) удовлетворяет условию
Лопатинского (см., например, [6]). В случае, если правая часть уравнения ненулевая, а
φ1 = φ2 = 0, результат опубликован в [11].

Цель работы состоит в том, чтобы доказать однозначную разрешимость задачи (2)
в анизотропном весовом соболевском пространстве W 2,4

2,γ (R2
++).

1. Полученный результат

Перед тем как сформулировать основной результат, напомним определение анизо-
тропного весового соболевского пространства (см., например, [12, 13]).

Определение 1. Функция u(t, x) принадлежит анизотропному соболевскому простран-
ству W l1,l2

2 (G), l1 > 0, l2 > 0, G ⊆ R2, если существуют обобщенные производные
Dα1
t D

α2
x u(t, x) в области G при α = (α1, α2) такие, что

α1

l1
+
α2

l2
≤ 1,

при этом Dα1
t D

α2
x u(t, x) ∈ L2(G). Норма в W l1,l2

2 (G) имеет вид

∥u(t, x),W l1,l2
2 (G)∥ =

∑

α:α1/l1+α2/l2≤1

∥Dα1
t D

α2
x u(t, x), L2(G)∥.

Определение 2. Функция u(t, x) принадлежит анизотропному соболевскому простран-
ству с экспоненциальным весом W l1,l2

2,γ (G), l1 > 0, l2 > 0, G ⊆ R2, если функция e−γtu(t, x)

принадлежит W l1,l2
2 (G). Норма в этом пространстве задается следующим образом

∥u(t, x),W l1,l2
2,γ (G)∥ = ∥e−γtu(t, x),W l1,l2

2 (G)∥.

Далее перейдем к формулировке условия Лопатинского для задачи (2). Рассмот-
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рим краевую задачу на полупрямой для обыкновенного дифференциального уравнения с
параметром τ ∈ C+

γ = {τ ∈ C : Re τ > γ}, γ > 0

τ 2(I −D2
x)v +D4

xv − a2D2
xv = 0, x > 0,(

b11 + b12Dx

)
v|x=0 = ψ1,(

b12 + b22Dx

)
v|x=0 = ψ2,

sup
x>0

|v| <∞.

(3)

Определение 3. Смешанная задача (2) удовлетворяет условию Лопатинского, если кра-
евая задача (3) однозначно разрешима при любых ψ1, ψ2.

Очевидно, что при τ ∈ C+
γ , γ > 0, характеристическое уравнение для дифференци-

ального уравнения в задаче (3)

L(τ, λ) = λ4 − (τ 2 + a2)λ2 + τ 2 = 0 (4)

не имеет чисто мнимых корней. Более того, два корня характеристического уравнения (4)
λ−1 , λ−2 лежат в левой полуплоскости, а два корня λ+1 , λ+2 находятся в правой.

Характеристические многочлены граничных операторов рассматриваемой задачи
можно представить в виде

b1(λ) = b11 + b12λ,

b2(λ) = b21 + b22λ.

Матрицу Лопатинского можно записать следующим образом

B =

(
b11 b12
b21 b22

)
.

Согласно [6] краевая задача (3) однозначно разрешима, если

detB ̸= 0.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть выполнено условие Лопатинского для краевой задачи (2) и существу-
ет γ0 > 0 такое, что для любых

φ1(t) ∈ W 3
2,γ(R+), γ > γ0, φ1(t)

∣∣
t=0

= Dtφ1(t)
∣∣
t=0

= D2
tφ1(t)

∣∣
t=0

= 0,

φ2(t) ∈ W 3
2,γ(R+), γ > γ0, φ2(t)

∣∣
t=0

= Dtφ2(t)
∣∣
t=0

= D2
tφ2(t)

∣∣
t=0

= 0.

Тогда краевая задача (2) однозначно разрешима в классе функций из соболевского про-
странства W 2,4

2,γ (R2
++) таких, что D2

tD
2
xu ∈ L2,γ(R2

++) и γ > γ0, для решения u(t, x) имеет
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место оценка

∥u(t, x),W 2,4
2,γ (R2

++)∥ ≤ c(γ0)
(
∥φ1(t),W

3
2,γ(R+)∥ + ∥φ2(t),W

3
2,γ(R+)∥

)
,

где константа c(γ0) не зависит от функций φ1(t) и φ2(t).

При доказательстве теоремы имеет большое значение обобщенная теорема Пэли–
Винера [6, 14]). Напомним ее формулировку.

Рассмотрим функции v(τ, x), τ = iη + σ, принадлежащие для почти всех x ∈ R+

пространству L̃2(C+
γ ), т. е.

а) для почти всех x ∈ R+ функция v(τ, x) – аналитическая в C+
γ ;

б) sup
σ>γ

∞∫

−∞

∞∫

0

|v(iη + σ, x)|2 dx dη <∞.

Введем норму

sup
σ>γ




∞∫

−∞

∞∫

0

|v(iη + σ, x)|2 dx dη




1/2

.

Полученное таким образом линейное нормированное пространство будем обозначать
L̃2(C+

γ × R+). Для описания образа интегрального оператора Лапласа L пространства

W l1,l2
2,γ (R2

++), l1 ≥ 0, l2 ≥ 0,

рассмотрим множество функций v(τ, x), принадлежащих L̃2(C+
γ × R+), таких, что при

l1, l2 > 0

sup
σ>γ

∞∫

−∞

∞∫

0

|τ |2α1|Dα2
x v(iη + σ, x)|2 dx dη <∞, 0 ≤ α1

l1
+
α2

l2
≤ 1,

при l1 = 0

sup
σ>γ

∞∫

−∞

∞∫

0

|Dα2
x v(iη + σ, x)|2 dx dη <∞, 0 ≤ α2 ≤ l2,

при l2 = 0

sup
σ>γ

∞∫

−∞

∞∫

0

|τ |2α1|v(iη + σ, x)|2 dx dη <∞, 0 ≤ α1 ≤ l1,

Введем на нем норму

∑

α

sup
σ>γ

( ∞∫

−∞

∞∫

0

|iη + σ|2α1|Dα2
x v(iη + σ, x)|2 dx dη

) 1
2

.

Полученное линейное нормированное пространство будем обозначать через W̃ l1,l2
2 (C+

γ×R+).
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Теорема 5 (обобщенная теорема Пэли–Винера). Интегральный оператор Лапласа L отоб-
ражает пространство функций из W l1,l2

2,γ (R2
++) таких, что

Dk
t u
∣∣
t=0

= 0, k = 0, . . . , l1 − 1,

на пространство W̃ l1,l2
2 (C+

γ × R+) взаимно однозначно и взаимно непрерывно.

2. Доказательство разрешимости краевой задачи

Для доказательства теоремы 4 воспользуемся схемой, предложенной в [6].
Рассмотрим вспомогательную краевую задачу на полупрямой x > 0 с параметром

τ ∈ C+
γ , где τ = σ + iη и σ > γ > 0, для обыкновенного дифференциального уравнения,

которая получается после применения оператора Лапласа по t к задаче (2)

D4
xv − (τ 2 + a2)D2

xv + τ 2v = 0, x > 0,(
b11 + b12Dx

)
v|x=0 = φ̃1(τ),(

b21 + b22Dx

)
v|x=0 = φ̃2(τ),

sup
x>0

|v| <∞,

(5)

здесь φ̃1(τ) и φ̃2(τ) – преобразования Лапласа по переменной t функций φ1(t) и φ2(t)

соответственно. Дальнейшая проверка состоит в доказательстве того, что задача (5) имеет
единственное решение в соболевском пространстве W 4

2 (R+) при τ ∈ C+
γ .

Так как для задачи (2) справедливо условие Лопатинского, то краевая задача (5)
однозначно разрешима. Решение последней можно записать следующим образом

v(τ, x) =
b21
(
e−λ

+
1 x − e−λ

+
2 x
)

+ b22
(
e−λ

+
2 xλ+1 − e−λ

+
1 xλ+2

)

(λ+1 − λ+2 )(b11b22 − b21b12)
φ̃1(τ)

− b11
(
e−λ

+
1 x − e−λ

+
2 x
)

+ b12
(
e−λ

+
2 xλ+1 − e−λ

+
1 xλ+2

)

(λ+1 − λ+2 )(b11b22 − b21b12)
φ̃2(τ) = v1(τ, x) − v2(τ, x), (6)

где λ+1 и λ+2 – корни характеристического уравнения (4), расположенные в правой полу-
плоскости. Сформулируем утверждения о корнях, которые понадобятся при получении
оценок (6). Подробные доказательства приведены в работе [11].

Лемма 6. Для корней характеристического уравнения (4) имеют место соотношения:

λ+j (τ) = −λ−j (τ), j = 1, 2,

λ+1 (τ)λ+2 (τ) = τ, (λ+1 (τ))2 + (λ+2 (τ))2 = τ 2 + a2,

|τ |
2

≤ |λ+1 (τ)| ≤ 2|τ |, 1

2
≤ |λ+2 (τ)| ≤ 2.
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Лемма 7. Существуют константы c1, c2 > 0, что при σ > γ > γ0 > 0, η ∈ R имеют
место оценки

Reλ+1 (τ)|λ+1 (τ)| ≥ c1σ|τ |, Reλ+2 (τ)|λ+2 (τ)| ≥ c2σ,

где λ+j (τ), j = 1, 2 – корни уравнения (4), Reλ+j (τ) > 0, j = 1, 2.

Лемма 8. Пусть функции φ1(t) и φ2(t) удовлетворяют условиям теоремы 4, тогда при
Re τ > γ > γ0 > 0 справедливы оценки:

∥v(τ, x), L2(R+)∥ ≤ c(γ0)
(
|φ̃1(τ)| + |φ̃2(τ)|

)
,

∥Dk
xv(τ, x), L2(R+)∥ ≤ c(γ0)|τ |

(
|φ̃1(τ)| + |φ̃2(τ)|

)
, k = 1, 2,

∥Dk
xv(τ, x), L2(R+)∥ ≤ c(γ0)|τ |k−1

(
|φ̃1(τ)| + |φ̃2(τ)|

)
, k = 3, 4,

где константа c положительная и не зависит от φ1(t) и φ2(t).

Доказательство. Используя функцию Хевисайда θ(x), функцию v(τ, x) можно записать
в виде

v(τ, x)θ(x) = v1(τ, x)θ(x) − v2(τ, x)θ(x).

Рассмотрим функцию v1(τ, x)θ(x), с учетом формулы преобразования Фурье получаем

F [v1(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
b21 + b22λ

+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)
+

b22
(λ+2 + iξ)

]
· φ̃1(τ)

b11b22 − b21b12
.

Применяя равенство Парсеваля и неравенство Минковского, приходим к следующему

∥v1(τ, x), L2(R+)∥ = ∥F [v1(τ, x)θ(x)](ξ), L2(R)∥

≤
[∥∥∥∥

b21 + b22λ
+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)
, L2(R)

∥∥∥∥+

∥∥∥∥
b22

(λ+2 + iξ)
, L2(R)

∥∥∥∥
]
· |φ̃1(τ)|
|b11b22 − b21b12|

.

Используя оценки на λ+2 и λ+1 из леммы 7, имеем
∣∣∣∣

b21 + b22λ
+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣ ≤
C√

1 + ξ2
,

∣∣∣∣
b22

(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣ ≤
|b22|√
1 + ξ2

.

Подставляя полученные выражения в рассматриваемую норму и непосредственно вычис-
ляя интегралы, получаем

∥v1(τ, x), L2(R+)∥ ≤ c1|φ̃1(τ)|.

Далее перейдем к анализу Dk
xv1(τ, x), а именно выражения

b21
(
e−λ

+
1 x(−λ+1 )k − e−λ

+
2 x(−λ+2 )k

)
+ b22

(
e−λ

+
2 x(−λ+2 )kλ+1 − e−λ

+
1 x(−λ+1 )kλ+2

)

(λ+1 − λ+2 )(b11b22 − b21b12)
φ̃1(τ). (7)

Рассмотрим выражение (7) при k = 2. Умножив на функцию Хевисайда θ(x) и применив
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преобразование Фурье, получаем

F [D2
xv1(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
λ+1 λ

+
2

(
b22λ

+
2 − b21

)

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)
+
b21(λ

+
1 + λ+2 )

λ+2 + iξ
− b22λ

+
1 λ

+
2

λ+1 + iξ

]
· φ̃1(τ)

b11b22 − b21b12
.

Используя оценки из леммы 7, имеем
∣∣∣∣∣
λ+1 λ

+
2

(
b22λ

+
2 − b21

)

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣∣ ≤
C1|τ |√
1 + ξ2

,

∣∣∣∣
b21(λ

+
1 + λ+2 )

λ+2 + iξ

∣∣∣∣ ≤
C2|τ |√
1 + ξ2

.

Тогда для ∥D2
xv1(τ, x), L2(R+)∥ применяя неравенство Минковского, вычисляя соответ-

ствующие интегралы, приходим к неравенству

∥∥D2
xv1(τ, x), L2(R+)

∥∥ ≤ c12(γ)|τ ||φ̃1(τ)|.

Рассмотрим выражение (7) при k = 4. Применяя преобразование Фурье, получаем

F [D4
xv1(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
b21λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )2 + λ+1 λ

+
2 + (λ+2 )2

)
− b22

(
(λ+1 )2 + (λ+2 )2

)(
λ+1 + λ+2

)

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

+
b21
(
(λ+1 )2 + (λ+2 )2

)(
λ+1 + λ+2

)
− b22λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )2 + λ+1 λ

+
2 + (λ+2 )2

)

(λ+1 + iξ)

+
b22λ

+
1 (λ+2 )2

(
(λ+1 )2 + λ+1 λ

+
2 + (λ+2 )2

)
− b21λ

+
2

(
(λ+1 )2 + (λ+2 )2

)(
λ+1 + λ+2

)

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

]
· φ̃1(τ)

b11b22 − b21b12
.

С учетом леммы 7 имеют место оценки
∣∣∣∣∣
b21λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )2 + λ+1 λ

+
2 + (λ+2 )2

)
− b22

(
(λ+1 )2 + (λ+2 )2

)(
λ+1 + λ+2

)

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣∣ ≤
C3|τ |3√
1 + ξ2

,

∣∣∣∣∣
b21
(
(λ+1 )2 + (λ+2 )2

)(
λ+1 + λ+2

)
− b22λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )2 + λ+1 λ

+
2 + (λ+2 )2

)

(λ+1 + iξ)

∣∣∣∣∣ ≤
C3|τ |3

|λ+1 + iξ| ,
∣∣∣∣∣
b22λ

+
1 (λ+2 )2

(
(λ+1 )2 + λ+1 λ

+
2 + (λ+2 )2

)
− b21λ

+
2

(
(λ+1 )2 + (λ+2 )2

)(
λ+1 + λ+2

)

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣∣ ≤
C3|τ |3√
1 + ξ2

.

Рассмотрим норму

∥∥D4
xv1(τ, x), L2(R+)

∥∥ =
∥∥F [D4

xv1(τ, x)θ(x)](ξ), L2(R)
∥∥ .

Применив неравенство Минковского и оценки, указанные выше, и вычисляя соответству-
ющие интегралы, приходим к неравенству

∥∥D4
xv1(τ, x), L2(R+)

∥∥ ≤ c14(γ)|τ |3|φ̃1(τ)|.
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Повторим рассуждения для v2(τ, x). Преобразования Фурье от v2(τ, x)θ(x) имеет вид

F [v2(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
b11 + b12λ

+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)
+

b12
(λ+2 + iξ)

]
· φ̃2(τ)

b11b22 − b21b12
.

Применяя равенство Парсеваля и неравенство Минковского, приходим к следующему

∥v2(τ, x), L2(R+)∥ = ∥F [v2(τ, x)θ(x)](ξ), L2(R)∥

≤
[∥∥∥∥

b11 + b12λ
+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)
, L2(R)

∥∥∥∥+

∥∥∥∥
b12

(λ+2 + iξ)
, L2(R)

∥∥∥∥
]
· |φ̃2(τ)|
|b11b22 − b21b12|

.

Используя оценки на корень λ+2 из леммы 7, получаем
∣∣∣∣

b11 + b12λ
+
2

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣ ≤
C√

1 + ξ2
,

∣∣∣∣
b12

(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣ ≤
|b22|√
1 + ξ2

.

Подставляя полученные выражения в рассматриваемую норму и считая интегралы, имеем

∥v2(τ, x), L2(R+)∥ ≤ c2|φ̃2(τ)|.

Далее перейдем к Dk
xv2(τ, x), а именно

b11
(
e−λ

+
1 x(−λ+1 )k − e−λ

+
2 x(−λ+2 )k

)
+ b12

(
e−λ

+
2 x(−λ+2 )kλ+1 − e−λ

+
1 x(−λ+1 )kλ+2

)

(λ+1 − λ+2 )(b11b22 − b21b12)
φ̃2(τ). (8)

Умножив на функцию Хевисайда θ(x) и применив преобразование Фурье к выражению
(8) при k = 2, получаем

F [D2
xv2(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
λ+1 λ

+
2

(
b12λ

+
2 − b11

)

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)
+
b11(λ

+
1 + λ+2 )

λ+2 + iξ
− b12λ

+
1 λ

+
2

λ+1 + iξ

]
· φ̃2(τ)

b11b22 − b21b12
,

используя оценки из леммы 7, имеем
∣∣∣∣∣
λ+1 λ

+
2

(
b12λ

+
2 − b11

)

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

∣∣∣∣∣ ≤
C1|τ |√
1 + ξ2

,

∣∣∣∣
b11(λ

+
1 + λ+2 )

λ+2 + iξ

∣∣∣∣ ≤
C2|τ |√
1 + ξ2

.

Тогда для ∥D2
xv2(τ, x), L2(R+)∥ справедливо

∥∥D2
xv2(τ, x), L2(R+)

∥∥ ≤ c12(γ)|τ ||φ̃2(τ)|.
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Рассмотрим выражение (8) при k = 4. Применяя преобразование Фурье, получаем

F [D4
xv2(τ, x)θ(x)](ξ) =

[
b11λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )2 + λ+1 λ

+
2 + (λ+2 )2

)
− b12

(
(λ+1 )2 + (λ+2 )2

)(
λ+1 + λ+2

)

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

+
b11
(
(λ+1 )2 + (λ+2 )2

)(
λ+1 + λ+2

)
− b12λ

+
1 λ

+
2

(
(λ+1 )2 + λ+1 λ

+
2 + (λ+2 )2

)

(λ+1 + iξ)

+
b12λ

+
1 (λ+2 )2

(
(λ+1 )2 + λ+1 λ

+
2 + (λ+2 )2

)
− b11λ

+
2

(
(λ+1 )2 + (λ+2 )2

)(
λ+1 + λ+2

)

(λ+1 + iξ)(λ+2 + iξ)

]
· φ̃2(τ)

b11b22 − b21b12
.

Отсюда с учетом леммы 7 имеем оценку

∥∥D4
xv2(τ, x), L2(R+)

∥∥ ≤ c24(γ)|τ |3|φ̃2(τ)|.

Доказательство теоремы 4. Функция v(τ, x) вида (6) – решение краевой задачи (5), при-
надлежит пространству W 4

2 (R+), и для него выполняются оценки из леммы 8. Поскольку
константы c > 0 не зависят от τ , φ̃1(τ) и φ̃2(τ), то при γ > γ0 > 0 справедливо

∥v(τ, x), L2(C+
γ × R+)∥ ≤ c∥ |φ̃1(τ)| + |φ̃2(τ)

∣∣, L2(C+
γ )∥,

∥τ 2v(τ, x), L2(C+
γ × R+)∥ + ∥τ 2D2

xv(τ, x), L2(C+
γ × R+)∥

+∥D4
xv(τ, x), L2(C+

γ × R+) ≤ c∥τ 3
(
|φ̃1(τ)| + |φ̃2(τ)

∣∣), L2(C+
γ )∥.

Чтобы воспользоваться обобщенной теоремой Пэли–Винера, нужно проверить аналитич-
ность функции v(τ, x) из (6) в C+

γ при x > 0. Однако, это очевидно, поскольку функции
φ1(t) и φ2(t) из L2,γ(R+), γ > γ0, поэтому φ̃1(τ) и φ̃2(τ) аналитические в C+

γ . Принимая во
внимание явное выражение (6) и выполнение условия Лопатинского, видим, что функция
v(τ, x) является также аналитической в C+

γ при x > 0.
Применяя обобщенную теорему Пэли–Винера получаем, что функция

u(t, x) = L−1
τ→t(v(τ, x)),

принадлежит пространству W 2,4
2,γ (R2

++), γ > γ0, γ0 > 0, при этом D2
tD

2
xu(t, x) ∈ L2,γ(R2

++).
Она является решением задачи (2), и справедлива оценка

∥u(t, x),W 2,4
2,γ (R2

++)∥ ≤ c(γ)
(
∥φ1(t),W

3
2,γ(R+)∥ + ∥φ2(t),W

3
2,γ(R+)∥

)
.

Таким образом, краевая задача (2) имеет решение. Далее покажем, что оно единственно.
Для этого нужно убедиться, что изучаемое уравнение с нулевыми граничными условиями
имеет нулевое решение.

Предположим, что u(t, x) из W 2,4
2,γ (R2

++), γ > γ0 > 0, является решением задачи (2)
при φ1(t) ≡ 0 и φ2(t) ≡ 0. Следовательно, ее преобразование Лапласа по t представляет
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собой решение краевой задачи

D4
xv − (τ 2 + a2)D2

xv + τ 2v = 0, x > 0,

(b11 + b12Dx)v|x=0 = 0,

(b21 + b22Dx)v|x=0 = 0,

(9)

принадлежащее W 4
2 (R+). Тогда по теореме вложения sup

x≥0
|v| < ∞. Но поскольку краевая

задача (9) с условием ограниченности решения удовлетворяет условию Лопатинского, то
v(τ, x) = 0. Следовательно, u(t, x) = 0 почти всюду.

Пример 9. Рассмотрим смешанную задачу

(I −D2
x)D

2
t u+D4

xu = 0, x > 0, t > 0,

u|t=0 = 0, Dtu|t=0 = 0,

u|x=0 = φ1(t), Dxu|x=0 = 0,

будем искать решение в соболевском пространстве с экспоненциальным весом W 2,4
2,γ (R2

++).
Покажем, что если потребовать от φ1(t) меньше условий гладкости, чем указано в теореме,
то решение не будет принадлежать указанному классу.

Предположим, что для любой функции φ1(t) из пространства W 2
2,γ(R+), γ > γ0 > 0

и φ1(t)
∣∣
t=0

= Dtφ1(t)
∣∣
t=0

= 0 существует решение задачи. Пусть

φ1(t) =





−3t3 + 4t2, t ∈ [0, 1],

e−t+1, t > 1,

0, t < 0.

Преобразование Лапласа для нее имеет вид

φ̃1(τ) =
8 + 11e−τ

τ 3 + τ 2
+

e−τ (28τ + 18) − (10τ + 18)

τ 5 + τ 4
, τ = σ + iη.

По предположению

∥D2
tD

2
xu(t, x), L2,γ(R2

++)∥ ≤ ∥u(t, x),W 2,4
2,γ (R2

++)∥ ≤ c <∞.

Обозначим через v(τ, x), τ = σ+ iη – преобразование Лапласа функции u(t, x) по перемен-
ной t. Обратимся к τ 2D2

xv(x, τ) ∈ L2(C+
γ × R+)

τ 2D2
xv(x, τ) =

[
8 + 11e−τ

τ 3 + τ 2
+

e−τ (28τ + 18) − (10τ + 18)

τ 5 + τ 4

]
· F−1

[
τ 2λ1λ2iξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

]
(x)

= [k1(τ) + k2(τ)] [w(x, τ)] ,
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здесь F−1 – обратное преобразование Фурье. Таким образом

∥τ 2D2
xv(τ, x) − k2(τ)w(x, τ), L2(C+

γ × R+)∥ = ∥k1(τ)w(x, τ), L2(C+
γ × R+)∥ <∞.

Рассмотрим подробнее правую часть равенства. С учетом леммы 7 и леммы 6 имеем


sup
σ>γ

∫∫

R2

∣∣∣∣
8 + 11e−τ

(τ + 1)
· λ1λ2iξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

∣∣∣∣
2

dξdη




1/2

≥


sup
σ>γ

∫∫

R2

∣∣∣∣
c1

(τ + 1)
· τξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

∣∣∣∣
2

dξdη




1/2

=


sup
σ>γ

∫∫

R2\B1(0)

∣∣∣∣
c1

(τ + 1)
· τξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

∣∣∣∣
2

dξdη

+ sup
σ>γ

∫∫

B1(0)

∣∣∣∣
c1

(τ + 1)
· τξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

∣∣∣∣
2

dξdη




1/2

,

здесь B1(0) – шар в R2 с радиусом 1. Тогда интеграл по компакту сходится, так как
подынтегральное выражение не имеет особенностей. Остается


sup
σ>γ

∫∫

R2\B1(0)

∣∣∣∣
c1

(τ + 1)
· τξ

(λ1 + iξ)(λ2 + iξ)

∣∣∣∣
2

dξdη




1/2

≥ C


sup
σ>γ

∫∫

R2\B1(0)

1

|λ1 + iξ|2dξdη




1/2

.

Учитывая оценку |λ1 + iξ|2 ≤ σ2 + η2 + ξ2, применим полярную замену. Тогда

sup
σ>γ

2π∫

0

+∞∫

1

rdrdy

σ2 + r2
≥ π lim

l→∞
(ln(γ2 + l2)) − ln(γ2 + 1) = +∞.

Следовательно

∞ ≤ ∥τ 2D2
xv(τ, x) − k2(τ)w(x, τ), L2(C+

γ × R)∥ = ∥k1(τ)w(x, τ), L2(C+
γ × R)∥ <∞,

противоречие. Отсюда φ1(t) ∈ W 3
2,γ(R+). Подобный пример можно построить и для функ-

ции φ2(t), который будет показывать, что если уменьшить требование на существование
производных, то решение не будет принадлежать пространству W 2,4

2,γ (R2
++).
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Сформулируем утверждение для краевой задачи

(I −D2
x)D

2
t u+D4

xu− a2D2
xu = f(t, x), x > 0, t > 0,

u|t=0 = 0, Dtu|t=0 = 0,
(
b11 + b12Dx

)
u|x=0 = φ1(t),(

b21 + b22Dx

)
u|x=0 = φ2(t),

(10)

которое является следствием доказанной выше теоремы и результата, опубликованного в
работе [11].

Теорема 10. Пусть выполнено условие Лопатинского для краевой задачи (10) и суще-
ствует γ0 > 0 такое, что для любых

f(t, x) ∈ W 1,0
2,γ (R2

++), γ > γ0, f(t, x)
∣∣
t=0

= 0,

φ1(t) ∈ W 3
2,γ(R+), γ > γ0, φ1(t)

∣∣
t=0

= Dtφ1(t)
∣∣
t=0

= D2
tφ1(t)

∣∣
t=0

= 0,

φ2(t) ∈ W 3
2,γ(R+), γ > γ0, φ2(t)

∣∣
t=0

= Dtφ2(t)
∣∣
t=0

= D2
tφ2(t)

∣∣
t=0

= 0.

Тогда краевая задача (2) однозначно разрешима в классе функций из соболевского про-
странства W 2,4

2,γ (R2
++) таких, что D2

tD
2
xu ∈ L2,γ(R2

++) и γ > γ0, для решения u(t, x) имеет
место оценка

∥u(t, x),W 2,4
2,γ (R2

++)∥ ≤ c(γ0)
(
∥f(t, x),W 1,0

2,γ (R2
++)∥ + ∥φ1(t),W

3
2,γ(R+)∥ + ∥φ2(t),W

3
2,γ(R+)∥

)
,

где константа c(γ0) не зависит от функций f(t, x), φ1(t) и φ2(t).

Автор выражает глубокую благодарность д.ф.-м.н. Г.В. Демиденко и к.ф.-м.н.
Л.Н. Бондарь за внимание к работе и ценные советы.
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