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МАТЕМАТИКА И ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ, 4–28

Том 2, Выпуск 3 УДК 512.55
Стр. 4–28 (2024) MSC 18G05

Мало квазипроективные модули

А.Н. Абызов, Т.Д. Буй

Аннотация. Исследованы мало квазипроективные модули и близкие к ним
классы модулей. Понятие мало квазипроективного модуля двойственно к по-
нятию существенно квазиинъективного модуля, которое в последнее время
было изучено в ряде работ. Показано, что над совершенными справа кольца-
ми класс мало квазипроективных правых модулей совпадает с рядом классов
правых модулей, близких к проективным, исследованных в статье. В каче-
стве следствия полученных результатов приведена хорошо известная теорема
А.А. Туганбаева о совпадении классов квазипроективных правых модулей и
эндоморфизм-поднимаемых правых модулей над совершенными справа коль-
цами. Также получены характеризации модулей M, для которых в категории
σ[M ] каждый (конечнопорожденный, циклический, полупростой, простой) мо-
дуль является малопроективным в σ[M ].

Ключевые слова: существенно инъективные модули, мало проективные мо-
дули, мало эндоморфизм поднимаемые модули, совершенные кольца.

DOI: 10.26907/2949-3919.2024.3.4-28

Введение

В последние десятилетия были систематически изучены модули инвариантные от-
носительно специальных эндоморфизмов своих инъективных оболочек и их двойственные
аналоги. Модули инвариантные относительно всех эндоморфизмов своих инъективных
оболочек под названием квазиинъективных модулей впервые были введены и исследованы
в работе [1]. С квазиинъективными модулями тесно связаны эндоморфизм-продолжаемые
модули. Модуль M называется эндоморфизм-продолжаемым, если для любого подмодуля
X модуля M каждый эндоморфизм модуля X продолжается до эндоморфизма моду-
ля M . В [2, предложение 10.22] было доказано, что каждый эндоморфизм продолжае-
мый полуартиновый модуль является квазиинъективным. Двойственным аналогом ква-
зиинъективных модулей являются квазипроективные модули, с которыми тесно связаны
эндоморфизм-поднимаемые модули. Mодуль M называется эндоморфизм-поднимаемым,
если эндоморфизм каждого фактор-модуля мoдуля M поднимается до эндоморфизма M .

Благодарности. Работа А.Н. Абызова поддержана грантом Российского научного фонда и Кабинета
министров Республики Татарстан (проект № 23-21-10086).
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Поступила: 07.05.2024. Принята: 10.08.2024. Опубликована: 17.10.2024.
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В 1979 году в работе А.А.Туганбаева [3] было показано, что над совершенным справа
кольцом R правый R-модуль M является квазипроективным в точности тогда, когда M –
эндоморфизм-поднимаемый модуль.

Важным обобщением квазиинъективных модулей являются автоморфизм-инвари-
антные модули, т. е. модули инвариантные относительно автоморфизмов своих инъектив-
ных оболочек. Автоморфизм-инвариантные модули были введены в [4] и в последнее время
были изучены во многих работах. Двойственным аналогом автоморфизм-инвариантных
модулей являются автоморфизм-коинвариантные модули, введенные и исследованные в
работе [5]. C автоморфизм-коинвариантными модулями тесно связаны автоморфизм-под-
нимаемые модули, которые впервые были изучены в работе [6] и являются естественным
расширением класса эндоморфизм-поднимаемых модулей.

Модуль M называется существенно квазиинъективным, если M инвариантен отно-
сительно всех эндоморфизмов своей инъективной оболочки, у которых ядра существенны.
Примерами существенно квазиинъективных модулей являются автоморфизм-инвариант-
ные модули. Существенно квазиинъективные модули были изучены в работах [7, 8]. В
работе [8] были введены существенно эндоморфизм-продолжаемые модули. Модуль M

называется существенно эндоморфизм-продолжаемым, если для любого подмодуля X мо-
дуля M каждый эндоморфизм X с существенным ядром продолжается до эндоморфизма
модуля M . В [8] было показано, что над такими классами колец, как нетеровы кольца
и полуартиновы кольца, классы существенно квазиинъективных модулей и существенно
эндоморфизм-продолжаемых модулей совпадают.

Двойственным аналогом к понятию существенно квазиинъективного модуля явля-
ется понятие мало квазипроективного модуля. В нашей работе исследуются мало ква-
зиинъективные модули и близкие к ним классы модулей. В первом параграфе изуча-
ются мало проективные модули и приводятся характеризации модулей M, для которых
в категории σ[M ] каждый (конечнопорожденный, циклический, полупростой, простой)
модуль является малопроективным в σ[M ]. Второй параграф посвящен мало квазипро-
ективным модулям и близким к ним классам модулей. В третьем параграфе вводится
и изучается понятие мало эндоморфизм поднимаемого модуля. Доказывается основной
результат статьи, согласно которому над совершенным справа кольцом совпадают следу-
ющие классы правых модулей: мало квазипроективные модули, мало квазипроективные
модули#, мало эндоморфизм-поднимаемые модули, мало эндоморфизм-поднимаемые# мо-
дули (теорема 42). В качестве следствия полученных в работе результатов приведен рас-
ширенный вариант упомянутого выше утверждения А.А. Туганбаева, согласно которому
над совершенным справа кольцом совпадают следующие классы правых модулей: ква-
зипроективные модули, эндоморфизм-поднимаемые модули, квазипроективные# модули,
эндоморфизм-поднимаемые# модули, сильно эндоморфизм-поднимаемые модули, сильно
эндоморфизм-поднимаемые# модули (теорема 43).

Пусть M – правый R-модуль и A – подмодуль модуля M . Через σA
M :M →M/A бу-

дем обозначать естественный гомоморфизм. Тот факт, что N является подмодулем (соот-
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ветственно, существенным подмодулем, малым подмодулем) модуля M будем обозначать
через N ≤ M (соответственно, через N ≤e M , N ≪ M). Инъективная оболочка моду-
ля M обозначается E(M). В работе используются стандартные понятия и факты теории
модулей и теории абелевых групп (см., например, [9–11]).

1. Мало проективные модули

Определение 1. Пусть M , N – правые R-модули. Модуль N называется мало M-проек-
тивным (соответственно, мало M-проективным#), если для любого подмодуля (соответ-
ственно, малого подмодуля) A модуля M каждый гомоморфизм f : N →M/A, у которого
Im f ≪M/A, можно поднять до гомоморфизма f ′ : N →M . Если модуль M мало проек-
тивен (соответственно, мало проективен#) относительного каждого правого R-модуля, то
такой модуль M называется мало проективным (соответственно, мало проективным#).

Замечание 2. Понятие мало M -проективного (соответственно, мало M -проективного#)
модуля под названием Im-малоM -проективеного (соответственно, мало Im-малоM -проек-
тивного) модуля введены в [12, 4.33]. Отметим, что термин “мало проективный модуль“ в
литературе встречается в разных значениях. Например, в работе [3] под малым проектив-
ным модулем подразумевается эндоморфизм-поднимаемый модуль, а в монографии [12]
M -проективный# модуль называется мало M -проективным.

При доказательстве следующего утверждения используется способ рассуждения из
доказательства теоремы 3.10 работы [7].

Теорема 3. Пусть M и N – правые R-модули, а αM : PM →M и αN : PN → N – проек-
тивные накрытия. Следующие условия эквивалентны:

1) модуль N является мало M-проективным#;
2) для любого гомоморфизма f : PN → PM , у которого f(PN) ≪ PM , выполнено усло-

вие f(KerαN) ≤ KerαM .

Доказательство. 1) ⇒ 2) Предположим, что имеет место гомоморфизм f : PN → PM

правых R-модулей, для которого Im f ≪ PM . Пусть K = KerαM + f(KerαN). Ясно, что
K ≪ PM . Без ограничения общности можем предположить, что M = PM/KerαM . Пусть
σ : PM/KerαM → PM/K – естественная проекция, тогда Kerσ = K/KerαM ≪M .

Поскольку σ ◦ αM ◦ f(KerαN) = 0, существует гомоморфизм g : N → PM/K такой,
что σ ◦ αM ◦ f = g ◦ αN . Так как модуль N мало M -проективен#, то существует гомомор-
физм g′ : N →M такой, что σ ◦ g′ = g. Поскольку PN – проективный модуль, существует
гомоморфизм f ′ : PN → PM такой, что αM ◦ f ′ = g′ ◦ αN . Таким образом,

σ ◦ αM ◦ f = g ◦ αN = σ ◦ g′ ◦ αN = σ ◦ αM ◦ f ′.

Тогда (f − f ′)(PN) ≤ K. Для любого p ∈ PN существуют p1 ∈ KerαM и p2 ∈ KerαN такие,
что (f − f ′)(p) = p1 + f(p2). Тогда (f − f ′)(p− p2) = f ′(p2) + p1 ∈ KerαM . Следовательно,
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αM ◦ (f − f ′)(p − p2) = 0 и Ker(αM ◦ (f − f ′)) + KerαN = PN . Так как KerαN ≪ PN , то
Ker(αM ◦ (f − f ′)) = PN . Тогда (f − f ′)(PN) ≤ KerαM . Поскольку f ′(KerαN) ≤ KerαM ,
имеем

f(KerαN) ≤ (f − f ′)(KerαN) + f ′(KerαN) ≤ KerαM .

2) ⇒ 1) Пусть A ≪ M и f : N → M/A – гомоморфизм, у которого Im f ≪ M/A.
Так как PN – проективный модуль, то найдется гомоморфизм g : PN → PM такой, что
f ◦ αN = σA

M ◦ αM ◦ g. Поскольку Im f ≪ M/A, то Im g ≪ PM . Согласно п. 2), получа-
ем g(KerαN) ≤ KerαM . Следовательно, найдется гомоморфизм f ′ : N → M такой, что
f ′ ◦ αN = αM ◦ g. Таким образом, σA

M ◦ f ′ ◦ αN = σA
M ◦ αM ◦ g = f ◦ αN и, следовательно,

σA
M ◦ f ′ = f .

Из предыдущей теоремы и [7, теорема 3.10] вытекает

Следствие 4. Если R – совершенное справа кольцо и M – правый R-модуль, то следую-
щие утверждения эквивалентны:

1) модуль N является мало M-проективным;
2) модуль N является мало M-проективным#;
3) для любого гомоморфизма f : PN → PM , у которого f(PN) ≪ PM , выполнено усло-

вие f(KerαN) ≤ KerαM .

Модуль M называется слабо дополняемым, если для каждого его подмодуля A су-
ществует такой подмодуль B модуля M , что A+B =M и A ∩B ≪M .

Теорема 5 ([12, 17.14]). Пусть M и L – правые R-модули. Если M является слабо до-
полняемым модулем, то имеют место утверждения:

1) модуль L M-проективен в точности тогда, когда L – M-проективен#;
2) модуль L мало M-проективен в точности тогда, когда L – мало M-проективен#.

Следствие 6. Пусть R – совершенное справа кольцо. Тогда модуль M является мало
проективным в точности тогда, когда M является мало проективным# модулем.

Следующее утверждение доказывается с помощью стандартных рассуждений.

Лемма 7. Пусть M – правый R-модуль и {Li}i∈I – семейство правых R-модулей. Тогда
1) прямая сумма ⊕i∈ILi является мало M-проективной в точности тогда, когда

модуль Li мало M-проективен для любого i ∈ I;
2) прямая сумма ⊕i∈ILi является мало M-проективной# в точности тогда, когда

модуль Li мало M-проективен# для любого i ∈ I.

Следствие 8. Пусть {Li}i∈I – семейство правых R-модулей. Тогда
1) прямая сумма ⊕i∈ILi является мало проективной в точности тогда, когда Li

мало проективен для любого i ∈ I;
2) прямая сумма ⊕i∈ILi является мало проективной# в точности тогда, когда Li

мало проективен# для любого i ∈ I.
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Правый R-модуль M называется V -модулем, если каждый собственный подмодуль
модуля M является пересечением его максимальных подмодулей. Если RR (соответствен-
но, RR) – V -модуль, то кольцо R называется правым V -кольцом (соответственно, левым
V -кольцом).

Модуль, изоморфный подмодулю гомоморфного образа прямых сумм копий правого
R-модуля M , называется M -подпорожденным модулем. Полная подкатегория категории
всех правых R-модулей, состоящая из всех M -подпорожденных модулей, обозначается
через σ[M ].

Модуль из категории σ[M ], существенно инъективный относительно любого модуля
из σ[M ], называется существенно инъективным в σ[M ]. Модуль из категории σ[M ], мало
проективный относительно любого модуля из σ[M ], называется мало проективным в σ[M ].
Модуль N называется M-сингулярным, если N ∼= A/B для некоторого правого R-модуля
A в σ[M ] и B ≤e A.

Теорема 9. Следующие условия эквивалентны для правого R-модуля M :
1) M/ Soc(M) является V -модулем;
2) для каждого модуля N из категории σ[M ] фактор-модуль N/ Soc(N) является

V -модулем;
3) каждый M-сингулярный модуль является V -модулем;
4) каждый M-сингулярный модуль является полупримитивным;
5) J(M/A) = 0 для каждого существенного подмодуля A модуля M ;
6) каждый конечно-копорожденный M-сингулярный модуль является полупростым

модулем;
7) для каждого существенного подмодуля A модуля M , для которого M/A конечно-

копорожден, фактор-модуль M/A является полупростым;
8) каждый простой правый R-модуль из σ[M ] является существенно инъективным

в категории σ[M ];
9) каждый правый R-модуль из σ[M ] является мало проективным в σ[M ];

10) каждый циклический (конечно порожденный, конечно копорожденный, полупро-
стой) модуль из σ[M ] является мало проективным в σ[M ];

11) каждый простой модуль из σ[M ] является мало проективным в σ[M ].

Доказательство. Импликации 3) ⇒ 4), 4) ⇒ 5), 6) ⇒ 7), 9) ⇒ 10) и 10) ⇒ 11) очевидны.
1) ⇒ 2) Пусть N ∈ σ[M ]. Тогда для некоторого множества индексов I модуль ⊕i∈IMi,

где Mi
∼= M для каждого i ∈ I, обладает такими подмодулями A и B, что B ≤ A и

N ∼= A/B. Пусть f : A→ A/B – естественный гомоморфизм. Этот гомоморфизм индуци-
рует эпиморфизм f ′ : A/ Soc(A) → (A/B)/(Soc(A/B)). Так как Soc(A) = Soc(⊕i∈IMi) ∩A,
то

A/ Soc(A) ∼= (A+Soc(⊕i∈IMi))/ Soc(⊕i∈IMi) ≤ (⊕i∈IMi)/ Soc(⊕i∈IMi) ∼= ⊕i∈I(Mi/ Soc(Mi)).
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Тогда согласно [10, 23.4]A/ Soc(A) является V -модулем и, следовательно, модульN/ Soc(N)

также является V -модулем.
2) ⇒ 3) Предположим, что N ∼= A/B где B ≤e A ∈ σ[M ]. Тогда Soc(A) ≤ B. Посколь-

ку A/ Soc(A) является V -модулем, A/B – V -модуль.
4) ⇒ 6) Следует из того факта, что всякий конечно-копорожденный полупримитив-

ный модуль является полупростым.
5) ⇒ 7) Доказательство аналогично импликации 4) ⇒ 6).
7) ⇒ 8) Пусть A ≤e M , S – простой модуль и f : A→ S – гомоморфизм, у которо-

го Ker f ≤e A. Рассмотрим инъективную оболочку EM(S) модуля S в σ[M ]. Тогда для
некоторого гомоморфизма g :M → EM(S) следующая диаграмма коммутативна

0 A M

0 S EM(S),

f

i

g

i′

где i, i′ – вложения. Поскольку Ker f ≤ Ker g, имеем Ker g ≤e M . Так как Im g ≤ EM(S), то
Im g – конечно-копорожденный модуль. Согласно пункту 7), Im g – полупростой модуль,
и, следовательно, Im g = S. Таким образом, модуль S существенно M -инъективен.

8) ⇒ 1) Пусть A/ Soc(M) ≤ M/ Soc(M), S – простой правый R-модуль и задан
гомоморфизм правых R-модулей f : A/ Soc(M) → S. Рассмотрим естественные гомомор-
физмы π : A → A/ Soc(M), π′ : M → M/ Soc(M) и естественные вложения ι1 : A → M,

ι2 : A/ Soc(M) → M/ Soc(M). Покажем, что Ker(f ◦ π) ≤e A. Если aR∩Ker(f ◦ π) = 0 для
некоторого ненулевого элемента a ∈ A, то f(aR) = S и, следовательно, aR ∼= S. Получили
противоречие с тем фактом, что Soc(M) ≤ Ker(f ◦ π). Таким образом, Ker(f ◦ π) ≤e A и
из существенной M -инъективности модуля S следует, что для некоторого гомоморфизма
g :M → S имеет место равенство f ◦ π = g ◦ ι1. Так как g(Soc(M)) = 0, то для некоторого
гомоморфизма f ′ :M/ Soc(M) → S имеем f ′ ◦ π′ = g. Тогда

f ◦ π = g ◦ ι1 = f ′ ◦ π′ ◦ ι1 = f ′ ◦ ι2 ◦ π.

Следовательно, f = f ′ ◦ ι2.
2) ⇒ 9) Пусть f : N → N1 – эпиморфизм и g : K → N1 – гомоморфизм правых

R-модулей такой, что Im g ≪ N1, где N – модуль из σ[M ]. Поскольку J(N1/ Soc(N1)) = 0,
имеем J(N1) ≤ Soc(N1). Следовательно, Im g является полупростым модулем. Гомомор-
физм f индуцирует эпиморфизм f ′ : N/ Soc(N) → N1/f(Soc(N)). Так как N/ Soc(N) –
V -модуль, то N1/f(Soc(N)) также является V -модулем. Поскольку Im g ≪ N1, то
Im g ≤ f(Soc(N)). Таким образом, существует гомоморфизм h : K → N такой, что f◦h = g.

11) ⇒ 1) Пусть модуль M удовлетворяет условию п. 11). Предположим, что
M/ Soc(M) не является V -модулем. Тогда существует подмодуль L ≤ M , содержащий
Soc(M) такой, что M/L – однородный не простой модуль, у которого цоколь является про-
стым модулем. Пусть S = Soc(M/L) и g : S → M/L – вложение. Так как Im g ≪ M/L, то
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существует гомоморфизм f : S →M такой, что σL
M ◦f = g. Поскольку Soc(M) ≤ L, имеем

σL
M ◦ f = 0. Получили противоречие. Таким образом, M/ Soc(M) является V -модулем.

Следствие 10 ([7, теорема 3.14]). Следующие условия эквивалентны для кольца R:
1) R/ Soc(RR) – правое V -кольцо;
2) каждый правый R-модуль мало проективен;
3) каждый конечно порожденный правый R-модуль является мало проективным;
4) каждый циклический правый R-модуль является мало проективным;
5) каждый полупростой правый R-модуль является мало проективным;
6) каждый простой правый R-модуль является мало проективным;
7) каждый простой правый R-модуль является существенно инъективным.

Теорема 11. Для правого R-модуля M следующие условия эквивалентны:
1) J(N) ≤ Soc(N) для любого модуля N из σ[M ];
2) каждый модуль из σ[M ] является мало проективным# в σ[M ];
3) каждый простой модуль из σ[M ] является мало проективным# в σ[M ].

Доказательство. 2) ⇒ 3) Очевидно.
1) ⇒ 2) Пусть N,K – модули из категории σ[M ], f : N → N1 – малый эпиморфизм

и g : K → N1 – гомоморфизм, у которого Im g ≪ N1. Так как J(N1) ≤ Soc(N1), то модуль
Im g полупрост. Согласно [11, следствие 9.1.5] f(J(N)) = J(N1). Поскольку J(N) ≤ Soc(N),
имеем J(N1) ≤ f(Soc(N)) и, следовательно, Im g ≤ f(Soc(N)). Таким образом, существует
такой гомоморфизм h : K → N , что f ◦ h = g.

3) ⇒ 1) Пусть N ∈ σ[M ]. Предположим, что J(N) ≰ Soc(N). Тогда существует
такой элемент x ∈ J(N), что x /∈ Soc(N). Отсюда xR ≪ N и xR не является полупростым.
Тогда xR содержит максимальный существенный подмодуль K. Ясно, что K ≪ N. Так
как xR ≪ N , то xR/K ≪ N/K. Поскольку xR/K – простой модуль, то согласно п. 3)
существует такой гомоморфизм f : xR/K → N, что σK

N ◦ f = ι, где ι : xR/K → N/K –
вложение. Тогда f(xR/K)⊕K = xR. Получили противоречие с тем, что K ≤e xR.

2. Мало квазипроективные модули

Определение 12. Пусть M – правый R-модуль. Если M является мало M -проективным
(соответственно, мало M -проективным#), то M называется мало квазипроективным (со-
ответственно, мало квазипроективным#) модулем. Ясно, что каждый мало проективный
модуль является мало квазипроективным и каждый мало проективный# модуль является
мало квазипроективным# модулем.

Очевидно, что каждый модуль с нулевым радикалом является малым квазипроектив-
ным# модулем.

Замечание 13. Двойственный аналог к понятию мало квазипроективного# модуля вви-
ду существования дополнения по пересечению для каждого подмодуля в произвольном
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модуле, очевидно, совпадает с понятием существенно квазиинъективного модуля. Анало-
гичная ситуация имеет место для других вводимых ниже понятий модулей, близких к
проективным.

Из теоремы 3 непосредственно следует

Теорема 14. Пусть M – правый R-модуль, и α : P →M – проективное накрытие. Сле-
дующие условия эквивалентны:

1) модуль M является мало квазипроективным#;
2) для любого эндоморфизма f модуля P с малым образом, выполняется условие

f(Kerα) ≤ Kerα.

Следствие 15. Пусть правый R-модуль M обладает проективным накрытием α : P →M.

Тогда если M – автоморфизм-инвариантный модуль, то M является мало квазипроектив-
ным# модулем.

Доказательство. Пусть f – эндоморфизм модуля P, у которого f(P ) ≪ P . Тогда
f ∈ J(End(P )). Так как модуль M – автоморфизм-инвариантный модуль, то имеет ме-
сто включение (1 + f)(Ker(α)) ≤ Ker(α) и, следовательно, f(Ker(α)) ≤ Ker(α). Таким
образом, согласно теореме 14 M – мало квазипроективный# модуль.

Следующее утверждение вытекает из следствия 4. Также это утверждение следует
из п. 2) теоремы 5.

Теорема 16. Пусть R – совершенное справа кольцо и M – правый R-модуль. Тогда мо-
дуль M является мало квазипроективным в точности тогда, когда M является мало
квазипроективным# модулем.

Следующее утверждение непосредственно вытекает из [13, лемма 3.3] и [12, 4.37].

Лемма 17. Модуль L мало M ⊕ H-проективен# в точности тогда, когда L мало
M-проективен# и L мало H-проективен#.

Лемма 18. Модуль M =M1⊕M2 является мало квазипроективным# в точности тогда,
когда M1 и M2 являются мало квазипроективными#, а M1 и M2 являются взаимно мало
проективными#.

Доказательство. Следует из леммы 7 и леммы 17.

Если для любого подмодуля (соответственно малого подмодуля) A модуля N , эпи-
морфизм f : M → N/A может быть поднят до гомоморфизма f ′ : M → N , то M называ-
ется псевдо N-проективным. Если M является псевдо M -проективным, то M называется
псевдопроективным модулем. Псевдопроективные модули были изучены в ряде работ,
в частности, в [14] был доказан важный результат, согласно которому над произволь-
ным совершенным справа кольцом R классы псевдопроективных и дуально автоморфизм-
инвариантных правых R-модулей совпадают.
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Предложение 19. Пусть M – правый R-модуль. Тогда если M – псевдопроективный
модуль, то M является мало квазипроективным модулем.

Доказательство. Пусть M – псевдопроективный модуль, а A – подмодуль модуля M .
Рассмотрим гомоморфизм f : M → M/A, у которого Im f ≪ M/A. Пусть g : M → M/A

– гомоморфизм, действующий согласно правилу x 7→ f(x) + σA
M(x) для любого x ∈ M .

Так как Im g + Im f = M/A, то Im g = M/A. Поскольку модуль M является псевдопроек-
тивным модулем, существует эндоморфизм g′ модуля M такой, что σA

M ◦ g′ = g. Положим
f ′ := g′ − 1M , тогда σA

M ◦ f ′ = σA
M ◦ g′ − σA

M = g − σA
M = f .

Следующее утверждение непосредственно следует из [12, 4.34(1)], а также из [13,
лемма 3.3] и [13, лемма 3.13].

Лемма 20. Пусть M – правый R-модуль и N – прямое слагаемое M . Тогда
1) если M является мало квазипроективным модулем, то N также является ма-

ло квазипроективным модулем;
2) если M является мало квазипроективным# модулем, то N также является

мало квазипроективным# модулем.

Лемма 21. Пусть M – правый R-модуль и A является вполне инвариантным подмоду-
лем модуля M . Тогда

1) если M является мало квазипроективным модулем, то M/A также является
мало квазипроективным модулем;

2) если M является мало квазипроективным# модулем и A≪M , то M/A также
является мало квазипроективным# модулем.

Доказательство. 1) Пусть M является мало квазипроективным модулем и L – подмодуль
модуля M , причем A ≤ L. Пусть f :M/A→M/L – гомоморфизм правых R-модулей, у ко-
торого Im f ≪M/L. Поскольку M является мало квазипроективным модулем, существует
эндоморфизм g модуля M такой, что σL

M ◦ g = f ◦ σA
M . Так как g(A) ≤ A, то существует

эндоморфизм f ′ модуля M/A такой, что f ′ ◦ σA
M = σA

M ◦ g. Таким образом,

σ
L/A
M/A ◦ f ′ ◦ σA

M = σ
L/A
M/A ◦ σA

M ◦ g = σL
M ◦ g = f ◦ σA

M .

Так как σA
M – эпиморфизм, то σL/A

M/A ◦ f ′ = f .
2) Доказательство аналогично доказательству пункта 1).

Для подмодулей K ≤ L модуля M , включение K ≤ L называется комалым в M , если
L/K ≪M/K. В этом случае L называется комалым расширением подмодуля K в M .

Определение 22. Модуль M называется сильно эндоморфизм-поднимаемым (соответ-
ственно, сильно эндоморфизм-поднимаемым# ), если для каждого A ≤M (соответственно,
A≪M) каждый гомоморфизм f :M →M/A, для которого существует такой подмодуль
L модуля M , что L – комалое расширение A в M и f(L) ≤ L/A, может быть поднят до
некоторого эндоморфизма f ′ модуля M .
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Определение 23. Правый R-модуль M называется эндоморфизм-поднимаемым#, если
для каждого A ≪ M и каждый эндоморфизм f : M/A → M/A может быть поднят до
некоторого эндоморфизма f ′ модуля M .

Легко видеть, что любой квазипроективный (соответственно, квазипроективный#)
модуль является сильно эндоморфизм-поднимаемым (соответственно, сильно эндомор-
физм-поднимаемым#) модулем, а любой сильно эндоморфизм-поднимаемый (соответствен-
но, сильно эндоморфизм-поднимаемый#) модуль является эндоморфизм-поднимаемым
(соответственно, эндоморфизм-поднимаемым#) модулем.

Теорема 24. Пусть M – правый R-модуль. Следующие условия эквивалентны:
1) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) M является одновременно мало квазипроективным модулем и эндоморфизм-

поднимаемым модулем.

Доказательство. 1) ⇒ 2) Пусть M – сильно эндоморфизм-поднимаемый модуль, A ≤ M

и f : M → M/A – гомоморфизм правых R-модулей, у которого Im f ≪ M/A. Положим
L := (σA

M)−1(Im f). Тогда L/A = Im f ≪M/A и f(L) ≤ Im f = L/A. Поскольку M – сильно
эндоморфизм-поднимаемый модуль, f может быть поднят до некоторого эндоморфизма
f ′ модуля M , т. е. M является мало квазипроективным.

2) ⇒ 1) Пусть M является мало квазипроективным и эндоморфизм-поднимаемым
модулем, A – подмодуль модуля M и f : M → M/A – гомоморфизм, для которого суще-
ствует подмодуль L модуля M такой, что L – комалое расширение A в M и f(L) ≤ L/A.
Существует естественный гомоморфизм σ : M/A → M/L. Поскольку f(L) ≤ L/A, имеем
σ◦f(L) = 0. Тогда найдется такой эндоморфизм g модуля M/L, что g◦σL

M = σ◦f . Так как
M является эндоморфизм-поднимаемым модулем, то существует эндоморфизм g′ модуля
M такой, что g ◦ σL

M = σL
M ◦ g′. Пусть f ′ = σA

M ◦ g′. Тогда

σ ◦ f ′ = σ ◦ σA
M ◦ g′ = σL

M ◦ g′ = g ◦ σL
M = σ ◦ f.

Отсюда (f − f ′)(M) ≤ Ker(σ) = L/A ≪ M/A. Поскольку M – мало квазипроективный,
существует эндоморфизм g′′ модуля M такой, что σA

M ◦ g′′ = f − f ′. Таким образом,

σA
M ◦ (g′ + g′′) = f ′ + (f − f ′) = f.

Следовательно, M является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем.

Теорема 25. Для правого R-модуль M следующие условия эквивалентны:
1) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем;
2) M является одновременно мало квазипроективным# и эндоморфизм-поднимае-

мым# модулем.

Доказательство. Проверка аналогична доказательству теоремы 24.
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Теорема 26. Пусть правый R-модуль M обладает проективным накрытием α : P →M .
Тогда следующие условия эквивалентны:

1) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем;
2) для любого эндоморфизма f модуля P , для которого существует такой малый

подмодуль C модуля P , что Kerα ≤ C и f(C) ≤ C, выполнено условие f(Kerα) ≤
Kerα.

Доказательство. 1) ⇒ 2) Пусть f – эндоморфизм модуля P , для которого существует
такой малый подмодуль C модуля P , что Kerα ≤ C и f(C) ≤ C. Положим N = f(Kerα)+

Kerα и A = α(N). Ясно, что N ≪ P и A≪M . Так как σA
M ◦ α ◦ f(Kerα) = 0, то

Kerα ≤ Ker(σA
M ◦ α ◦ f). Тогда существует гомоморфизм g :M →M/A такой, что g ◦ α =

σA
M ◦ α ◦ f . Имеем g ◦ α(C) = σA

M ◦ α ◦ f(C) ≤ σA
M ◦ α(C), где α(C) ≪M . Поскольку M яв-

ляется сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем, существует эндоморфизм g′ модуля
M такой, что σA

M ◦ g′ = g. Так как P – проективный модуль, то существует эндоморфизм
f ′ модуля P такой, что α ◦ f ′ = g′ ◦ α. Таким образом, имеем

σA
M ◦ α ◦ (f − f ′) = σA

M ◦ α ◦ f − σA
M ◦ g′ ◦ α = σA

M ◦ α ◦ f − g ◦ α = 0.

Тогда (f−f ′)(P ) ≤ Ker(σA
M◦α) = N . Для любого p ∈ P существуют такие p1, p2 ∈ Kerα,

что (f − f ′)(p) = f(p1) + p2. Тогда (f − f ′)(p − p1) = f ′(p1) + p2 ∈ Kerα. Следовательно,
α ◦ (f − f ′)(p − p1) = α ◦ f ′(p1) + α(p2) = 0 и p − p1 ∈ Ker(α ◦ (f − f ′)). Поскольку
p ∈ Ker(α ◦ (f − f ′)) + Kerα, то Ker(α ◦ (f − f ′)) + Kerα = P . Так как Kerα ≪ P , имеем
Ker(α ◦ (f − f ′)) = P . Таким образом, (f − f ′)(P ) ≤ Kerα. Следовательно,

f(Kerα) ≤ (f − f ′)(Kerα) + f ′(Kerα) ≤ Kerα.

2) ⇒ 1) Пусть A – малый подмодуль модуля M и f – эндоморфизм модуля M/A.
Поскольку P – проективный модуль, существует эндоморфизм g модуля P такой, что
σA
M ◦ α ◦ g = f ◦ σA

M ◦ α. Пусть C = α−1(A), тогда g(C) ≤ C и C ≪ P . Согласно п. 2)
g(Kerα) ≤ Kerα. Тогда существует эндоморфизм f ′ модуля M такой, что f ′ ◦ α = α ◦ g.
Следовательно, σA

M ◦ f ′ ◦ α = f ◦ σA
M ◦ α. Так как α – эпиморфизм, то σA

M ◦ f ′ = f ◦ σA
M и,

следовательно, M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем.
Пусть A – малый подмодуль модуля M и f :M →M/A – гомоморфизм, у которого

Im f ≪ M/A. Так как P – проективный модуль, то существует эндоморфизм g модуля P
такой, что σA

M ◦α◦g = f ◦α. Пусть C = (σA
M ◦α)−1(Im f). Тогда C ≪ P и g(C) ≤ C. Соглас-

но условию п. 2) g(Kerα) ≤ Kerα. Таким образом, существует эндоморфизм f ′ модуля M
такой, что f ′ ◦α = α ◦ g. Тогда σA

M ◦ f ′ ◦α = σA
M ◦α ◦ g = f ◦α. Так как α – эпиморфизм, то

σA
M ◦f ′ = f . Таким образом, M является одновременно мало квазипроективным# модулем

и эндоморфизм-поднимаемым# модулем. Согласно теореме 25M является сильно эндомор-
физм-поднимаемым# модулем.

Первый пункт следующего утверждения следует из п. 1) теоремы 5. Его доказатель-
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ство ниже приведено ради полноты изложения.

Предложение 27. Пусть правый R-модуль M является слабо дополняемым модулем.
Тогда имеют место следующие утверждения:

1) модуль M является квазипроективным в точности тогда, когда M является
квазипроективным# модулем;

2) модуль M является эндоморфизм-поднимаемым в точности тогда, когда M яв-
ляется эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) Пусть M – квазипроективный# модуль, A – немалый подмодуль M
и f ∈ HomR(M,M/A). Согласно условию существует такой подмодуль B модуля M, что
A+B =M иA∩B ≪M . Рассмотрим естественные гомоморфизмы π :M →M/A, π′ :M →
M/(A∩B) и π′′ :M/(A∩B) →M/A. Так как M/(A∩B) = A/(A∩B)⊕B/(A∩B), то для
некоторого гомоморфизма ι ∈ HomR(M/A,M/(A∩B)) имеет место равенство π′′◦ι = idM/A.

Поскольку M – квазипроективный# модуль, то для некоторого g ∈ EndR(M) имеет место
равенство π′ ◦ g = ι ◦ f. Тогда f = π′′ ◦ ι ◦ f = π′′ ◦ π′ ◦ g = π ◦ g.

2) Пусть M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем и A ≤ M , причем A не
является малым подмодулем модуля M . Пусть f – эндоморфизм модуля M/A. Поскольку
M является слабо дополняемым модулем, существует B ≤ M такой, что A + B = M и
A ∩ B ≪ M . Имеет место изоморфизм φ : M/A → B/(A ∩ B), действующий по правилу
φ(b+ A) = b+ (A ∩B) для любого b ∈ B. Ясно, что

M/(A ∩B) = A/(A ∩B)⊕B/(A ∩B).

Через i : B/(A ∩ B) → M/(A ∩ B) обозначим естественное вложение. Тогда существует
эндоморфизм g модуля M/(A∩B), действующий по правилу g(a+b+A∩B) = i◦φ◦f(b+A)
для любого a ∈ A и b ∈ B. Тогда g ◦ i◦φ = i◦φ◦f . Через σ :M/(A∩B) →M/A обозначим
естественный гомоморфизм. Заметим, что σ ◦ i ◦ φ = 1M/A и g ◦ i ◦ φ ◦ σ = g. Тогда

σ ◦ g = σ ◦ g ◦ i ◦ φ ◦ σ = σ ◦ i ◦ φ ◦ f ◦ σ = f ◦ σ.

Так как M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем, существует эндоморфизм f ′

модуля M такой, что σA∩B
M ◦ f ′ = g ◦ σA∩B

M . Таким образом, имеет место коммутативная
диаграмма

M M

M/(A ∩B) M/(A ∩B)

M/A M/A.

σA∩B
M

f ′

σA∩B
M

g

σ σ

f

i◦φ i◦φ
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Следовательно,

σA
M ◦ f ′ = σ ◦ σA∩B

M ◦ f ′ = σ ◦ g ◦ σA∩B
M = f ◦ σ ◦ σA∩B

M = f ◦ σA
M .

Таким образом, M является эндоморфизм-поднимаемым модулем.

Следующее утверждение непосредственно вытекает из теоремы 16, теоремы 24, тео-
ремы 25 и предложения 27.

Следствие 28. Пусть R – совершенное справа кольцо и M – правый R-модуль. Тогда
M является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем в точности тогда, когда M

является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Лемма 29. Пусть правый R-модуль M , у которого J(M) ≪M . Следующие условия эк-
вивалентны:

1) M является квазипроективным# модулем;
2) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) ⇒ 2) Очевидно.
2) ⇒ 1) Пусть A≪M и f :M →M/A – гомоморфизм. Тогда, согласно [11, пред-

ложение 9.1.5], J(M)/A = J(M/A). Поскольку J(M) ≪M , имеем f(J(M)) ≪M/A, сле-
довательно, f(J(M)) ≤ J(M/A) = J(M)/A. Так как M является сильно эндоморфизм-
поднимаемым# модулем, f может быть поднят до некоторого эндоморфизма f ′ модуля M .
Тогда M – квазипроективный# модуль.

В заключительной части этого параграфа приведем ряд несложных, но полезных
утверждений, показывающие, что рассмотренные ранее классы модулей замкнуты отно-
сительно взятия прямых слагаемых и вполне инвариантных подмодулей.

Лемма 30. Пусть N – прямое слагаемое модуля M . Тогда
1) если M является эндоморфизм-поднимаемым, то N также является эндомор-

физм-поднимаемым модулем;
2) если M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем, то N также является

эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) Предположим, что M является эндоморфизм-поднимаемым моду-
лем. Пусть M = N ⊕ T, где T ≤ M, A – подмодуль модуля N и f – эндоморфизм модуля
N/A. Рассмотрим эндоморфизм g модуля M/A, действующий по правилу g(t+ n) = f(n)

для любого t ∈ (T⊕A)/A и n ∈ N/A. Тогда g |N/A= f . ПосколькуM является эндоморфизм-
поднимаемым, существует эндоморфизм g′ модуля M такой, что σA

M ◦ g′ = g ◦ σA
M . Так как

Im(g ◦ σA
M |N) ≤ N/A, то Im(g′ |N) ≤ N . Пусть f ′ = g′ |N . Тогда f ′ ∈ End(N) и

σA
N ◦ f ′ = σA

M ◦ g′ |N= g ◦ σA
M |N= f ◦ σA

N .

2) Доказательство аналогично доказательству п. 1).
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Следующее утверждение непосредственно вытекает из теорем 20, 24, 25 и 30.

Следствие 31. Пусть N – прямое слагаемое модуля M . Тогда
1) если M является сильно эндоморфизм-поднимаемым, то N также является

сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) если M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем, то N также

является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Лемма 32. Пусть A – вполне инвариантный подмодуль правого R-модуля M . Тогда
1) если M является эндоморфизм-поднимаемым модулем, то M/A также являет-

ся эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) если M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем и A≪M , то M/A так-

же является эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) Пусть M является эндоморфизм-поднимаемым модулем и L – под-
модуль модуля M , причем A ≤ L. Рассмотрим эндоморфизм f модуля M/L. Поскольку
M является эндоморфизм-поднимаемым модулем, существует эндоморфизм g модуля M

такой, что σL
M ◦ g = f ◦ σL

M . Поскольку g(A) ≤ A, то существует эндоморфизм f ′ модуля
M/A такой, что f ′ ◦ σA

M = σA
M ◦ g. Таким образом,

σ
L/A
M/A ◦ f ′ ◦ σA

M = σ
L/A
M/A ◦ σA

M ◦ g = σL
M ◦ g = f ◦ σL

M = f ◦ σL/A
M/A ◦ σA

M .

Так как σA
M – эпиморфизм, то σL/A

M/A ◦ f ′ = f ◦ σL/A
M/A.

2) Доказательство аналогично доказательству п. 1).

Следующее утверждение непосредственно вытекает из теорем 21, 24, 25 и леммы 32.

Следствие 33. Пусть A – вполне инвариантный подмодуль правого R-модуля M . Тогда
1) если M является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем, то M/A также

является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) если M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем и A ≪ M , то

M/A также является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

3. Мало эндоморфизм-поднимаемые модули

Определение 34. Правый R-модульM называется мало эндоморфизм-поднимаемым (со-
ответственно, мало эндоморфизм-поднимаемым#), если для любого подмодуля (соответ-
ственно, малого подмодуля) A модуля M всякий эндоморфизм f модуля M/A, для кото-
рого Im f ≪M/A, может быть поднят до некоторого эндоморфизма f ′ модуля M .

Легко видеть, что примерами мало эндоморфизм-поднимаемых модулей являются
эндоморфизм-поднимаемые модули и мало квазипроективные модули. Каждый модуль с
нулевым радикалом Джекобсона является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем.
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Лемма 35. Пусть N – прямое слагаемое правого R-модуля M . Тогда
1) если M – мало эндоморфизм-поднимаемый модуль, то N также является мало

эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) если M – мало эндоморфизм-поднимаемый# модуль, то N также является мало

эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) Пусть M = N ⊕ T – мало эндоморфизм-поднимаемый модуль,
A – подмодуль модуля N и f – эндоморфизм модуля N/A, у которого Im f ≪ N/A. Рас-
смотрим эндоморфизм g модуля M/A, действующий по правилу g(t + n) = f(n) для лю-
бого t ∈ (T ⊕ A)/A и n ∈ N/A. Тогда Im g ≪ M/A и g |N/A= f . Поскольку M являет-
ся мало эндоморфизм-поднимаемым, существует эндоморфизм g′ модуля M такой, что
σA
M ◦ g′ = g ◦ σA

M . Так как Im(g ◦ σA
M |N) ≤ N/A, то Im(g′ |N) ≤ N . Пусть f ′ = g′ |N . Тогда

f ′ ∈ End(N) и σA
N ◦ f ′ = σA

M ◦ g′ |N= g ◦ σA
M |N= f ◦ σA

N .
2) Доказательство аналогично доказательству п. 1).

Лемма 36. Пусть A – вполне инвариантный подмодуль правого R-модуля M . Тогда
1) если M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем, то M/A также

является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем;
2) если M является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем и A≪M , то M/A

также является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) Пусть M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем и
L – подмодуль модуля M , причем A ≤ L. Пусть f – эндоморфизм модуля M/L, у ко-
торого Im f ≪M/L. Поскольку M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем,
существует эндоморфизм g модуля M такой, что σL

M ◦ g = f ◦ σL
M . Так как g(A) ≤ A, то

существует эндоморфизм f ′ модуля M/A такой, что f ′ ◦ σA
M = σA

M ◦ g. Таким образом,

σ
L/A
M/A ◦ f ′ ◦ σA

M = σ
L/A
M/A ◦ σA

M ◦ g = σL
M ◦ g = f ◦ σL

M = f ◦ σL/A
M/A ◦ σA

M .

Так как σA
M – эпиморфизм, то σL/A

M/A ◦ f ′ = f ◦ σL/A
M/A.

2) Доказательство аналогично доказательству п. 1).

Согласно [13], правый R-модуль M называется мало дуально ADS-модулем (соответ-
ственно, мало ADS#-модулем), если для каждого его разложения M = A ⊕ B, где A,B
– подмодули модуля M, A и B взаимно мало проективны (соответственно, взаимно мало
проективны#).

Теорема 37. Пусть M – правый R-модуль. Тогда
1) если M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем, то M является

мало дуально-ADS модулем;
2) если M является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем, то M является

мало ADS# модулем.
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Доказательство. Пусть M – мало эндоморфизм-поднимаемый модуль и M = N ⊕ T, где
N, T ≤M . Покажем, что модуль T является мало N -проективным. Пусть A ≤ N. Рассмот-
рим гомоморфизм f0 : T → N/A, у которого Im f0 ≪ N/A. Ясно, что M = N/A⊕(T+A)/A

и (T + A)/A ∼= T. Через ε : T → (T + A)/A обозначим изоморфизм, действующий по пра-
вилу ε(t) = t + A. Для однозначно определенного гомоморфизма f : (T + A)/A → N/A

имеет место равенство f ◦ ε = f0. Пусть π1 : N ⊕ T → N , π2 : N/A ⊕ (T + A)/A → N/A,
π3 : N/A⊕ (T + A)/A→ (T + A)/A – естественные проекции. Тогда π2 ◦ σA

M = σA
N ◦ π1.

Рассмотрим эндоморфизм g модуля M/A, действующий по правилу g(n + t + A) =

f(t + A) для любого n ∈ N и t ∈ T . Тогда Im g = Im f ≪ M/A и f ◦ π3 = π2 ◦ g. По-
скольку M – мало эндоморфизм-поднимаемый модуль, существует g′ :M →M такой, что
σA
M◦g′ = g◦σA

M . Найдется такой гомоморфизм f ′ : (T+A)/A→ N, что π1◦g′ |T= f ′◦π3◦σA
M |T .

Таким образом, имеет место следующая коммутативная диаграмма

M/A (T + A)/A

M M/A N/A.

M N

π3

g f

f ′
σA
M

g′

π2

σA
M

π1

σA
N

Тогда

σA
N ◦ f ′ ◦ π3 ◦ σA

M |T= σA
N ◦ π1 ◦ g′ |T= π2 ◦ σA

M ◦ g′ |T= π2 ◦ g ◦ σA
M |T= f ◦ π3 ◦ σA

M |T .

Следовательно, σA
N ◦ f ′ = f и σA

N ◦ f ′ ◦ ε = f ◦ ε = f0.

2) Доказательство аналогично доказательству п. 1).

Замечание 38. Каждый мало квазипроективный модуль является мало квазипроектив-
ным# модулем. Каждый мало эндоморфизм-поднимаемым модуль является мало эндомор-
физм-поднимаемым# модулем. Обратное утверждение неверно, например, для Z-модуля
M = Z2⊕Z. Так как имеет место равенство J(M) = 0, тоM является мало квазипроектив-
ным# модулем и мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем. Поскольку M не является
мало дуально-ADS модулем, то M не является мало квазипроективным модулем и также
не является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем.

Следующее утверждение непосредственно вытекает из следствия 10, теоремы 37 и
[13, следствие 2.16].

Следствие 39. Следующие утверждения эквивалентны для кольца R:
1) R/ Soc(RR) – правое V -кольцо;
2) каждый правый R-модуль является мало проективным модулем;
3) каждый правый R-модуль является мало квазипроективным модулем;
4) каждый правый R-модуль является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем;
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5) каждый правый R-модуль является мало дуально-ADS модулем.

Напомним, что правый R-модуль M называется полунетеровым, если для каждого
его ненулевого подмодуля U выполнено условие J(U) ̸= U [11]. Назовем правый R-модуль
M мало полунетеровым, если для каждого его ненулевого малого подмодуля U выполнено
условие J(U) ̸= U .

Теорема 40. Пусть M – мало полунетеров правый R-модуль. Если модуль M обладает
проективным накрытием α : P →M , то следующие условия эквивалентны:

1) M является мало квазипроективным# модулем;
2) M является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. 1) ⇒ 2) Очевидно.
2) ⇒ 1) Без ограничения общности можно считать, что M = P/Ker(α). Пусть f –

эндоморфизм модуля P , для которого выполнено условие Im f ≪ P , и пусть C := Kerα+∑∞
i=1 f

i(Kerα). Предположим, что f(Kerα) ≰ Kerα. Тогда C ̸= Kerα и C является наи-
меньшим подмодулем модуля P таким, что выполнены условия f(C) ≤ C и Kerα ≤ C.
Так как Kerα ≪ P и f(C) ≤ Im f ≪ P , то C = Kerα + f(C) ≪ P . Обозначим через
σ : M → P/C естественный гомоморфизм. Поскольку f(C) ≤ C, то существует эндомор-
физм g′ модуля P/C такой, что g′ ◦ σ ◦α = σ ◦α ◦ f . Тогда Im g′ = σ ◦α(Im f) ≪ P/C. Так
как M является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем, существует эндоморфизм f ′

модуля M такой, что σ ◦ f ′ = g′ ◦ σ. Из проективности модуля P следует, что существует
эндоморфизм g модуля P такой, что α◦g = f ′ ◦α. Таким образом, имеет место диаграмма

P P

M M

P/C P/C.

α

f

g

α

f ′

σ σ

g′

Тогда σ ◦ α ◦ (f − g) = 0 и, следовательно, (f − g)(P ) ≤ C. Поскольку α(C) ≪ M ,
M является мало полунетеровым модулем и α(C) ̸= 0, то J(α(C)) ̸= α(C). Предполо-
жим, что J(C) + Kerα = C. Тогда α(J(C)) = α(C). Так как α(J(C)) ≤ J(α(C)), то
J(α(C)) = α(C). Получили противоречие. Таким образом, J(C) + Kerα < C. Поскольку
(f − g)(P ) ≤ C и Kerα ≤ J(P ), имеем (f − g)(Kerα) ≤ (f − g)(J(P )) ≤ J(C). Так как
g(Kerα) ≤ Kerα, то

f(Kerα) ≤ (f − g)(Kerα) + g(Kerα) ≤ J(C) + Kerα.

Поскольку f(C) ≤ C, то f(J(C)) ≤ J(C). Следовательно, f(Kerα+ J(C)) ≤ Kerα+ J(C).
Получили противоречие с тем, что C является наименьшим подмодулем модуля P , для
которого выполнены условия f(C) ≤ C и Kerα ≤ C. Таким образом, f(Kerα) ≤ Kerα.
Тогда согласно теореме 14 M является мало квазипроективным# модулем.
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Аналогично доказывается

Теорема 41. Пусть M – мало полунетеров правый R-модуль. Если модуль M обладает
проективным накрытием α : P →M , то следующие условия эквивалентны:

1) M является мало квазипроективным модулем;
2) M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем.

Следующее утверждение вытекает из предыдущих двух теорем и теоремы 16.

Теорема 42. Пусть M – правый модуль над совершенным справа кольцом. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

1) M является мало квазипроективным модулем;
2) M является мало квазипроективным# модулем;
3) M является мало эндоморфизм-поднимаемым модулем;
4) M является мало эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Эквивалентность п. п. 1) и 5) из следующего утверждения доказано в работе [3] (см.
также [15, теорема 3.3.19]).

Теорема 43. Пусть M – правый модуль над совершенным справа кольцом. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

1) M является квазипроективным модулем;
2) M является квазипроективным# модулем;
3) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым модулем;
4) M является сильно эндоморфизм-поднимаемым# модулем;
5) M является эндоморфизм-поднимаемым модулем;
6) M является эндоморфизм-поднимаемым# модулем.

Доказательство. Импликация 3) ⇒ 5) очевидна. Эквивалентности 1) ⇔ 2), 3) ⇔ 4) и
5) ⇔ 6) следуют соответственно из предложения 27 (1), следствия 28 и предложения 27
(2). Эквивалентность 2) ⇔ 4) вытекает из леммы 29. Импликация 5) ⇒ 3) следует из
теоремы 24 и теоремы 42.

Модуль M называется автоморфизм-поднимаемым [16], если для каждого подмоду-
ля N модуля M каждый автоморфизм f модуля M/N может быть поднят до эндомор-
физма f ′ модуля M . Если для каждого подмодуля N модуля M каждый автоморфизм
f модуля M/N может быть поднят до автоморфизм f ′ модуля M , модуль M называется
строго автоморфизм-поднимаемым. Автоморфизм-поднимаемые модули были изучены в
[6] и [17].

Теорема 44. Если правый R-модуля M обладает проективным накрытием α : P → M ,
то следующие условия эквивалентны:

1) M является автоморфизм-поднимаемым# и мало квазипроективным# моду-
лем;
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2) M является строго автоморфизм-поднимаемым# и мало квазипроективным#

модулем;
3) каждый автоморфизм f модуля P , для которого существует такой малый

подмодуль L модуля P , что Kerα ≤ L и f(L) = L, удовлетворяет условию
f(Kerα) ≤ Kerα;

4) каждый автоморфизм f модуля P , для которого существует такой малый
подмодуль L модуля P , что Kerα ≤ L и f(L) = L, удовлетворяет условию
f(Kerα) = Kerα.

Доказательство. 2) ⇒ 1) Очевидно.
1) ⇒ 3) Пусть M является автоморфизм-поднимаемым# и мало квазипроективным#

модулем с проективным накрытием α : P → M . Пусть L – малый подмодуль модуля P

и f – автоморфизм модуля P такой, что Kerα ≤ L и f(L) = L. Без ограничения общ-
ности можно предположить, что M = P/Kerα. Имеет место естественный гомоморфизм
σ : P/Kerα → P/L. Так как f(L) = L, то существует автоморфизм g модуля P/L такой,
что g ◦ σ ◦ α = σ ◦ α ◦ f . Поскольку модуль M является автоморфизм-поднимаемым#,
существует эндоморфизм g′ модуля M такой, что σ ◦ g′ = g ◦ σ. Так как P – проективный
модуль, существует гомоморфизм f ′ модуля P такой, что g′ ◦ α = α ◦ f ′. Тогда

σ ◦ α ◦ f = g ◦ σ ◦ α = σ ◦ g′ ◦ α = σ ◦ α ◦ f ′.

Отсюда σ ◦ α ◦ (f − f ′) = 0 и, следовательно, (f − f ′)(P ) ≤ L. Поскольку M явля-
ется мало квазипроективным#, согласно теореме 14, (f − f ′)(Kerα) ≤ Kerα. Так как
f ′(Kerα) ≤ Kerα, то f(Kerα) ≤ (f − f ′)(Kerα) + f ′(Kerα) ≤ Kerα.

3) ⇒ 4) Так как f−1 также является автоморфизмом модуля P и f−1(L) = L, то
f−1(Kerα) ≤ Kerα. Следовательно, Kerα ≤ f(Kerα). Поскольку f(Kerα) ≤ Kerα и
Kerα ≤ f(Kerα), имеем f(Kerα) = Kerα.

4) ⇒ 2) Предположим, что модуль M удовлетворяет условию п. 4). Покажем, что
M является строго автоморфизм-поднимаемым# модулем. Пусть A – малый подмодуль
модуля M , f – автоморфизм модуля M/A и σ :M →M/A – естественная проекция. Тогда
существует эндоморфизм g модуля P такой, что σ◦α◦g = f ◦σ◦α. Пусть L = α−1(A). Тогда
Im g + L = P . Поскольку L≪ P , имеем Im g = P . Тогда P ∼= P/Ker g, где Ker g ≤ L≪ P .
Так как P – проективный модуль, то Ker g = 0. Следовательно, g – автоморфизм модуля P .
Поскольку Ker(f ◦ σ ◦ α) = Ker(σ ◦ α) = L и Ker(σ ◦ α ◦ g) = g−1(L), то g−1(L) = L. Тогда
g(L) = L. Согласно п. 4), g(Kerα) = Kerα. Значит, существует автоморфизм f ′ модуля
M такой, что f ′ ◦ α = α ◦ g. Следовательно, f ◦ σ ◦ α = σ ◦ α ◦ g = σ ◦ f ′ ◦ α. Поскольку
α – эпиморфизм, то f ◦ σ = σ ◦ f ′. Таким образом, M является строго автоморфизм-
поднимаемым#.

Покажем, что M является мало квазипроективным# модулем. Пусть A – малый под-
модуль модуляM и v :M →M/A – гомоморфизм, удовлетворяющий условию Im v ≪M/A.
Пусть σ : M → M/A – естественная проекция. Тогда существует эндоморфизм u мо-
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дуля P такой, что σ ◦ α ◦ u = v ◦ α. Поскольку Im v ≪M/A, имеем Imu≪ P . Так как
Im(1P + u) + Imu = P и Imu≪ P , то Im(1P + u) = P . Для любого x ∈ Ker(1P + u) имеем
(1P + u)(x) = 0 и, следовательно, x = −u(x) ∈ Imu. Поскольку Imu≪ P , то
Ker(1P + u) ≪ P . Тогда из проективности модуля P следует, что Ker(1P + u) = 0. Следо-
вательно, (1P + u) – автоморфизм. Так как (1P + u) ◦ u(P ) = u ◦ (1P + u)(P ) = u(P ), то
(1P + u)(Imu) = Imu. Пусть L := Imu+Kerα. Тогда

(1P + u)(L) ≤ (1P + u)(Imu) + (1P + u)(Kerα) ≤ Imu+Kerα = L.

Для любого a ∈ L имеет место равенство a = x + u(y), где x ∈ Kerα и y ∈ P . Тогда
a = x+u(x)+u(y−x) = (1P +u)(x)+u(y−x). Так как (1P +u)(Imu) = Imu, то существует
элемент z ∈ Imu такой, что u(y − x) = (1P + u)(z). Следовательно, a = (1P + u)(x + z).
Таким образом, (1P + u)(L) = L. Из условия п. 4) следует, что (1P + u)(Kerα) = Kerα.
Тогда существует эндоморфизм u′ модуля M такой, что u′ ◦ α = α ◦ (1P + u). Положим
v′ = u′ − 1M . Тогда

σ ◦ v′ ◦ α = σ ◦ u′ ◦ α− σ ◦ α = σ ◦ α ◦ (1P + u)− σ ◦ α = σ ◦ α ◦ u = v ◦ α.

Поскольку α – эпиморфизм, то σ ◦ v′ = v. Таким образом, M – мало квазипроективный#

модуль.

Следствие 45. Пусть M – правый модуль над совершенным справа кольцом. Следующие
условия эквивалентны:

1) M является автоморфизм-поднимаемым и мало квазипроективным модулем;
2) M является строго автоморфизм-поднимаемым и мало квазипроективным мо-

дулем.

Из результатов нашей статьи и работ [3,6] вытекает следующая схема зависимостей
понятий в случае модулей над совершенными справа кольцами:

Квазипроективные
модули

=
Эндоморфизм-
поднимаемые модули

⇓
Псевдопроективные
модули

=
Автоморфизм-
коинвариантные модули

⇒ Автоморфизм-
поднимаемые модули

⇓
Мало квазипроективные
модули

=
Мало эндоморфизм-
поднимаемые модули

Из результатов, полученных в нашей работе, вытекает следующая схема зависимо-
стей изученных понятий в общем случае:
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Псевдопроективные
модули

Квазипроективные
модули

Мало
квазипроективные
модули

Автоморфизм-
поднимаемые
модули

Эндоморфизм-
поднимаемые
модули

Мало
эндоморфизм-
поднимаемые
модули
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Small quasi-projective modules

A.N. Abyzov, T.D.Bui

Abstract. We study small quasi-projective modules and closely related classes
of modules. The concept of a small quasi-projective module is dual to the concept
of an essentially quasi-injective module, which has recently been studied in several
works. It is shown that over right perfect rings, the class of small quasi-projective
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Полугрупповая C∗-алгебра, порожденная свободным
произведением абелевых полугрупп
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Аннотация. Исследуются полугрупповые C∗-алгебры, порожденные регу-
лярным представлением свободных произведений абелевых полугрупп. При-
веден критерий простоты таких алгебр, описаны характеры, градуировка и
ряд других свойств.
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Введение

Теория полугрупповых алгебр берет начало с работы Л.А.Кобурна [1], в которой
было показано, что все C∗-алгебры, порожденные неунитарной изометрией, канонически
изоморфны. С этой работой возник интерес к исследованию полугрупповых C∗-алгебр.
Начальные статьи посвящались различным обобщениям теоремы Кобурна. В работах
Р.Г. Дугласа [2], Ж. Мерфи [3] теорема Кобурна обобщена на положительные конусы упо-
рядоченных абелевых групп.

Позже А.Ника [4] распространил теорему Кобурна на C∗-алгебры, порожденные ко-
вариантными изометрическими представлениями квази-решетчатых упорядоченных полу-
групп. Важным примером квази-решетчатых полугрупп является свободное произведение
абелевых упорядоченных полугрупп, в частности, полугруппа F+

n = Z+ ∗Z+ ∗ . . . ∗Z+, об-
разованная свободным произведением неотрицательных целых чисел. В дальнейшем были
изучены и другие задачи, возникающие в полугрупповых C∗-алгебрах (см. [5–10]).

В данной статье исследуются свойства C∗-алгебр, порожденных регулярными пред-
ставлениями свободных произведений абелевых полугрупп. Простейшими примерами та-
ких алгебр являются алгебра Теплица–Кунца T On, порожденная регулярным представ-
лением свободной полугруппы F+

n , а также C∗-алгебры, которые порождаются индуктив-
ными пределами последовательности полугрупп F+

n (см. [11,12]). В нашей работе основное
внимание уделяется описанию свойств инверсной полугруппы мономов порожденной изо-
метрическими регулярными представлениями свободной полугруппы. Вводится понятие
двух типов индексов монома, что позволяет получить расслоение Фелла как по локальной
группе, так и по абелевой группе. Приводится критерий простоты C∗-алгебр, порожден-
ных регулярным представлением свободного произведения абелевых полугрупп.
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1. Свободное произведение абелевых групп

В данном параграфе приведем ряд необходимых сведений из теории групп, на кото-
рые будем ссылаться в дальнейшем.

Пусть Γ1, . . . ,Γn (n > 1) – дискретные абелевы группы, не содержащие подгрупп
конечного порядка. Через T = Γ1 ∗ . . . ∗ Γn обозначим свободное произведение групп Γi,
1 ≤ i ≤ n. По определению, T состоит из набора a = ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim , aik ∈ Γik , ik ̸= ik+1.
Каждый элемент aik ∈ Γik называется буквой, а произведение букв

a = ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim , aik ∈ Γik , ik ̸= ik+1,

называется словом. Произведением слова a на слово b = bj1 ∗bj2 ∗ . . .∗bjr называется слово:

a ∗ b =




ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim ∗ bj1 ∗ bj2 ∗ . . . ∗ bjr , если im ̸= j1;

ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ (aim · bj1) ∗ bj2 ∗ . . . ∗ bjr , если im = j1.

Обратное к слову a = ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim есть слово a−1 = a−1
im

∗ a−1
im−1

∗ . . . ∗ a−1
i1

. Единица e
в группе T отождествляется с единицами ei, i = 1, . . . , n, групп Γi.

Группа T является универсальным объектом в категории групп.
Пусть l = (j1, j2, . . . , jr) – подмножество множества (1, 2, . . . , n).
Определим гомоморфизм ωl : T → T ′, где T ′ = Γj1 ∗Γj2 ∗ . . . ∗Γjr , полагая для буквы

aik ∈ Γik

ωl(aik) =




e, если ik /∈ (j1, j2, . . . , jr),

aik , если ik ∈ (j1, j2, . . . , jr).

Расширим отображение ωl на T :

ωl(a) = ωl(ai1) ∗ ωl(ai2) ∗ . . . ∗ ωl(aim),

для a = ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim . Очевидно, ωl : T → T ′ – гомоморфизм и T = T ′ ∗ T ′′, где
T ′′ = Γi1 ∗ Γi2 ∗ . . . ∗ Γin−r и ik /∈ (j1, j2, . . . , jr).

С помощью отображения ωl : T → T ′ определим отображение ω̃l : T → Γ′, где Γ′ есть
абелева группа – декартово произведение групп Γji , i = 1, 2, . . . , r. Для a ∈ T , полагаем:

ω̃l(a) = ωl(ai1) · ωl(ai2) · . . . · ωl(aim). (1)

Таким образом определяется гомоморфизм ν : T → Γ:

ν(ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim) = (b1, b2, . . . , bn),

где bi – произведение тех букв в слове a, которые принадлежат Γi.
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Наделим группу Γ = Γ1 × Γ2 × . . . × Γn дискретной топологией. Пусть G – группа
характеров группы Γ, т. е. гомоморфизмов Γ в единичную окружность T. По теореме
Понтрягина, G – компактная абелева группа, группа ее характеров изоморфна Γ.

Группа G есть декартово произведение групп характеров G = G1×G2× . . .×Gn, где
Gi есть группа характеров группы Γi. В дальнейшем через

χa(g) = χa1(g1) · χa2(g2) · . . . · χan(gn), (2)

g = (g1, g2, . . . , gn) ∈ G, a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Γ, будем обозначать характер группы G,
соответствующий элементу a.

Наделив группу T дискретной топологией, можно показать, что G также является
группой характеров группы T и, если a = ai1 ∗ . . . ∗ aim , m ∈ N, тогда

χa(g) = χai1 (gi1) · χai2 (gi2) · . . . · χaim (gim)

есть характер группы G, соответствующий элементу a = ai1 ∗ . . . ∗ aim ∈ T .
Применяя теорему Понтрягина, получим следующее

Предложение 1. Группа характеров дискретной группы T есть компактная группа G,
а группа характеров группы G изоморфна группе Γ.

Сравнивая (1) и (2), получим

χa(g) = χν(a)(g), a ∈ T .

Локальной группой называется набор g = (g, g2,m, i), где g – дискретное множество,
g2 – подмножество в декартовом произведении g×g,m : g2 → g и i : g → g два отображения
такие, что

1) если (a, b), (b, c) ∈ g2 и (m(a, b), c), (a,m(b, c)) ∈ g2, тогдаm(m(a, b), c) = m(a,m(b, c));
2) если (a, b) ∈ g2, тогда (i(a), i(b)) ∈ g2 и m(i(a), i(b)) = i(m(b, a));
3) существует такой элемент e ∈ g, что (e, a), (a, e) ∈ g2 и m(a, e) = m(e, a) = a;
4) (a, i(a)), (i(a), a) ∈ g2 и m(a, i(a)) = m(i(a), a) = e.
Элемент e называется единицей g, отображение m : g2 → g – произведением, а

i : g → g – взятием обратного.
Локальная группа называется глобализуемой, если она вкладывается в группу. Каж-

дая симметричная окрестность группы является локальной группой.
Пусть P = S1 ∗ S2 ∗ . . . ∗ Sn – подполугруппа группы T , порожденная свободным про-

изведением подполугрупп Si группы Γi. Предположим, что каждая подполугруппа Si,
1 ≤ i ≤ n, не содержит нетривиальную группу и порождает группу Γi, т. е. Γi = Si · S−1

i ,
Si ∩ S−1

i = {ei}, где ei – единица в Γi, S−1
i = {a−1

i ∈ Γi : ai ∈ Si}. Полагая

P−1 = S−1
1 ∗ S−1

2 ∗ . . . ∗ S−1
n ,
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получим T = P ∗ P−1.
Гомоморфизм полугруппы P в единичный диск D называется полухарактером. По-

лухарактер называется характером, если образ гомоморфизма есть единичная окруж-
ность T. Группа характеров полугруппы P совпадает с G = G1 ×G2 × . . .×Gn.

Каждая полугруппа Si задает частичный порядок на Γi: ai ≺ bi, если найдется ci ∈ Si

такой, что ci · ai = bi. Этот порядок распространяется и на T : a ≺ b, если найдется c ∈ P

такой, что a ∗ c = b.
Полугруппа Si называется конусом в Γ, если Γi = Si ∪ S−1

i . В этом случает принято
писать Si = Γ+

i . Свободную полугруппу P порожденную конусами Γ+
i , i = 1, . . . , n, будем

обозначать P+ = Γ+
1 ∗ . . . ∗ Γ+

n .
Свободная группа Fn порожденная множеством мощности n изоморфна группе

Z ∗ . . . ∗ Z – свободному произведению n экземпляров Z. Группа характеров этой груп-
пы есть Tn – n-мерный тор. Полугруппа F+

n = Z+ ∗ . . .∗Z+ порождает группу Fn. Поэтому
ее группа характеров есть Tn, а полугруппа полухарактеров изоморфна произведению
дисков Dn.

2. Инверсные полугруппы

Пусть l2(P ) – гильбертово пространство квадратично суммируемых функций на P
со скалярным произведением

(f, g) =
∑

a∈P
f(a)g(a), f, g ∈ l2(P ).

Семейство функций {ea; a ∈ P}, ea(b) = σa,b – символ Кронекера, образуют ортонор-
мированный базис на l2(P ). Элемент базиса {ea; a ∈ P}, соответствующий единице e ∈ P ,
будем обозначать e0 и называть вакуумным, так как Tae0 = ea, для любого a ∈ P .

Регулярным представлением полугруппы P на l2(P ) называется отображение a → Ta,
a ∈ P , где Ta изометрически линейный оператор на l2(P ) такой, что Taeb = ea∗b. Если
a = ai1 ∗ ai2 ∗ . . . ∗ aim , тогда Ta = Tai1 · Tai2 · . . . · Taim .

Конечное произведение операторов Ta и T ∗
b, a,b ∈ P , где T ∗

b – оператор сопряженный
к Tb, называется мономом. Заметим, что сопряженным к Ta = Tai1 · Tai2 · . . . · Taim явля-
ется оператор T ∗

a = T ∗
aim

· . . . · T ∗
ai2

· T ∗
ai1

. Пусть M(P ) множество ненулевых мономов. Это
множество есть частичная инверсная полугруппа с единицей Te = E. Это означает, что
если W1,W2 ∈M(P ) и W1 ·W2 ̸= 0, тогда W1 ·W2 ∈M(P ).

Инверсность M(P ) означает, что

W ∗WW ∗ = W ∗ и WW ∗W = W.

Множество E(P ) = {W ∈M(P ) : W = W ∗} есть коммутативная подполугруппа в
M(P ) (см. [9, с. 21]).
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Пусть M(Si) – полугруппа мономов из M(P ), которые порождаются операторами
Tai , T ∗

bi
, ai, bi ∈ Si, i = 1, 2, . . . , n. Мономы в M(P ) принадлежащие M(Si), 1 ≤ i ≤ n, будем

называть элементарными мономами.

Предложение 2. Каждый моном W ∈M(P ) однозначно раскладывается в произведения
элементарных мономов:

W = Wi1 ·Wi2 · . . . ·Win , Wik ∈M(Sik).

Число r будем называть длиной монома W = Wi1 ·Wi2 ·. . .·Wir и обозначать d(W ) = r.
Отметим, если Si = Γ+

i – конус в Γi, тогда каждый элементарный моном в M(Si)

представим в виде TaiT ∗
bi
, ai, bi ∈ Si. Если Si задает частичный порядок на Γi, тогда суще-

ствуют ai и bi ∈ Γi такие, что мономы T ∗
ai
Tbi и T ∗

bi
Tai не являются изометриями.

Предложение 3.
1) Предположим, для монома Wi ∈ M(Si) справедливо Wie0 = eai, ai ∈ Si, где e0 –

вакуумный элемент. Тогда Wi = Tai. В частности, если WiTai = E, Wi ∈M(Si),
тогда Wi = T ∗

ai
.

2) Пусть в мономе W ∈M(P ), W = Wi1 ·Wi2 · . . . ·Wim, ik-й элемент Wik равен Taik ,
aik ∈ Sik . Тогда Wik−1

= Taik−1
, aik−1

∈ Sik−1
.

3) Пусть элементарный моном Wik ∈ M(Sik) не принадлежит полугруппе {Taik},
aik ∈ Sik . Тогда Wik+1

= T ∗
aik+1

, aik+1
∈ Sik+1

.
4) Пусть в представлении W = Wi1 ·Wi2 ·. . .·Wim элементарный моном Wik ∈M(Sik)

не принадлежит полугруппам {Taik} и {T ∗
aik

}, aik ∈ Sik , 1 ≤ k ≤ m. Тогда
W = TaWikT

∗
b, где a ∈ Si1 ∗ . . . Sik−1

, b ∈ Sik+1
∗ . . . ∗ Sim.

Верно и обратное: для любых a ∈ Si1 ∗ . . . Sik−1
, b ∈ Sik+1

∗ . . .∗Sim и Wik ∈M(Sik)

моном W = TaWikT
∗
b принадлежит M(P ).

Доказательство. 1) Для простоты, предположим Wi = Ta1T
∗
b1
Ta2T

∗
b2

, a1, a2, b1, b2 ∈ Si.
Из равенства T ∗

b2
e0 = 0, когда b2 не равно единице полугруппы Si, следует e2 = b и

Wi = Ta1T
∗
b1
Ta2 . Поэтому, T ∗

b1
Ta2e0 ̸= 0, т. е. b1 ≺ a2. Следовательно, Wi = Ta1Tc, где cb1 = a2,

a1c = a0.
2) Пусть Wik−1

= V T ∗
bik−1

Taik−1
, bik−1

и aik−1
несравнимы, V ∈M(Sik−1

). Покажем, что
Wik−1

Taik = 0. Допустим противное, тогда найдется eb ∈ {ea}a∈P такое, что Wik−1
Taikeb ̸= 0,

т. е. (b−1
ik−1

a−1
ik−1

) ∗ aik ∗ b ∈ P или, что то же, b−1
ik−1

a−1
ik−1

∈ Sik−1
. Следовательно, bik−1

≺ aik−1
.

Пришли к противоречию.
3) и 4) следуют из 2).

Отметим, что если Si = Γ+
i – конус в Γi, для всех i, тоW = TaT

∗
b, a,b ∈ P ,W ∈M(P ).

Пусть Pk = S1 ∗ S2 ∗ . . . ∗ Sk подполугруппа полугруппы P . Обозначим через M(Pk)

частичную инверсную подполугруппу полугруппы M(P ) порожденную элементарными
мономами Wi, 1 ≤ i ≤ k.
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Предложение 4. Существует гомоморфизм γk :M(P ) →M(Pk).

Доказательство. Определим операцию сокращения элементарных мономов. Пусть задан
моном

W = TaWikT
∗
b = Tai1Tai2 . . . Tail−1

WilT
∗
bil+1

. . . T ∗
br .

Операция сокращения заключается в следующем: в произведении элементарных мо-
номов заменим на E те, которые не принадлежат M(Pk). Получим ненулевой моном
W ′ = Ta′W ′

il
T ∗
b′ , где a′,b′ ∈ Pk, W ′

il
= Wil , если 1 ≤ il ≤ k.

Учитывая, что каждый моном W ∈M(P ) имеет вид W = TaWilT
∗
b, можно показать,

что отображение W → W ′ из M(P ) в M(Pk) есть гомоморфизм.

В дальнейшем этот гомоморфизм будем называть операцией сокращения и обозна-
чать γk :M(P ) →M(Pk).

Определим отображение τi :M(Si) → Γi, полагая

τi(Ta1 · T ∗
b1
· Ta2 · T ∗

b2
· . . . · Tak · T ∗

bk
) = (a1 · a2 · . . . · ak)(b1 · b2 · . . . · bk)−1.

Это отображение есть гомоморфизм инверсной полугруппы на группу. Ядро этого
гомоморфизма состоит из идемпотентов полугруппы M(Si).

Предложение 5. Отображение τ :M(P ) → T :

τ(Wi1 · . . . ·Wim) = τi1(Wi1) ∗ . . . ∗ τim(Wim), Wik ∈M(Sik)

есть гомоморфизм частичной инверсной полугруппы на локальную группу в T .

Доказательство. Достаточно заметить, что слова b−1 ∗ a, b ∈ Si, a ∈ Sj, i ̸= j, не принад-
лежат τ(M(P )).

Следствие 6. Ядро Ker τ гомоморфизма τ :M(P ) → T состоит из идемпотентов.

Отметим, что если Si = Γ+
i , тогда ядро состоит из операторов Ta · T ∗

a , a ∈ P . В
противном случае, из несравнимости a и b, a, b ∈ Si, следует, что T ∗

b TaT
∗
aTb – идемпотент

в M(Si).
Суперпозиция

ν ◦ τ :M(P ) → Γ,

где ν – гомоморфизм (1), определяет гомоморфизм из M(P ) на Γ.
Для монома W ∈M(P ) можно определить два индекса. Слово τ(W ) будем называть

T -индексом монома W , а элемент ν ◦ τ(W ) – Γ-индексом.
Наделим M(P ) дискретной топологией. Характером полугруппы M(P ) назовем ча-

стичный гомоморфизм из M(P ) на единичную окружность T. Сужение характера на по-
лугруппу M(Si) является характером этой полугруппы. Группа характеров M(Si) есть
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Gi – группа характеров Γi и G = G1 × . . . × Gn – группа характеров полугруппы M(P ).
Полагая для характеров

χW (g) = χν◦τ(W )(g), W ∈M(P ), g ∈ G, (3)

в дальнейшем будем писать

g(W ) = χW (g) = χτ(W )(g).

Пусть AutM(P ) – группа автоморфизмов полугруппы M(P ). Определим представ-
ление σ : G→ AutM(P ), полагая σg(W ) = χW (g)W.

Предложение 7. Отображение σ : G→ AutM(P ) есть представление группы G в груп-
пу автоморфизмов M(P ).

Доказательство. Пусть W1, W2 ∈M(P ) такие, что W1 ·W2 ∈M(P ). Тогда

σg(W1 ·W2) = χW1·W2(g)W1 ·W2 = χW1(g)W1 · χW2(g)W2 = σg(W1) · σg(W2).

Пространство M0(P ) неподвижных мономов для представления σg, g ∈ G, есть ча-
стичная инволютивная полугруппа, состоящая из тех мономов W , для которых χW ≡ 1.

Замечание. Частично инверсная полугруппа M(P ) называется инверсной оболочкой по-
лугруппы P ([9, с. 54]).

3. Алгебра C∗
r (P )

Пространство L(P ) всех конечных линейных комбинаций мономов из M(P ) образует
инволютивную подалгебру алгебры B(l2(P )) всех ограниченных линейных операторов на
l2(P ). Замыкание L(P ) в операторной норме есть приведенная полугрупповая C∗-алгебра
C∗

r (P ) порожденная регулярным представлением полугруппы P .

Теорема 8. Существует точное представление σ : G→ AutC∗
r (P ) компактной абелевой

группы G = G1 × . . .×Gn в группу автоморфизмов AutC∗
r (P ).

Доказательство. Пусть U(P ) – группа унитарных операторов на l2(P ). Определим пред-
ставление U : G→ U(P ), полагая, на базисе {ea}a∈P :

Ugea = χa(g)ea.

Покажем, что алгебра C∗
r (P ) инвариантна для внутреннего автоморфизма AdUg ал-

гебры B(l2(P )). Для этого достаточно показать, что операторы Ta, a ∈ P , собственные
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векторы автоморфизма AdUg. Пусть eb ∈ {ea}a∈P . Тогда

AdUg(Ta)(eb) = UgTaUg−1(eb) = χb(g−1)TUgTaeb = χb(g−1)χa∗b(g)ea∗b = χa(g)Taeb.

Таким образом,
UgTaUg−1 = χa(g)Ta.

Поэтому, см. (3),
UgWUg−1 = χW (g)W, W ∈M(P )

и отображение g → AdUg есть представление группы G в группу AutC∗
r (P ).

Для доказательства непрерывности достаточно показать, что C∗
r (P )-значная функ-

ция A(g) = UgAU
∗
g , A ∈ C∗

r (P ), равномерно непрерывна на G. Функция

W (g) = UgWU∗
g = χW (g)W, W ∈M(P ),

равномерно непрерывна на G. Поэтому и функции B(g) = UgBU
∗
g , B ∈ L(P ), равномерно

непрерывны. Следовательно, A(g), A ∈ L(P ) = C∗
r (P ), равномерно непрерывна на G.

Пусть C(G;C∗
r (P )) – алгебра всех равномерно непрерывных функций на G со значе-

ниями в C∗
r (P ). Из теоремы 8 следует, что отображение A → A(g) = UgAU

∗
g есть изомор-

физм между алгеброй C∗
r (P ) и алгеброй A = {A(g) ∈ C(G;C∗

r (P )) : A ∈ C∗
r (P )}. Каждая

функция A(g) ∈ A раскладывается в ряд Фурье

A(g) ≃
∑

b∈Γ
Ab(g),

где Ab(g) = χb(g)Ab, Ab =

∫

G

A(g)χ̄b(g)dµ.

Пусть Bb – замкнутое подпространство в C∗
r (P ) порожденное линейными комбинаци-

ями элементов Ab, b ∈ Γ. Заметим, UgAbU
∗
g = χb(g)Ab. По аналогии с классической теорией

рядов Фурье:
1) Ba · Bb ⊂ Ba·b;
2) B∗

b = Bb−1 ;
3) C∗

r (P ) =
⊕Bb;

4) для каждого b ∈ Γ существует сжимающее отображение

Fb : C
∗
r (P ) → Bb;

5) Fe : C
∗
r (P ) → Be – условное ожидание.

Семейство {Bb}b∈Γ называется расслоением Фелла над группой Γ, а представление
C∗

r (P ) =
⊕Bb – градуировкой C∗

r (P ) по Γ. Из 1) следует, что Bb, b ∈ Γ, есть Be-бимодуль.
В работе [12] была построена градуировка алгебры C∗

r (P ) по локальной группе g = τ(M(P )).
Пусть Wa = {W ∈M(P ) : τ(W ) = a}, a ∈ T . Множество тех a ∈ T , для которых
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Wa ̸= {∅}, образует локальную группу g = τ(M(P )). Пусть Ba – замкнутое линейное
подпространство в C∗

r (S) порожденное мономами из Wa.

Предложение 9 ([12]). Семейство {Ba}a∈g обладает следующими свойствами:
1) Ba ·Bb = 0, если a ∗ b /∈ g и Ba ·Bb ⊂ Ba∗b в противном случае;
2) B∗

a = Ba−1 ;
3) Be – коммутативная C∗-алгебра порожденная линейными комбинациями идем-

потентов;
4) C∗

r (P ) =
⊕

a∈gBa;
5) для каждого a ∈ T существует сжимающее отображение Φa : C∗

r (P ) → Ba;
6) Φe : C

∗
r (P ) → Be, e ∈ T , является условным ожиданием.

Установим связь между градуировками по Γ и локальной группой g. Покажем, что
среди приведенных расслоений расслоение по локальной группе более “мелкое”.

Предложение 10. Пусть {Bb}b∈Γ и {Ba}a∈g два расслоения над коммутативной группой
Γ и свободной группой T порожденные алгеброй C∗

r (P ). Тогда
1) Bb =

⊕
a∈τb Ba, где τb = {a ∈ T : ν(τ(a)) = b};

2) Bb ·Bc =
⊕

a∈τb∗τcBa;
3) B∗

b =
⊕

a∈τbB
∗
a;

4) для каждого a ∈ τb существует сжимающее отображение Φb
a : Bb → Ba;

5) Φ : Be → Be – условное ожидание.

Доказательство. Для доказательства достаточно определить Φb
a = Fb ◦ Φa.

Пусть Cb(P ) – алгебра всех ограниченных функций на полугруппе P . Так как Be

– коммутативная алгебра диагональная относительно базиса {eb}b∈R, алгебра Be есть по-
далгебра Cb(P ).

Приведенные градуировки алгебры C∗
r (P ) порождают коммутативную диаграмму:

C∗
r (P ) Be

Be

Fe

Φe

Φ

с отображениями – условными ожиданиями.
Определим два индекса монома W ∈M(P ): indT (W ) = τ(W ) и indΓW = ν(W ) ∈ Γ.
Из предложения 10 следует, что градуировка по локальной группе g алгебры C∗

r (P )

более “мелкая”, чем по группе Γ. Отметим, еслиWeb ̸= 0, тогдаWeb = ea∗b, где a = indT W .
Пусть C∗

r (Pk) – полугрупповая алгебра порожденная регулярным представлением
полугруппы Pk = Si1 ∗ Si2 ∗ . . . ∗ Sik , k < n, на l2(Pk).

Теорема 11. Существует вложение hk : C
∗
r (Pk) → C∗

r (P ) и условное ожидание
jk : C

∗
r (P ) → C∗

r (Pk) такие, что jk ◦ hk = id – тождественное отображение.



38 С.А. Григорян, Т.А. Григорян

Доказательство. Пусть Q – унитальная подполугруппа полугруппы P , состоящая из тех
слов a = ai1 ∗ . . . ∗ aim , m ∈ N, первая буква которых ai1 не принадлежит Pk \ {e}, e –
единица полугруппы P . Очевидно, P = Pk ∗ Q. Полагая Qb = {a ∗ b : a ∈ Pk}, b ∈ Qk,
представим l2(P ) в виде прямой суммы гильбертовых пространств

l2(P ) =
⊕

b∈Q
l2(Qb).

Заметим, что l2(Qe) = l2(Pk). Унитарный оператор Ub
r : l2(Qb) → l2(Qr), b, r ∈ Q,

Ub
r (ea∗b) = ea∗r коммутирует с оператором Td, d ∈ Pk, т. е. TdUb

r = Ub
r Td. Поэтому оператор

Td, d ∈ Pk, есть сумма копий операторов Td,b = Td|l2(Qb), Td =
⊕

b∈Q Td,b. Аналогично,
T ∗
d =

⊕
b∈Q T

∗
d,b. Следовательно, каждый моном W ∈ M(Pk) можно представить в виде

мономов
W =

⊕

b∈Q
Wb, Wb = W |l2(Qb).

Таким образом, C∗-подалгебра алгебры C∗
r (P ) порожденная операторами Td, d ∈ Pk,

распадается на копии C∗-алгебр изоморфных алгебре C∗
r (Pk) и отображение

hk : C
∗
r (Pk) → C∗

r (P ), hk(A) =
⊕

b∈QAb, есть вложение, где Ab = A|l2(Qb). Построим теперь
условное ожидание. Для этого достаточно показать, что если моном W не принадлежит
M(Pk), тогда jk(W ) = 0. Действительно, из п. 4) предложения 3 следует, W = TaWi0T

∗
b.

Поэтому
indT W = a ∗ τi0(Wi0) ∗ b−1

и, если r,d ∈ Pk такие, что Wer = ed, то

d = a ∗ τi0(Wi0) ∗ b−1 ∗ r.

Отсюда a ∗ τi0(Wi0) ∗ b−1 ∈ Pk и W ∈M(Pk).
Таким образом, замкнутое подпространство в C∗

r (P ) порожденное мономами
W /∈M(Pk) образует Ker jk – ядро отображения jk : C∗

r (P ) → C∗
r (Pk) и C∗

r (P ) = C∗
r (Pk)

⊕

Ker jk. Если W1 ∈M(Pk), W2 /∈M(Pk), тогда W1 ·W2 /∈M(Pk). Поэтому Ker jk есть C∗
r (Pk)-

бимодуль и jk есть условное ожидание. Для завершения доказательства достаточно заме-
тить, что jk ◦ hk = id.

Пусть TX – C∗-подалгебра C∗
r (P ) порожденная конечным множествомX = {a1, a2, . . . ,

an}, ai ∈ Si \ {e}. Из равенства T ∗
ai
Taj = 0, если i ̸= j, следует

∑
TaiT

∗
aj
< I. Поэтому

алгебра TX изоморфна алгебре Теплица–Кунца T On (см. [5]). Фактор алгебра T On по
коммутаторному идеалу K ⊂ T On изоморфна алгебре Кунца On.

Теорема 12.
1) Существует вложение λ : TX → C∗

r (P ) и условное ожидание β : C∗
r (P ) → TX

такие, что β ◦ λ = id.
2) Существует вполне положительное отображение ϕ : C∗

r (P ) → On.
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Доказательство. 1) проверяется также как и теорема 11. Для проверки 2) достаточно
задать ϕ как композицию отображения β с фактор отображением TX ≃ T On по K.

4. Идеалы алгебры C∗
r (P )

В работе [13, с. 436] было показано, что если среди абелевых полугрупп Si, i = 1, . . . , n,
есть плотная в R+ полугруппа, то алгебра C∗

r (P ), P = S1 ∗ . . . ∗ Sn, есть простая
C∗-алгебра. Аналогичное утверждение верно и для индуктивного предела алгебры Теплица–
Кунца T On, хотя алгебра T On не проста [10]. В связи с этим возникает вопрос: описать
те полугруппы P = S1 ∗ . . . ∗ Sn, регулярные представления которых порождают простые
C∗-алгебры. В данном разделе дается ответ на этот вопрос.

Семейство правых главных идеалов J = {Ia}a∈P , где Ia = {a ∗ b : b ∈ P}, можно
превратить в унитальную полугруппу, полагая Ia · Ib = Ia∗b, с единицей Ie = P . Если
a ≺ b, т. е. b = a ∗ c, тогда Ib ⊂ Ia. Элемент a ∈ P 0 = P \ {e} называется минимальным
слева, если из условия b ≺ a, b ∈ P 0, следует b = a. Множество минимальных элементов
L полугруппы P называется базисом, если для любого b ∈ P найдется a ∈ L такое, что
a ≺ b. Будем говорить, что P имеет конечный базис, если L – конечное множество.

Предложение 13. Пусть L – базис в P . Тогда L =
n⋃

i=1

Li, где Li = L ∩ Si – базис в Si, и

обратно, если Li – базис в Si, тогда L =
n⋃

i=1

Li – базис в P .

Доказательство. Пусть a ∈ P минимальный элемент. Тогда a – буква и, следовательно,

принадлежит некоторому Si, и является минимальным в Si. Поэтому L =
n⋃

i=1

Li. Верно и

обратное: объединение минимальных элементов полугруппы Si, i = 1, . . . , n, есть множе-
ство минимальных элементов в P .

Не каждая полугруппа имеет базис. Если Si = Z+ × Z+, i = 1, . . . , n, то полугруппа
P имеет конечный базис. В случае Si = (N×N)∪{(0, 0)}, i = 1, . . . , n, полугруппа P имеет
счетный базис, а в случае Si = R+ у полугруппы P нет базиса.

Лемма 14. Пусть a и b такие элементы в S1, что либо a и b несравнимы, либо b ≺ a.
Тогда, для любого d ∈ Sj \ {e}, j ̸= 1, справедливо T ∗

dT
∗
b Ta = 0.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда b ≺ a. Пусть c ∈ P такое слово,
c = ci1 ∗ ci2 ∗ . . . ∗ cim , что T ∗

b Taec ̸= 0. Это равносильно условию: (b−1 · a) ∗ c ∈ P . Так как
b−1 · a ∈ S1, получим, что первая буква ci1 в слове (b−1 · a) ∗ c принадлежит S1. Буква d не
принадлежит S1, поэтому d−1 ∗ b−1 · a ∗ c /∈ P , т. е. T ∗

dT
∗
b Ta = 0.

Отметим, что T ∗
aTbTd = (T ∗

dT
∗
b Ta)

∗ = 0.
Обозначим через IW , W ∈ M(P ), множество тех букв ai, bj, cl, которые участвуют в

представлении монома W = Ta1Ta2 . . . Tan(Tc1T
∗
c2
. . . TclT

∗
c2l
)T ∗

b1
T ∗
b2
. . . T ∗

br
.
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Лемма 15. Пусть {Wi}n1 такое семейство мономов, что для некоторого d ∈ S1 \ {e}
каждая буква из IWi

, i = 1, . . . ,m, либо несравнима с d, либо больше d. Тогда, для любого
r ∈ Sj, j ̸= 1, справедливо T ∗

r T
∗
dWiTdTr = 0, i = 1, . . . , n.

Доказательство. Действительно, полагая Wi = W , имеем

T ∗
r T

∗
d

(
Ta1Ta2 . . . Tan

(
Tc1T

∗
c2
. . . TclT

∗
c2l

)
T ∗
b1
T ∗
b2
. . . T ∗

bn

)
TdTr

= T ∗
r T

∗
dTa1

(
Ta2 . . . Tan

(
Tc1T

∗
c2
. . . TclT

∗
c2l

)
T ∗
b1
T ∗
b2
. . . T ∗

bn−1

)
(T ∗

bnTdTr) = 0,

так как T ∗
r T

∗
dTa1 = T ∗

bn
TdTr = 0.

Пусть K – алгебра компактных операторов на l2(S).

Теорема 16. Следующие условия эквивалентны:
1) полугруппа P имеет конечный базис;
2) K – подалгебра в C∗

r (P ).

Доказательство. 1) ⇒ 2) Пусть L – конечный базис полугруппы P , L = (a1, a2, . . . , am).
Тогда оператор J = Ta1T

∗
a1

+ Ta2T
∗
a2

+ . . . + TamT
∗
am является диагональным относительно

базиса {ea}a∈P и обладает следующим свойством: Je0 = 0, Jea = kaea, где 1 ≤ ka ≤ m.
По теореме о функциональном исчислении, C∗-подалгебра алгебры C∗

r (P ), порож-
денная единицей и оператором J , содержит проектор на e0.

Так как алгебра C∗
r (P ) неприводима на l2(P ) и содержит проектор на e0, тоK ⊂ C∗

r (P ),
см. [14, теорема 2.4.5].

2) ⇒ 1) Пусть K ⊂ C∗
r (P ). Тогда проектор Q0e0 = e0, Q0ea = 0, a ̸= e, так как

принадлежит C∗
r (P ). Поэтому существует конечная комбинация мономов

m∑
i=1

αiWi ∈ L(P )

такая, что
∥∥∥∥Q0 −

m∑
i=1

αiWi

∥∥∥∥ <
1

2
.

Тогда
∥∥∥∥
(
Q0 −

m∑
i=1

αiWi

)
(e0)

∥∥∥∥ <
1

2
. Следовательно, найдется моном Wi0 , 1 ≤ i0 ≤ m,

такой, что Wi0(e0) = e0. Поэтому Wi0 = E, где E – единица алгебры C∗
r (P ) и

|I − αi0| =
∣∣∣∣∣

((
Q−

m∑

i=1

αiWi

)
e0, e0

)∣∣∣∣∣ <
1

2
.

Допустим, у P нет конечного базиса. Тогда найдутся a, b ∈ P такие, что T ∗
aT

∗
bWiTaTb = 0,

i ̸= i0, и ∥∥∥∥∥T
∗
aT

∗
bQTaTb −

m∑

i=1

T ∗
aT

∗
bWiTaTb

∥∥∥∥∥ = |αi0| <
1

2
.

Пришли к противоречию.

Покажем, что других идеалов в C∗
r (P ) нет.
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Теорема 17. Следующие условия эквивалентны:
1) P не имеет конечного базиса;
2) C∗

r (P ) – простая алгебра.

Доказательство. 1) ⇒ 2) Пусть D ̸= 0, принадлежит идеалу J ⊂ C∗
r (P ) и (Dec, ed) ̸= 0,

для некоторых c,d ∈ P . Полагая

A =
1

(D′e0, e0)
D′,

где D′ = T ∗
dDTc, получим (Ae0, e0) = 1. Пусть {Wi}m1 такое семейство мономов, что

∥∥∥∥∥A−
m∑

i=1

αiWi

∥∥∥∥∥ < ϵ < 1, αi ∈ C.

Из условия (Ae0, e0) = 1 следует, что Wi0e0 = e0, для некоторого i0, т. е. Wi0 = E. Поэтому

|1− αi0 | =
∣∣∣∣∣

((
A−

m∑

i=1

αiWi

)
e0, e0

)∣∣∣∣∣ < ϵ.

Пусть a,b ∈ P такие буквы, что

T ∗
aT

∗
bWiTaTb = 0, i ̸= i0.

Тогда ∥∥∥∥∥T
∗
aT

∗
b

(
A−

m∑

i=1

αiWi

)
TaTb

∥∥∥∥∥ = ∥T ∗
aT

∗
bATaTb − αi0E∥ < ϵ.

Отсюда ∥∥∥∥
1

αi0

(T ∗
aT

∗
bATaTb − E)

∥∥∥∥ <
ϵ

|αi0|
<

ϵ

1− ϵ
,

и dist(E, J) <
ϵ

1− ϵ
, для произвольного ϵ > 0, т. е. E ∈ J . Следовательно, C∗

r (P ) простая
C∗-алгебра.

2) ⇒ 1) Тривиально.

Воспользовавшись теоремами 16 и 17, получим, что если у полугруппы P есть ко-
нечный базис, то существует короткая точная последовательность

0 K C∗
r (P ) A 0,id π

где id – вложение, а π – фактор-отображение.
Авторы благодарят рецензента за внимательное отношение к работе и ценные заме-

чания.
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Топология для дискретной математики

Ю.Л. Ершов

Аннотация. Представлен ряд результатов, касающихся проблемы существо-
вания и единственности продолжений непрерывных отображений топологиче-
ских пространств.

Ключевые слова: T0-пространство, непрерывное отображение, собрифика-
ция, u-расширение.
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Введение

Данная работа является расширенной версией доклада автора на церемонии вруче-
ния премии Лобачевского (Казанский (Приволжский) федеральный университет, декабрь
2023 года). Здесь обсуждается ряд понятий и результатов, связанных с вопросом существо-
вания и единственности продолжений непрерывных отображений топологических про-
странств. Все приведенные здесь понятия и результаты (вместе с их доказательствами)
можно найти в монографии автора “Топология для дискретной математики” [1], изданной
Сибирским отделением Российской академии наук в 2020 году.

Монографии [2–4], посвященные близким вопросам, были изданы на английском язы-
ке. Стоит отметить выпуск журнала Annals of Pure and Applied Logic [5], который также со-
держит близкие по тематике результаты. На русском языке общая теория T0-пространств
систематическим образом изложена впервые в указанной выше монографии [1].

Топологией на множестве X называется семейство множеств T ⊆ 2X такое, что
1) ∅, X ∈ T ;
2) если U0, U1 ∈ T , то U0 ∩ U1 ∈ T ;
3) если Vi ∈ T для любого i ∈ I, то

⋃
i∈I Vi ∈ T .

В этом случае X = ⟨X, T ⟩ называется топологическим пространством. Полагаем при
этом T (X) = T .

Очевидно, что топология T (X) образует полную решетку относительно теоретико-
множественного включения ⊆, где для произвольного семейства открытых множеств

Благодарности. Работа выполнена в рамках госзадания Института математики им. С. Л. Соболева
СО РАН, проект FWNF-2022-0012.

© 2024 Ю.Л. Ершов
Поступила: 11.06.2024. Принята: 10.08.2024. Опубликована: 17.10.2024.
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Vi ∈ T (X), i ∈ I, справедливо:

∧

i∈I
Vi = int

⋂

i∈I
Vi,

∨

i∈I
Vi =

⋃

i∈I
Vi.

Топологическое пространство X называется T0-отделимым или просто T0-пространством,
если оно удовлетворяет следующей аксиоме T0-отделимости:

для любых различных x0, x1 ∈ X существует U ∈ T
такое, что xi ∈ U и x1−i /∈ U для некоторого i < 2.

Далее мы будем рассматривать только T0-пространства.

1. Проблема существования и единственности продолжений

Вопрос 1. Рассмотрим произвольные топологические пространства X,Y,Z. Пусть X ≤ Y,
а отображение f : X → Z непрерывно. Существует ли непрерывное отображение f ′ : Y → Z
такое, что f ′|X = f? Когда такое отображение f ′ единственно?

X -id Y
@

@
@Rf

�
�

�	 f ′

Z

Топологическое пространство Z такое, что для любого расширения X ≤ Y и лю-
бого непрерывного отображения f : X → Z существует его непрерывное продолжение
f ′ : Y → Z, называется инъективным. Если потребовать существование продолжений
только для таких расширений X ≤ Y, для которых пространство X плотно в Y (т. е.
Y = clYX), то мы получим отпределение ограниченно инъективного пространства.

Описание таких пространств представлено в теоремах 11–12 ниже. Кроме того, тео-
рема 4 ниже связана с вопросом единственности продолжений, а теорема 7 ниже – с
существованием продолжений для расширений специального вида (так называемых u-
расширений).

Для произвольного непрерывного отображения f : X → Y рассмотрим отображение

f : T (Y) → T (X), f ∗ : U 7→ f−1(U).

Непосредственно можно проверить, что f ∗ является гомоморфизмом (0, 1)-решеток, кото-
рый сохраняет произвольные объединения.

Вопрос 2. Когда для гомоморфизма (0, 1)-решеток g : T (Y) → T (X), сохраняющего про-
извольные объединения, имеет место равенство g = f ∗ для подходящего непрерывного
отображения f : X → Y?
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Частичный ответ на этот вопрос дает теорема 5 ниже.

2. α-пространства

Для топологического пространства X рассмотрим следующие понятия.
• Отношение специализации ≤. Для произвольных x, y ∈ X полагаем x ≤ y, если

для любого открытого множества U ∈ T (X) включение x ∈ U влечет включение
y ∈ U .

• Для произвольного x ∈ X полагаем

↓x = {y ∈ X | y ≤ x}, ↑x = {y ∈ X | x ≤ y}.

• Отношение аппроксимации ≺. Для произвольных x, y ∈ X полагаем x ≺ y, если
y ∈ int ↑x.

Нетрудно проверить, что X является T0-пространством тогда и только тогда, когда
отношение специализации ≤ является частичным порядком на X.

Топологическое пространство X называется α-пространством, если для любых x ∈ X

и U ∈ T (X) включение x ∈ U влечет существование такого y ∈ U , что y ≺ x.
Следующая теорема характеризует α-пространства в терминах их решеток откры-

тых множеств.

Теорема 3 (о характеризации α-пространств). Топологическое пространство X является
α-пространством тогда и только тогда, когда полная решетка T (X) является вполне
дистрибутивной, т. е. для произвольных семейств открытых множеств Wi ⊆ T (X),
i ∈ I, имеет место равенство

int
(⋂

i∈I

⋃
Wi

)
=
⋃

f∈F
int
(⋂

i∈I
f(i)

)
,

где F =
∏

i∈I Wi.

3. Сопредельные точки и u-расширения

Рассмотрим расширение топологических пространств X ≤ Y. Точка y ∈ Y называ-
ется сопредельной для X в Y, если для любого U ∈ T (Y) из включения y ∈ U следует, что
↓y ∩ U ∩X ̸= ∅.

Пусть sobY X обозначает множество всех сопредельных точек для X в Y. Следующее
понятие связано с вопросом единственности продолжений, см. вопрос 1.

Расширение X ≤ Y называется u-расширением, если для любых непрерывных отоб-
ражений f, g : X → Y равенство f |X = g|X влечет равенство f = g.

Теорема 4 (о характеризации u-расширений). Для расширения X ≤ Y следующие условия
равносильны.
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(i) Расширение X ≤ Y является u-расширением.
(ii) Для любого U ∈ T (X) существует единственное V ∈ T (Y) такое, что U = V ∩X.
(iii) Справедливо равенство Y = sobYX.

4. Собранные пространства и собрификации

Подмножество A пространства X называется неприводимым, если для произвольных
замкнутых подмножеств F0, F1 в X включение A ⊆ F0 ∪ F1 влечет включение A ⊆ Fi для
некоторого i < 2.

Очевидно, что множество ↓x замкнуто и неприводимо в X для любого x ∈ X.
Топологическое пространство X называется собранным, если семейство {↓x | x ∈ X}

исчерпывает семейство всех непустых замкнутых неприводимых подмножеств в X.
Следующая теорема дает частичный ответ на вопрос 2.

Теорема 5. Если пространство Y является собранным, то для любого гомоморфизма
(0, 1)-решеток g : T (Y) → T (X), сохраняющего произвольные объединения, существует
непрерывное отображение f : X → Y такое, что g = f ∗.

В качестве следствия теоремы 5 получаем такой результат.

Теорема 6. Если пространства X и Y являются собранными, а их решетки топологий
T (X) и T (Y) изоморфны, то пространства X и Y гомеоморфны.

Следующая теорема связана с вопросом существования и единственности продолже-
ний, см. вопрос 1.

Теорема 7 (о характеризации собранных пространств). Для топологического простран-
ства X следующие условия равносильны.

(i) Пространство X является собранным.
(ii) Для любого расширения X ≤ Y справедливо X = sobYX.
(iii) Пространство X не имеет собственных u-расширений.
(iv) Для любого u-расширения Y0 ≤ Y и любого непрерывного отображения f0 : Y0 → X

существует [единственное] непрерывное отображение f : Y → X такое, что
f |Y0 = f0.

Собранное пространство Y называется собрификацией пространства X, если суще-
ствует гомеоморфное вложение λ : X → Y такое, что Y = sobY λ(X).

Теорема 8. Собрификация любого T0-пространства единственна с точностью до гомео-
морфизма.

Следующая теорема характеризует собрификации T0-пространств.

Теорема 9 (о характеризации собрификаций). Для расширения X ≤ Y следующие условия
равносильны.
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(i) Y является собрификацией пространства X.
(ii) Y является наибольшим u-расширением X.
(iii) Y является наименьшим собранным расширением X.

Теорема 10. Если X ≤ Y является u-расширением, то собрификации пространств X и
Y гомеоморфны.

5. Инъективные пространства

Напомним, что топологическое пространство Z называется (ограниченно) инъектив-
ным, если для любого расширения пространств X ≤ Y (такого что X плотно в Y) и любого
непрерывного отображения f : X → Z существует непрерывное отображение f ′ : Y → Z та-
кое, что f ′|X = f .

Следующие две теоремы характеризуют (ограниченно) инъективные пространства,
см. вопрос 1.

Теорема 11 (о характеризации инъективных пространств). Топологическе пространство
X является инъективным, если и только если выполнены следующие условия:

(i) ч. у. множество ⟨X;≤⟩ является полной решеткой;
(ii) X является α-пространством (равносильно, полная решетка T (X) вполне дис-

трибутивна);
(iii) X является собранным пространством.

Теорема 12 (о характеризации ограниченно инъективных пространств). Топологическое
пространство X является ограниченно инъективным, если и только если выполнены сле-
дующие условия:

(i) ч. у. множество ⟨X;≤⟩ является bc-полным (т. е. любое ограниченное подмно-
жество в ⟨X;≤⟩ имеет точную верхнюю грань);

(ii) X является α-пространством (равносильно, полная решетка T (X) вполне дис-
трибутивна);

(iii) X является собранным пространством.
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Аннотация. Мы показываем, что квазимногообразие (0, 1)-решеток, порож-
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Введение

Настоящая статья является первой в серии работ, посвященных квазимногообра-
зию SP(M3) (0, 1)-решеток, порожденному диамантом M3. Здесь мы показываем, что это
квазимногообразие является многообразием и находим его базис квазитождеств, см. след-
ствие 9. Отметим, что базис тождеств для многообразия V(M3), порожденного M3, был
найден ранее М.Шютценбергером [1], см. также работу С.Д.Комера и Д.С. Хонга [2]. Наш
базис тождеств отличается от базиса тождеств, найденного в [2]. С использованием най-
денного нами базиса тождеств для V(M3) = SP(M3) мы доказываем в последующих ра-
ботах теоремы дуальности для решеток, принадлежащих SP(M3). Отметим, что теоремы
дуальности были установлены недавно для многообразия, порожденного пентагоном N5,
в работах [3,4], для многообразия, порожденного решеткой L6, в работе [5,6], а также для
многообразий, порожденных решетками подпорядков частичных порядков высоты не бо-
лее 2, в работах [7,8]. Все эти дуальности являются расширениями дуальности Биркгофа
для дистрибутивных решеток.

За всеми понятиями и обозначениями, не определенными здесь, мы отсылаем чита-
теля к [3,9, 10].

1. Определения и обозначения

Для элемента a решетки L пусть M(a) обозначает множество всех конечных мини-
мальных нетривиальных покрытий a. Мы также полагаем ↓a = {x ∈ L | x ≤ a}.

Пусть J(L) обозначает множество всех ∨-неразложимых элементов решетки L. Го-
ворим, что L является J-решеткой для некоторого множества J ⊆ J(L), если выполнены
следующие два условия:
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(i) для каждого элемента a ∈ L найдется множество Ja ⊆ J такое, что a =
∨
Ja;

(ii) для каждого элемента a ∈ J и любого нетривиального покрытия a ≤ ∨
F , где

множество F конечно, существует G ∈ M(a), такое что G≪ F .
Пусть L является J-решеткой для некоторого множества J ⊆ J(L) и пусть S ⊆ J .

Полагаем:

⟨S⟩0 = S;

⟨S⟩n+1 =
⋃

a∈⟨S⟩n

{
X ⊆ J | X ∈ M(a)

}
∪ ⟨S⟩n для всех n < ω;

⟨S⟩ =
⋃

n<w

⟨S⟩n.

Множество S ⊆ J называется замкнутым, если S = ⟨S⟩.
Для множества S ⊆ J(L) пусть ΓS обозначает бинарное отношение на L, определен-

ное следующим образом:

(u, v) ∈ ΓS, если и только если ↓ u ∩ S = ↓v ∩ S.

Следующее утверждение было установлено М.Е. Адамсом и В. Джебяком; его также
множно найти в [3, 4].

Предложение 1. Пусть L является J-решеткой для некоторого множества J ⊆ J(L)

и пусть S ⊆ J является замкнутым множеством. Тогда отношение ΓS является кон-
груэнцией на L.

2. Три тождества

Рассмотрим следующие три тождества. Первое тождество — это тождество 2-дистрибу-
тивности, введенное А. Хуном [11], которое мы обозначаем через (D2):

x ∧ (y0 ∨ y1 ∨ y2) =
[
x ∧ (y0 ∨ y1)

]
∨
[
x ∧ (y0 ∨ y2)

]
∨
[
x ∧ (y1 ∨ y2)

]
.

Второе тождество мы обозначаем через (C1); оно было введено в работе [3]. Это тождество
является частным случаем тождества (Cn), 0 < n < ω, введенного в работе [7]:

x ∧ (y0 ∨ y1) ∧ (z0 ∨ z1) =
∨

i<2

(
x ∧ yi ∧ (z0 ∨ z1)

)
∨
∨

i<2

(
x ∧ zi ∧ (y0 ∨ y1)

)

∨
∨

i<2

[
x ∧

(
(y0 ∧ zi) ∨ (y1 ∧ z1−i)

)]
.

Третье тождество — это тождество модулярности (M):

x ∧ (y ∨ z) = x ∧
((
y ∧ (x ∨ z)

)
∨ z
)
.
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Мы полагаем Σ =
{
(C1), (D2), (M)

}
. Следующее хорошо известное утверждение мо-

жет быть найдено, например, в работах [3, 10]. В настоящем виде оно сформулировано в
работе [5].

Лемма 2 ([5, следствие 2]). Пусть L является J-решеткой для некоторого множества
J ⊆ J(L). Следующие условия равносильны.

(i) Тождество (D2) истинно на L.
(ii) Если a ≤ b0 ∨ . . . ∨ bm является минимальным нетривиальным покрытием для

некоторых элементов a, b0, . . . , bm ∈ J , то m = 1.

Лемма 3 ([5, следствие 2]). Пусть L является 2-дистрибутивной J-решеткой для неко-
торого множества J ⊆ J(L). Следующие условия равносильны.

(i) Тождество (C1) истинно на L.
(ii) Каждый элемент a ∈ J имеет не более одного минимального нетривиального

покрытия.

Предложение 4. Пусть L — решетка и пусть множество J ⊆ J(L) таково, что каж-
дый элемент решетки L является объединением некоторого множества элементов из J .
Следующие условия равносильны.

(i) Если a ≤ b ∨ c для некоторых a ∈ J , то a ≤
(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c.

(ii) Тождество (M) истинно на L.

Доказательство. Покажем, что (i) влечет (ii). Ясно, что a∧
[(
b∧ (a∨ c)

)
∨ c
]
≤ a∧ (b∨ c)

для всех a, b, c ∈ L. Для проверки обратного неравенства достаточно установить, что
u ≤ a ∧

[(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c
]
, как только u ∈ J и u ≤ a ∧ (b ∨ c). Действительно, если

элемент u ∈ J таков, что u ≤ a ∧ (b ∨ c), то u ≤ a и u ≤ b ∨ c. Применяя утверждение
(i) к последнему неравенству и принимая во внимание, что u ≤ a, мы получаем, что
u ≤

(
b ∧ (u ∨ c)

)
∨ c ≤

(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c. Следовательно, u ≤ a ∧

[(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c
]
, поэтому

условие (ii) выполнено.
Обратно, если выполнено условие (ii) и a ≤ b ∨ c для некоторых a, b, c ∈ L, то

a = a ∧ (b ∨ c) = a ∧
[(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c
]
≤
(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c в силу тождества модуляр-

ности. Таким образом, (ii) влечет (i).

Предложение 5. Пусть L является 2-дистрибутивной J-решеткой для некоторого
множества J ⊆ J(L). Следующие условия равносильны.

(i) Если a ≤ b∨ c является минимальным нетривиальным покрытием для некото-
рых элементов a, b, c ∈ J , то b ≤ a ∨ c.

(ii) (M) истинно на L.

Доказательство. Предположим, что условие (i) выполнено, и покажем, что утверждение
(i) предложения 4 также выполняется. Действительно, пусть a ≤ b∨ c для некоторого эле-
мента a ∈ J и некоторых элементов b, c ∈ L. Если a ≤ b, то a ≤ b∧ (a∨ c) ≤

(
b∧ (a∨ c)

)
∨ c.

Если a ≤ c, то a ≤
(
b ∧ (a ∨ c)

)
∨ c. Если же покрытие a ≤ b нетривиально, то существует
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конечное множество F ⊆ J , такое что F ≪ {b, c} и F ∈ M(a). По лемме 2 F = {d, e} для
некоторых d, e ∈ J . Без ограничения общности можем полагать, что d ≤ b и e ≤ c. Приме-
няя (i), получаем, что d ≤ a∨e ≤ a∨c, поэтому a ≤ d∨e =

(
d∧(a∨c)

)
∨e ≤

(
b∧(a∨c)

)
∨c.

Таким образом, утверждение (i) предложения 4 выполнено. Следовательно, тождество
(M) истинно на L по предложению 4, и (i) влечет (ii).

Докажем, что (ii) влечет (i). Действительно, если тождество (M) истинно на L, а
a ≤ b ∨ c является минимальным нетривиальным покрытием для некоторых элементов
a, b, c ∈ J , то a ≤

(
b∧(a∨c)

)
∨c по утверждению (i) предложения 4. Так как b′ = b∧(a∨c) ≤ b,

делаем вывод, что {b′, c} ≪ {b, c}. В силу минимальности покрытия {b, c} получаем, что
b ∈ {b, c} ⊆ {b′, c}, поэтому b = b′ ≤ a ∨ c.

Предложение 6. Пусть L является J-решеткой для некоторого множества J ⊆ J(L)

и пусть L |= Σ. Если {b, c} ∈ M(a) для некоторых a, b, c ∈ J , то
{
{a, c}

}
= M(b).

Доказательство. Так как L |= (M), получаем по предложению 5 (i), что b ≤ a∨c. Покажем
сначала, что это покрытие нетривиально. Действительно, если b ≤ c, то a ≤ b ∨ c = c, что
противоречит нашему предположению о том, что {b, c} ∈ M(a). Далее, по предложению 5
(i) имеем неравенство c ≤ a ∨ b. Таким образом, если b ≤ a, то c ≤ a ∨ b = a, и поэтому
b∨ c ≤ a ≤ b∨ c и a = b∨ c. Поскольку элемент a ∨-неразложим, заключаем, что a ∈ {b, c},
что также противоречит нашему предположению о том, что {b, c} ∈ M(a). Следовательно,
мы установили, что покрытие b ≤ a ∨ c нетривиально.

Так как L является 2-дистрибутивной J-решеткой, b ≤ a′ ∨ c′ является минималь-
ным нетривиальным покрытием для некоторых элементов a′ ≤ a и c′ ≤ c по лемме 2.
Покажем, что a′ = a и c′ = c. Действительно, имеем b ≤ a′ ∨ c′ ≤ a′ ∨ c. Следовательно,
a ≤ b ∨ c ≤ a′ ∨ c ∨ c = a′ ∨ c. Если a ≤ a′ ∨ c является нетривиальным покрытием, то
{b, c} ≪ {a′, c}, поскольку покрытие {b, c} является единственным минимальным нетри-
виальным покрытием элемента a по лемме 3, а L является J-решеткой. Таким образом,
b ≤ a′, что невозможно, так как покрытие b ≤ a′∨ c′ минимально. Это противоречие озна-
чает, что покрытие a ≤ a′ ∨ c тривиально. Неравенство a ≤ c противоречило бы нашему
предположению о том, что {b, c} ∈ M(a). Следовательно, a ≤ a′, поэтому a = a′.

Таким образом, покрытие b ≤ a ∨ c′ минимально. По предложению 5 (i) имеем
a ≤ b ∨ c′. Так как c′ ≤ c, получаем, что {b, c′} ≪ {b, c}. Поскольку {b, c} ∈ M(a), это
дает включение c ∈ {b, c} ⊆ {b, c′}, т. е. c = c′. Поэтому покрытие b ≤ a ∨ c является
минимальным; к тому же оно единственно по лемме 3.

Следствие 7. Решетка M3 удовлетворяет всем тождествам из Σ.

Доказательство. Минимальными нетривиальными покрытиями в решетке M3 являются
в точности следующие покрытия (см. рис. 1):

a ≤ b ∨ c, b ≤ a ∨ c, c ≤ a ∨ b.
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Рис. 1. Решетка M3

Следовательно, решетка M3 удовлетворяет условию (ii) леммы 2. По лемме 2 решетка M3

2-дистрибутивна. Более того, M3 удовлетворяет также условию (ii) леммы 3 и условию
(ii) предложения 5. Таким образом, M3 удовлетворяет тождествам (C1) и (M) по лемме 3
и предложению 5 соответственно.

3. Основной результат

Предложение 8. Пусть L является J-решеткой для некоторого множества J ⊆ J(L)

и пусть L |= Σ. Тогда L ∈ SP(M3).

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент a ∈ J . Если a является простым
элементом, то множество S = {a}, очевидно, замкнуто. Если элемент a не прост, то по
определению J-решетки и лемме 2 существуют b, c ∈ J такие, что покрытие a ≤ b ∨ c

минимально. В этом случае, принимая во внимание лемму 3 и предложение 6, а также тот
факт, что L является J-решеткой, получаем, что множество S = {a, b, c} замкнуто. Таким
образом, множество J является раздельным объединением замкнутых множеств Si, i ∈ I

таких, что для каждого i ∈ I множество Si либо одноэлементно, либо Si = {a, b, c}, причем
a ≤ b ∨ c, b ≤ a ∨ c, c ≤ a ∨ b являются минимальными нетривиальными покрытиями.

Для каждого замкнутого множества S ⊆ J пусть LS обозначает для краткости
фактор-решетку L/ΓS и пусть

τS : L→ LS; τS : x 7→ x/ΓS

является каноническим гомоморфизмом.

Утверждение 1. Если множество S = ⟨S⟩ ⊆ J одноэлементно, то LS является двух-
элементной решеткой.

Доказательство утверждения. Пусть S = {a} для некоторого a ∈ J . Так как элемент a
∨-неразложим, то a не является наименьшим элементом в L. Поэтому существует a′ ∈ L

такой, что a′ < a. Для элемента u ∈ L возможны следующие два случая.

Случай 1 : ↓u ∩ S = ∅. В этом случае ↓u ∩ S = ↓a′ ∩ S, поскольку a ≰ a′. Следовательно,
τS(u) = u/ΓS = a′/ΓS = τS(a

′).

Случай 2 : ↓u ∩ S = {a}. В этом случае ↓u ∩ S = ↓a ∩ S. Таким образом, τS(u) = u/ΓS =

a/ΓS = τS(a).
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Следовательно, LS =
{
τS(a

′), τS(a)
}

действительно является двухэлементной решет-
кой.

Утверждение 2. Если S = {a, b, c} = ⟨S⟩ ⊆ J , то LS
∼= M3.

Доказательство утверждения. Так как множество S = {a, b, c} замкнуто, неравенства
a ≤ b ∨ c, b ≤ a ∨ c и c ≤ a ∨ b являются минимальными нетривиальными покрытиями. В
частности, множество S является антицепью. Полагаем o = a ∧ b ∧ c и i = a ∨ b ∨ c; тогда
o < a, b, c < i в L. Принимая во внимания три минимальных нетривиальных покрытия,
приведенных выше, следующие случаи возможны для элемента u ∈ L.
Случай 1 : ↓u ∩ S = ∅. В этом случае ↓u ∩ S = ↓o ∩ S, так как o < a, b, c. Следовательно,
τS(u) = u/ΓS = o/ΓS = τS(o).
Случай 2 : ↓u∩S являюется одноэлементным множеством. Тогда ↓u∩S = {d} для некото-
рого элемента d ∈ {a, b, c}. В этом случае ↓u ∩ S = ↓d ∩ S и τS(u) = u/ΓS = d/ΓS = τS(d).
Случай 3 : ↓u ∩ S = {a, b, c}. В этом случае ↓u ∩ S = ↓i ∩ S, поскольку a, b, c < i и
τS(u) = u/ΓS = i/ΓS = τS(i).

Таким образом, заключаем, что LS =
{
τS(o), τS(a), τS(b), τS(c), τS(i)

} ∼= M3, посколь-
ку множество

{
τS(a), τS(b), τS(c)

}
образует антицепь.

Утверждение 3. Отображение

τ : L→
∏

S=⟨S⟩⊆J

LS; τ : x 7→
(
τS(x) | S = ⟨S⟩ ⊆ J

)

является изоморфным вложением.

Доказательство утверждения. Ясно, что отображение τ является гомоморфизмом. По-
кажем, что τ взаимно однозначно. Действительно, пусть a ≰ b в L. Так как a является
точной верхней гранью некоторого множества элементов из J , существует x ∈ J такой,
что x ≤ a и x ≰ b. Таким образом, x ∈ ↓a∩⟨x⟩\ ↓ b∩⟨x⟩ и τ⟨x⟩(a) = a/Γ⟨x⟩ ⊈ b/Γ⟨x⟩ = τ⟨x⟩(b),
поэтому τ(a) ≰ τ(b).

Требуемое утверждение вытекает из утверждений 1–3. Доказательство предложе-
ния 8 завершено.

Следствие 9. Квазимногообразие (0, 1)-решеток SP(M3) является многообразием, а Σ

образует базис тождеств этого многообразия.

Доказательство. Так как M3 |= Σ по следствию 7, получаем, что SP(M3) |= Σ. Об-
ратно, пусть L |= Σ; покажем, что L ∈ SP(M3). Действительно, если M обозначает ре-
шетку, двойственную решетке фильтров решетки L, то M |= Σ. В частности, решетка
M 2-дистрибутивна. В силу [10, теоремы 3.1–3.2] M является J(M)-решеткой. По пред-
ложению 8 имеем M ∈ SP(M3). Поскольку L изоморфна (0, 1)-подрешетке решетки M ,
заключаем, что L ∈ SP(M3).
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автоматов
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Аннотация. Гиперграфическими автоматами называются автоматы, у ко-
торых множества состояний и выходных сигналов наделены структурами ги-
перграфов, сохраняющимися функциями переходов и выходными функциями.
Универсальные притягивающие объекты в категории таких автоматов называ-
ются универсальными гиперграфическими автоматами. Для таких автоматов
полугруппы входных сигналов являются производными алгебрами отображе-
ний, свойства которых взаимосвязаны со свойствами алгебраической структу-
ры исходного автомата. В работе описывается строение мономорфизмов таких
автоматов и их полугрупп входных сигналов.

Ключевые слова: гиперграфический автомат, мономорфизм, изоморфизм,
полугруппа.

DOI: 10.26907/2949-3919.2024.3.63-75

Введение

Как известно [1], в алгебраической теории автоматов главный объект исследования
– автомат – рассматривается как многосортная алгебраическая система A = (X,S, Y, δ, λ)

с тремя базисными множествами: множеством состояний автомата X, множеством вход-
ных символов S, множеством выходных символов Y , с двумя сигнатурными операциями:
функцией переходов δ : X × S → X и выходной функцией λ : X × S → Y . При этом в за-
висимости от рассматриваемых задач автоматы могут структуризироваться в подходящих
алгебраических категориях, т. е. компоненты автоматов могут быть объектами некоторых
специальных категорий. Так, множества состояний автомата и его выходных символов мо-
гут наделяться некоторой алгебраической структурой и являться объектами категории K

соответствующих алгебраических систем. Важными примерами таких алгебраических си-
стем являются графы, упорядоченные множества, линейные пространства, вероятностные
пространства, топологические пространства и другие. Исследованию структуризованных
в таких категориях автоматов посвящены многочисленные работы известных алгебраи-
стов (см., например, обзор в [1]). Как следует из [1], универсальные притягивающие объ-
екты в категории автоматов, структуризованных в любой категории K, представляются
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Поступила: 01.07.2024. Принята: 10.08.2024. Опубликована: 17.10.2024.



64 Е.В.Хворостухина

универсальными автоматами Atm(A,B) с алгебраической системой состояний A ∈ K,

алгебраической системой выходных символов B ∈ K и полугруппой входных символов
S = EndA×Hom(A,B). В нашей работе рассматриваются гиперграфические автоматы, а
именно, автоматы, структуризованные в категории гиперграфов особого вида – эффектив-
ных гиперграфов с p-определимыми ребрами Hgr. Универсальные притягивающие объ-
екты в категории таких автоматов представляются универсальными гиперграфическими
автоматами Atm(HX , HY ) с гиперграфом состояний HX , гиперграфом выходных символов
HY и полугруппой входных символов S = EndHX ×Hom(HX , HY ), HX , HY ∈ Hgr. Это до-
статочно широкий и весьма важный класс автоматов, так как он содержит, в частности, не
только автоматы, у которых гиперграфы состояний и выходных символов являются плос-
костями, но и автоматы, у которых гиперграфы состояний и выходных символов являются
разбиениями на классы эквивалентностей, содержащие более p элементов, и многие дру-
гие.

Для таких автоматов в работе [2] доказано, что они (с точностью до изоморфизма)
определяются своими полугруппами входных сигналов, в работах [3–5] получены кон-
кретная характеризация, абстрактная характеризация таких автоматов и полугрупп их
входных сигналов. В нашей работе продолжаются исследования таких автоматов: здесь
изучается структура мономорфизмов рассматриваемых автоматов.

Результаты работы докладывались на Международной конференции “Алгебра и ма-
тематическая логика: теория и приложения”, посвященной 130-летию со дня рождения
основателя кафедры алгебры Казанского университета, члена-корреспондента АН СССР
Николая Григорьевича Чеботарева (1894–1947) и 80-летию со дня рождения заведующего
кафедрой, академика АН РТ Марата Мирзаевича Арсланова (Казань, 2024) [6].

1. Предварительные сведения

В работе используется общепринятая терминология и основные понятия теории ав-
томатов [1], теории полугрупп [7,8], алгебры отношений [9] и теории гиперграфов [10].

Пусть X, Y – непустые множества. Всюду определенное однозначное бинарное отно-
шение φ ⊂ X × Y называется отображением множества X в множество Y и обозначается
символом φ : X → Y . Постоянное отображение множестваX в элемент a ∈ Y обозначается
символом Ca. Тождественное отображение множестваX в себя обозначается символом ∆X .

Согласно [10] гиперграфом называется система вида H = (X,L), где X – это непу-
стое множество вершин гиперграфа и L – семейство некоторых подмножеств множестваX,
называемых ребрами гиперграфа. Множество вершин гиперграфа называется ограничен-
ным, если оно содержится в некотором его ребре, и неограниченным в противном случае.
Вершины гиперграфа, принадлежащие некоторому его ребру, называются смежными.

Гиперграф H = (X,L) называется эффективным, если любая его вершина принад-
лежит некоторому ребру этого гиперграфа.

Пусть p – некоторое натуральное число. Гиперграф H будем называть гиперграфом
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с p-определимыми ребрами, если в каждом ребре этого гиперграфа найдется по крайней
мере p + 1 вершина и, с другой стороны, любые p вершин этого гиперграфа содержатся
не более, чем в одном ребре.

Например, всякое разбиение множества вершин без одноэлементных классов являет-
ся эффективным гиперграфом с 1-определимыми ребрами. Кроме того, существует множе-
ство других эффективных гиперграфов с p-определимыми ребрами. На рис. 1 представлен
эффективный гиперграф с 2-определимыми ребрами H1 = (X,LX), где X = {1, 2, . . . , 9},
LX = {{1, 2, 3, 4}, {4, 5, 6, 7}, {1, 6, 9}, {7, 8, 9}}.

Рис. 1. Эффективный гиперграф с 2-определимыми ребрами

Частным случаем эффективных гиперграфов с p-определимыми ребрами являются
p-гиперграфы.

Для фиксированного натурального числа p гиперграф H = (X,L) называется
p-гиперграфом, если выполняются следующие аксиомы:

(A1) любые p вершин содержатся в одном и только одном ребре;
(A2) каждое ребро содержит по крайней мере p+ 1 вершину;
(A3) в множестве X есть (p+1)-элементное множество, не принадлежащее ни одному

ребру.
Если рассматривать плоскости [11] как гиперграфы, вершинами которых являются

точки, а ребрами – прямые этих плоскостей, то любая проективная плоскость и любая
аффинная плоскость с числом точек более четырех являются 2-гиперграфами. Помимо
этих известных примеров, существуют и другие p-гиперграфы.

Например, 3-гиперграфом является гиперграф H = (X,L) с множеством вершин
X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} и множеством ребер L = {l1, l2, . . . , l14}, где

l1 = {1, 2, 3, 4}, l2 = {1, 2, 5, 6}, l3 = {1, 2, 7, 8}, l4 = {1, 3, 5, 7},
l5 = {1, 3, 6, 8}, l6 = {1, 4, 5, 8}, l7 = {1, 4, 6, 7}, l8 = {2, 3, 5, 8},
l9 = {2, 3, 6, 7}, l10 = {2, 4, 5, 7}, l11 = {2, 4, 6, 8}, l12 = {3, 4, 5, 6},
l13 = {3, 4, 7, 8}, l14 = {5, 6, 7, 8}.

Для гиперграфов HX = (X,LX), HY = (Y, LY ) отображение φ : X → Y называется
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гомоморфизмом гиперграфа HX в гиперграф HY , если оно ограниченные множества вер-
шин гиперграфа HX отображает в ограниченные множества вершин гиперграфа HY , т. е.
выполняется свойство:

∀ l ∈ LX ∃ l′ ∈ LY (φ(l) ⊂ l′).

Множество всех гомоморфизмов HX в HY обозначается Hom(HX , HY ).

При этом гомоморфизм φ : HX → HY называется:
– мономорфизмом, если отображение f взаимно однозначное, т. е. для любых x, y ∈ X

из условия φ(x) = φ(y) следует x = y;
– изоморфизмом гиперграфа HX на гиперграф HY , если φ – взаимно однозначное

отображение множества X на множество Y , сохраняющее ребра этих гиперграфов,
т. е. выполняется

∀ l ⊂ X (l ∈ LX ⇐⇒ φ(l) ∈ LY );

– эндоморфизмом гиперграфа HX , если HX = HY .
Множество всех эндоморфизмов гиперграфа HX с операцией композиции образует

полугруппу End(HX). Как известно [1], множество S(HX , HY ) = End(HX)×Hom(HX , HY )

образует полугруппу с ассоциативной бинарной операцией “·”, определяемой по правилу:
(φ, ψ) · (φ1, ψ1) = (φφ1, φψ1) для пар (φ, ψ), (φ1, ψ1) ∈ End(HX)× Hom(HX , HY ).

Следуя [1], под автоматом будем понимать алгебраическую систему A = (X,S, Y, δ, λ),

состоящую из множества состоянийX, множества выходных сигналов Y, полугруппы вход-
ных сигналов S, функции переходов δ : X × S → X и выходной функции λ : X × S → Y

таких, что для любых x ∈ X и a, b, c ∈ S выполняются равенства:

(ab)c = a(bc), δ(x, ab) = δ(δ(x, a), b), λ(x, ab) = λ(δ(x, a), b).

Для каждого s ∈ S определим отображения δs : X → X и λs : X → Y по формулам:
δs(x) = δ(x, s), λs(x) = λ(x, s), где x ∈ X.

Автомат A = (X,S, Y, δ, λ) будем называть гиперграфическим автоматом, если мно-
жество состояний X и множество выходных символов Y наделены такими структурами
гиперграфов HX = (X,LX) и HY = (Y, LY ), что при каждом фиксированном входном
сигнале s ∈ S преобразование δs : X → X является эндоморфизмом гиперграфа HX

и отображение λs : X → Y – гомоморфизмом гиперграфа HX в гиперграф HY . Такие
автоматы будем также обозначать A = (HX , S,HY , δ, λ).

Гомоморфизмом гиперграфического автомата A = (HX , S,HY , δ, λ) в гиперграфи-
ческий автомат A′ = (H ′

X , S
′, H ′

Y , δ
′, λ′) называется упорядоченная тройка γ = (f, π, g)

гомоморфизмов f : HX → H ′
X , π : S → S ′ и g : HY → H ′

Y , сохраняющих алгебраические
операции таких автоматов, т. е. для любой вершины x гиперграфа HX и любого входного
сигнала s ∈ S выполняются условия: f(δ(x, s)) = δ′(f(x), π(s)), g(λ(x, s)) = λ′(f(x), π(s)).

Гомоморфизм γ = (f, π, g) называется изоморфизмом (мономорфизмом) автомата A

на (в) автомат A′, если все гомоморфизмы f, π, g являются изоморфизмами (мономорфиз-
мами) соответствующих алгебраических систем.
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Важный пример гиперграфического автомата дает алгебраическая система
Atm(HX , HY ) = (HX , S(HX , HY ), HY , δ

′, λ′), где HX = (X,LX), HY = (Y, LY ) – некоторые
гиперграфы, и для любых x ∈ X, (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ) определены значения:

δ′(x, (φ, ψ)) = φ(x), λ′(x, (φ, ψ)) = ψ(x).

Легко проверить, что автомат Atm(HX , HY ) удовлетворяет следующему универсаль-
ному свойству: для любого гиперграфического автомата A = (HX , S,HY , δ, λ) существу-
ет такой гомоморфизм π : S → S(HX , HY ), что упорядоченная тройка γ = (∆X , π,∆Y )

является гомоморфизмом A в Atm(HX , HY ). По этой причине такой гиперграфический
автомат Atm(HX , HY ) называется [1] универсальным гиперграфическим автоматом над
гиперграфами HX , HY .

2. Основные результаты

Обозначим через Z(HX , HY ) множество правых нулей полугруппы S(HX , HY ), а че-
рез U(HX , HY ) – множество всех левых единиц полугруппы S(HX , HY ). Эти множества
в полугруппе S(HX , HY ) соответственно определяются по следующим формулам теории
полугрупп: Φ(x) = ∀y (yx = x) и Ψ(x) = ∀y (xy = y).

В работе [2] был получен следующий результат.

Лемма 1. Пусть HX = (X,LX), HY = (Y, LY ) – эффективные гиперграфы с p-определимыми
ребрами. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) элемент z ∈ S(HX , HY ) является правым нулем полугруппы S(HX , HY ) тогда и
только тогда, когда найдутся a ∈ X, b ∈ Y такие, что z = (Ca, Cb), где Ca и Cb

– постоянные отображения множества X соответственно в a и b;
2) элемент i ∈ S(HX , HY ) является левой единицей полугруппы S(HX , HY ) тогда

и только тогда, когда i = (∆X , ψ) для некоторого ψ ∈ Hom(HX , HY ).

Лемма 2. Пусть HX = (X,LX), HY = (Y, LY ) и HX1 = (X1, LX1), HY1 = (Y1, LY1) –
эффективные гиперграфы с p-определимыми ребрами, f : HX → HX1 – изоморфизм, отоб-
ражение g : HY → HY1 – мономорфизм. Пусть π : S(HX , HY ) → S(HX1 , HY1) – отоб-
ражение, определяемое по формуле: π(φ, ψ) = (f 2(φ), f × g(ψ)) для произвольной пары
(φ, ψ) ∈ S(HX , HY ). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) π – мономорфизм полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1);
2) упорядоченная тройка γ = (f, π, g) является мономорфизмом автомата

Atm(HX , HY ) в автомат Atm(HX1 , HY1).

Доказательство. Пусть отображение π : S(HX , HY ) → S(HX1 , HY1) определяется по фор-
муле π = (f 2, f × g), где f : HX → HX1 – изоморфизм, g : HY → HY1 – мономорфизм. Для
произвольной пары (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ) отображение φ – эндоморфизм гиперграфа HX ,
отображение ψ – гомоморфизм гиперграфа HX в гиперграф HY . Убедимся, что
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π(φ, ψ) ∈ S(HX1 , HY1). Очевидно, что образ f 2(φ) = f−1φf – эндоморфизм гипергра-
фаHX1 . Рассмотрим π2(ψ) = f×g(ψ) = f−1ψg. Ясно, что π2(ψ) : HX1 → HY1 . Пусть e – про-
извольное ребро гиперграфа HX1 . По определению гиперграфа c p-определимыми ребрами
найдутся различные вершины x1, . . . , xp+1, принадлежащие e. По определению изоморфиз-
ма в гиперграфе HX найдутся такие различные вершины t1 = f−1(x1), ..., tp+1 = f−1(xp+1),

что множество {t1, . . . , tp+1} ограниченно в HX . Тогда

π2(ψ)(xi) = f−1ψg(xi) = g(ψ(f−1(xi))) = g(ψ(ti)), i = 1, p+ 1.

Поскольку ψ и g являются гомоморфизмами, то множества {ψ(t1), . . . , ψ(tp+1)} и
{g(ψ(t1)), . . . , g(ψ(tp+1))} – ограниченные множества в гиперграфах HY и HY1 , соответ-
ственно. Аналогичным образом, для любого подмножества e′ ⊆ e можно показать, что
f × g(ψ)(e′) – ограниченное множество в HY1 . Это означает, что найдется ребро r ∈ LY1

такое, что в силу p-определимости гиперграфов выполняется f × g(ψ)(e) = f−1ψg(e) ⊆ r.
Следовательно, π2(ψ) = f × g(ψ) – гомоморфизм гиперграфа HX1 в гиперграф HY1 . Это
означает, что π(φ, ψ) ∈ S(HX1 , HY1).

Ясно, что π является инъекцией. Действительно, пусть π(φ, ψ) = π(φ1, ψ1) для некото-
рых пар (φ, ψ), (φ1, ψ1) ∈ S(HX , HY ). Это означает, что (f 2(φ), f×g(ψ)) = (f 2(φ1), f×g(ψ1)),
f 2(φ) = f 2(φ1), f × g(ψ) = f × g(ψ1). В силу инъективности отображений f и g получаем,
что φ = φ1, ψ = ψ1, значит, (φ, ψ) = (φ1, ψ1). Следовательно, π – инъекция.

Возьмем произвольные элементы s = (φ, ψ), s1 = (φ1, ψ1) полугруппы S(HX , HY ).
Так как ss1 = (φφ1, φψ1), то выполняются равенства

π(s) · π(s1) = π(φ, ψ) · π(φ1, ψ1) = (f 2(φ), (f × g)(ψ)) · (f 2(φ1), (f × g)(ψ1))

= (f 2(φ)f 2(φ1), f
2(φ)(f × g)(ψ1)) = (f−1φff−1φ1f, f

−1φff−1ψ1g)

= (f−1φφ1f, f
−1φψ1g) = (f 2(φφ1), (f × g)(φψ1)) = π(ss1).

Таким образом, π – мономорфизм полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1),
т. е справедливо утверждение 1).

Более того, для произвольных x ∈ X, s = (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ) имеют место равенства:

f(δ(x, s)) = f(φ(x)) = f(φ(f−1(f(x)))) = f−1φf(f(x)) = f 2(φ)(f(x))

= δ1(f(x), (f
2(φ), (f × g)(ψ))) = δ1(f(x), π(s)),

g(λ(x, s)) = g(ψ(x)) = g(ψ(f−1(f(x)))) = f−1ψg(f(x)) = (f × g)(f(x))

= λ1(f(x), (f
2(φ), (f × g)(ψ))) = λ1(f(x), π(s)).

Это означает, что γ = (f, π, g) является мономорфизмом автомата Atm(HX , HY ) в
автомат Atm(HX1 , HY1), т. е справедливо утверждение п. 2).

В работе [2] доказано, что универсальные гиперграфические автоматы (с точностью
до изоморфизма) определяются своими полугруппами входных сигналов, и описано стро-



О мономорфизмах универсальных гиперграфических автоматов 69

ение изоморфизмов таких автоматов. Основной результат нашей работы – теорема 3, в
которой описывается строение мономорфизмов универсальных гиперграфических авто-
матов и их полугрупп входных сигналов.

Теорема 3. Пусть Atm(HX , HY ), Atm(HX1 , HY1) – универсальные гиперграфические ав-
томаты над эффективными гиперграфами с p-определимыми ребрами HX = (X,LX),
HY = (Y, LY ) и HX1 = (X1, LX1), HY1 = (Y1, LY1), cоответственно. Пусть f – такая сюръ-
екция X на X1, что в гиперграфе HX существует множество V = {v1, v2, . . . , vp+1}, в ко-
тором все p-элементные подмножества ограниченны в HX , образ f(V ) = {f(v1), f(v2), . . .,
f(vp+1)} – неограниченное множество в HX1, имеется отображение g : Y → Y1. Тогда
следующие условия эквивалентны:

1) π = (f 2, f × g) – мономорфизм полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1);
2) f – изоморфизм гиперграфа HX на гиперграф HX1, g – мономорфизм гиперграфа

HY в гиперграф HY1 ;
3) γ = (f, (f 2, f × g), g) : Atm(HX , HY ) → Atm(HX1 , HY1) – мономорфизм автомата

Atm(HX , HY ) в автомат Atm(HX1 , HY1) .

Доказательство. Очевидно, из условия 3) следует условие 1). А согласно лемме 2 из
условия 2) следуют условия 1) и 3).

Остается показать, что из 1) следует 2). Пусть выполняется условие 1).
Докажем, что f – гомоморфизм. Рассмотрим прозвольное ребро l ∈ LX . Тогда лю-

бое отображение φ на l является эндоморфизмом гиперграфа HX , и для произвольного
ψ ∈ Hom(HX , HY ) пара (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ). Значит, π(φ, ψ) ∈ S(HX1 , HY1). Согласно усло-
вию, π(φ, ψ) = (f 2(φ), f × g(ψ)). Это означает, что χ = f 2(φ) является эндоморфизмом
гиперграфа HX1 . При этом для любого x ∈ X1 выполняется χ(x) = f(φ(f−1(x))) ∈ f(l).
В силу произвольности выбора x получаем, что f(l) является ограниченным множеством
гиперграфа HX1 , т. е. найдется ребро r ∈ LX1 такое, что f(l) ⊆ r. Следовательно, f –
гомоморфизм гиперграфа HX в гиперграф HX1 . Поскольку f – сюръекция, то f(X) = X1,
f – гомоморфизм гиперграфа HX на гиперграф HX1 .

Аналогичным образом можно показать, что g является гомоморфизмом гиперграфа
HY в гиперграф HY1 .

Покажем, что f и g являются инъекциями. Пусть f(a) = f(b) для некоторых a, b ∈ X.

Обозначим Ca : X → a, Cb : X → b. В силу эффективности гиперграфа HX константы
Ca, Cb являются эндоморфизмами гиперграфа HX . Согласно лемме 1, для некоторой кон-
станты Cd : X → d (d ∈ Y ) пары (Ca, Cd), (Cb, Cd) являются правыми нулями полугруппы
S(HX , HY ), т. е. (Ca, Cd) ∈ Z(HX , HY ), (Cb, Cd) ∈ Z(HX , HY ).

Рассмотрим

π(Ca, Cd) = (f 2(Ca), f × g(Cd)) = (Cf(a), f × g(Cd)), π(Cb, Cd) = (Cf(b), f × g(Cd)).
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Поскольку f(a) = f(b), то

Cf(a) = Cf(b) =⇒ π(Ca, Cd) = π(Cb, Cd) =⇒ Ca = Cb =⇒ a = b.

Следовательно, отображение f : X → X1 взаимно однозначное, т. е. f является биекцией
X на X1.

Аналогичным образом можно показать, что отображение g : Y → Y1 взаимно одно-
значное и, значит, является мономорфизмом гиперграфа HY в гиперграф HY1 .

Покажем, что f – изоморфизм. Достаточно доказать, что f−1 : HX1 → HX – это
гомоморфизм, т. е. остается показать, что

∀ l ∈ LX1 ∃ r ∈ LX (f−1(l) ⊆ r).

Предположим противное: пусть среди ребер гиперграфа HX1 найдется ребро l такое,
что не существует ребра r ∈ LX , для которого f−1(l) ⊆ r. Согласно определению гипергра-
фа с p-определимыми ребрами ребро l имеет по меньшей мере p+ 1 различную вершину:
x1, x2, . . . , xp+1, где xi ̸= xj при i ̸= j для всех i, j = 1, p+ 1. Поскольку f – биекция, то в
гиперграфе HX найдутся различные вершины yi = f−1(xi) ∈ f−1(l), i = 1, p+ 1.

Возможны два случая.
Случай 1. Все p-элементные подмножества множества f−1(l) неограниченны в HX .
Рассмотрим отображение

φ(x) =





v1, если x = y1;
v2, если x = y2;
. . .

vp, если x = yp;
vp+1, в остальных случаях,

где x ∈ X.
Согласно нашему предположению все p-элементные подмножества множества f−1(l)

неограниченны в HX . Следовательно, для любого ребра r гиперграфа HX вершины
y1, y2, . . . , yp не могут одновременно лежать в этом ребре. Тогда по определению отображе-
ния φ образ всякого такого ребра r включается в p-элементное подмножество множества
V = {v1, v2, . . . , vp+1}. Из условия теоремы имеем, что все p-элементные подмножества
множества V ограниченны в HX . Это означает, что образ φ(r) – ограниченное множество
в HX . Следовательно, отображение φ является эндоморфизмом гиперграфа HX , т. е. для
произвольного ψ ∈ Hom(HX , HY ) имеем (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ).

Тогда выполняется, что π(φ, ψ) = (f 2(φ), f × g(ψ)) ∈ S(HX1 , HY1). Но для ребра l

множество f 2(φ)(l) = {f(v1), f(v2), . . . , f(vp+1)} является неограниченным в HX1 . Сле-
довательно, отображение f 2(φ) не является эндоморфизмом гиперграфа HX1 , т. е. π не
является мономорфизмом полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1). Пришли к
противоречию.
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Случай 2. Хотя бы одно p-элементное подмножество множества f−1(l) ограниченно
в HX . Это означает, что найдется ребро r ∈ LX , включающее это подмножество.

Не нарушая общности, будем считать, что {y1, y2, . . . , yp} ⊆ r, yp+1 ̸∈ r. Поскольку f
– гомоморфизм гиперграфа HX на HX1 , то по определению гиперграфа с p-определимыми
ребрами получаем, что все вершины множества f(r) содержатся в l: f(r) ⊂ l.

Рассмотрим отображение

φ(x) =





v1, если x = y1;
v2, если x = y2;
...

vp, если x ∈ r и x ̸= yi, i = 1, p− 1;
vp+1, в остальных случаях,

где x ∈ X.
Тогда φ(r) = {v1, . . . , vp} – ограниченное множество в гиперграфе HX . С другой

стороны, по определению гиперграфа с p-определимыми ребрами любое ребро r′ ̸= r ги-
перграфа HX может содержать не больше p− 1 вершин ребра r. Значит, по определению
отображения φ образ такого ребра r′ гиперграфа HX включается в p-элементное подмно-
жество множества V . Из условия теоремы имеем, что все p-элементные подмножества
множества V ограниченны в HX . Это означает, что образ φ(r′) – ограниченное множество
в HX . Следовательно, отображение φ является эндоморфизмом гиперграфа HX , т. е. для
произвольного ψ ∈ Hom(HX , HY ) пара (φ, ψ) ∈ S(HX , HY ).

Тогда выполняется π(φ, ψ) = (f 2(φ), f × g(ψ)) ∈ S(HX1 , HY1). Но для ребра l множе-
ство f 2(φ)(l) = {f(v1), f(v2), . . . , f(vp+1)} является неограниченным в HX1 . Следовательно,
отображение f 2(φ) не является эндоморфизмом гиперграфа HX1 , а π не является моно-
морфизмом полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1). Пришли к противоречию.

Таким образом, получаем, что f – изоморфизм. Следовательно, выполняется усло-
вие 2).

Следствие 4. Пусть Atm(HX , HY ), Atm(HX1 , HY1) – универсальные гиперграфические
автоматы над p-гиперграфами HX = (X,LX), HX1 = (X1, LX1) и над эффективными ги-
перграфами с p-определимыми ребрами HY = (Y, LY ), HY1 = (Y1, LY1), cоответственно.
Пусть имеются сюръекция f : X → X1 и отображение g : Y → Y1. Тогда следующие
условия эквивалентны:

1) π = (f 2, f × g) – мономорфизм полугруппы S(HX , HY ) в полугруппу S(HX1 , HY1);
2) f – изоморфизм гиперграфа HX на гиперграф HX1, g – мономорфизм гиперграфа

HY в гиперграф HY1 ;
3) γ = (f, (f 2, f × g), g) : Atm(HX , HY ) → Atm(HX1 , HY1) – мономорфизм автомата

Atm(HX , HY ) в автомат Atm(HX1 , HY1) .

Доказательство. Согласно аксиоме (A3) в гиперграфе HX1 существует неограниченное
множество {z1, z2, . . . , zp+1}, состоящее из p + 1 различной вершины гиперграфа HX1 .
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В силу того, что f – сюръекция, в гиперграфе HX найдется (p + 1)-элементное множе-
ство V = {v1, v2, . . . , vp+1} такое, что f(V ) = {f(v1), f(v2), . . . , f(vp+1)} = {z1, z2, . . . , zp+1}.
При этом согласно аксиоме (А1) все p-элементные подмножества множества V ограничен-
ны в HX . Таким образом, выполняются все условия теоремы 3, а значит, условия 1)–3)
равносильны.

Заключение

Полученный результат описывает строение мономорфизмов универсальных гипер-
графических автоматов над гиперграфами исследуемого класса и их полугрупп входных
сигналов. Этот результат можно использовать для дальнейшего изучения морфизмов дан-
ных алгебраических систем и взаимосвязи свойств рассматриваемых атоматов и их полу-
групп входных сигналов.
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Плотность вниз в n-вычислимо перечислимых
тьюринговых степенях и равномерные конструкции

М.М. Ямалеев

Аннотация. В 1993 Р. Доуни и М. Стоб показали, что плотность вниз вычис-
лимо перечислимых (далее, в. п.) тьюринговых степеней в частичном порядке
2-в. п. тьюринговых степеней не может быть доказана при помощи равномер-
ной конструкции. Мы обобщаем этот результат на случай произвольного на-
турального n > 2 и доказываем, что не существует равномерной конструкции
для плотности вниз (n − 1)-в. п. степеней в структуре n-в. п. степеней. Более
того, нами показано, что не существует равномерной конструкции для плот-
ности вниз в структуре n-в. п. степеней.

Ключевые слова: тьюринговая степень, равномерная конструкция, иерар-
хия Ершова, плотность вниз.
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Введение

Краткое сообщение данной статьи с изложением результатов и основных идей дока-
зательств было опубликовано в [1].

В локальной теории степеней неразрешимости при доказательстве структурных
свойств зачастую удается провести равномерную конструкцию, другими словами по за-
данным индексам вычислимо перечислимых (далее, в. п.) множеств удается эффективно
найти индексы искомых в. п. множеств (см. также [2], с. 58). Однако, бывает и так, что
некоторое структурное свойство верно, но соответствующую равномерную конструкцию
провести не удается. В этом случае доказательство требует разбора случаев и как правило
усложняется с комбинаторной точки зрения, в конструкции это проявляется тем, что эф-
фективно строится несколько кандидатов, один из которых будет удовлетворять соответ-
ствующему структурному свойству. В данной работе исследуется вопрос равномерности
конструкций для плотности вниз в структуре n-вычислимо перечислимых (далее, n-в. п.)
тьюринговых степеней. Все рассматриваемые нами степени являются тьюринговыми.
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Напомним, что множество A называется n-в. п., если A = limsAs и для любого x

выполняется: A0(x) = 0 и |{s|As(x) ̸= As+1(x)}| ≤ n, где последовательность конечных
множеств {As}s∈ω является вычислимым приближением к A. Соответственно, степень на-
зывается n-в. п., если она содержит n-в. п. множество. Известно, что n-в. п. степени образу-
ют частичный порядок, и наименьшим элементом будет степень вычислимых множеств 0.
Под плотностью вниз понимаем следующее: для любого a > 0 существует b, что 0 < b < a.
Равномерность конструкции в данном случае означает, что по индексу некоторого n-в. п.
множества из степени a эффективно получаем индекс некоторого множества из степени b.

Хорошо известно, что согласно теореме Сакса о плотности структура в. п. степеней
является плотной, и, в частности, плотной вниз. Также плотность вниз можно получить
из теоремы Сакса о разложении, и в обоих случаях конструкция является равномерной.
Плотность вниз в 2-в. п. степенях легко получается при помощи ассоциированных в. п.
множеств, и зачастую это наблюдение приписывают А. Лахлану, в честь которого эти ас-
социированные в. п. множества называют лахлановскими. Приведем следующее их опре-
деление. Пусть A является 2-в. п. множеством, причем на каждом шаге происходит из-
менение A(x) не более, чем для одного x. Тогда лахлановское множество определяем как
L(A) = {s | ∃x x ∈ As −A}. Нетрудно видеть, что это множество в. п. и сводится по Тью-
рингу к A. Более того, если A имеет собственную 2-в. п. степень (т. е. не содержащую в. п.
множеств), то L(A) невычислимо и строго ниже A, и, напротив, если A имеет в. п. степень,
то L(A) может иметь как вычислимую степень, так и степень множества A.

Таким образом, упомянутая выше плотность вниз 2-в. п. степеней использует разбор
случаев: для невычислимого 2-в. п. множества A собственной 2-в. п. степени искомым будет
L(A), для невычислимого 2-в. п. множества A в. п. степени искомым будет в. п. множество,
построенное согласно теореме Сакса о плотности. Для n-в. п. множества A определение
L(A) будет аналогичным, более того, будут сохраняться соответствующие свойства. Тогда
для плотности вниз при n > 1 достаточно рассмотреть следующие n альтернатив: L(A),
L(L(A)), L(. . . L(L(A))) и случай в. п. степени множества A. В каждом из этих случаев
устанавливается более сильное свойство плотности вниз, а именно: плотность вниз (n−1)-
в. п. степеней в n-в. п. степенях. Таким образом, возникают два естественных вопроса:
можно ли обойтись без разбора случаев для более сильного варианта плотности вниз, а
если это не удается, то можно ли провести равномерную конструкцию для плотности вниз?
Вопрос равномерности плотности первыми начали изучать в 1993 году Р.Доуни и М.Стоб
[3] и дали отрицательный ответ на первый вопрос. Их решение было дано для случая n = 2,
и оно обобщается без принципиальных трудностей. В данной работе приводится полное
доказательство этого результата для произвольного n ≥ 2 и дается отрицательный ответ
на второй вопрос.

Для доказательства основных теорем понадобится следующее утверждение, которое
является обобщением теоремы парной рекурсии Смальяна (см. [2], стр. 67) и доказатель-
ство которого предлагается в качестве упражнения. Здесь и далее, {φe}e∈ω – эффективная
нумерация всех частично вычислимых функций.
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Предложение 1. Для любых вычислимых функций f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn) су-
ществуют такие x01, . . . , x0n, что

φx0
1
= φf1(x0

1,...,x
0
n)
,

. . .

φx0
n
= φfn(x0

1,...,x
0
n)
.

Для удобства через x обозначим кортеж индексов (x1, . . . , xn), а через f – кортеж
функций (f1, . . . , fn). Таким образом, для любого вычислимого набора функций f суще-
ствует набор x0 такой, что φx0 = φf(x0)

, где под записью f(x0) понимаем кортеж значений
(f1(x0), . . . , fn(x0)). Далее, количество элементов в кортежах и количество аргументов не
будем указывать явно, если они однозначно восстанавливаются из контекста.

Пусть {We}e∈ω – эффективная нумерация всех в. п. множеств. Напомним, что про-
извольное n-в. п. множество можно представить в виде D = U − V , где U является в. п.,
а V является (n − 1)-в. п. Рассуждая по индукции, сопоставим множеству D следующий
кортеж индексов. Пусть U = We, а V соответствует набору индексов i = (i1, . . . , in−1), то-
гда D соответствует j = (e, i1, . . . , in−1). Также будем обозначать D = Wj, и под индексом
n-в. п. множества D будет подразумевать кортеж индексов j.

1. Обобщение результата Р.Доуни и М. Стоба

В этом и следующем разделах будем придерживаться стандартных понятий и обо-
значений для приоритетных конструкций в теории вычислимости, большую часть из кото-
рых можно найти в [2]. В частности, дальнейшие рассуждения проводим с использованием
дерева стратегий, а некоторые индексы можем опустить, когда они ясны из контекста.

Для плотности вниз, кроме эффективности поиска индексов в. п. множеств, можно
также задаться вопросом эффективности поиска сводящего функционала. В частности,
Р. Доуни и М.Стоб [3] рассматривали следующий вопрос: существуют ли вычислимые
функции f(e, i) и g(e, i) такие, что для любого невычислимого 2-в. п. множества We −Wi

множество Wg(e,i) является невычислимым и выполняется Wg(e,i) = ΦWe−Wi

f(e,i) ? Оказалось,
что вопрос можно решить и для случая, когда не требуется равномерность для индекса
сводящего функционала.

Пусть n > 1. При n = 2 теорема 2 следует из теоремы 3: действительно, если бы
существовала равномерная процедура из теоремы 2, то мы могли бы применить ее и тео-
рему Сакса о плотности, что привело бы к существованию соответствующей равномерной
процедуры для теоремы 3. В общем случае, подобное следствие получить не удается, хотя
доказательства имеют ряд схожих черт.

Теорема 2. Не существует равномерной процедуры поиска индекса невычислимого (n−1)-
в. п. множества W по индексу невычислимого n-в. п. множества A, при которой W ≤T A.
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Доказательство. Этот результат был получен в нашей совместной работе с А.И.Талиповой
[1] и с полным доказательством был приведен в ее магистерской диссертации. Здесь мы
ограничимся основными идеями доказательства и описанием взаимодействия требований.

Сперва рассмотрим вспомогательное утверждение, доказательство которого начина-
ется с подраздела 1.1. Пусть дано (n−1)-в. п. множество W , тогда существует равномерная
конструкция для построения n-в. п. множества D такого, что D невычислимо и выполня-
ется одно из условий: W ̸≤T D или W ≤T ∅. Равномерность конструкции выполняется при
помощи функций g1, . . . , gn, для краткости обозначим g. Обозначим W = Wi, где набор i

является индексом соответствующего (n− 1)-в. п. множества. Таким образом, по W = Wi

эффективно строим D = Wg(i).
Для доказательства основного факта теоремы рассуждаем от противного. Пусть рав-

номерная конструкция для плотности вниз (n − 1)-в. п. степеней в n-в. п. степенях суще-
ствует. Тогда существует кортеж из n−1 функций от n аргументов f такой, чтоW = Wf(e),
где A = We, и если выполняется ∅ <T A, то ∅ <T W ≤T A. Далее, пусть A произвольное
n-в. п. множество, тогда по A эффективно находим W , а по W эффективно находим D.
Также отметим, что либо W ̸≤T D, либо W ≤T ∅, и, более того, D не вычислимо вне
зависимости от W .

Рассмотрим кортеж вычислимых функции от n аргументов h = g(f). По предложе-
нию 1 существует кортеж e0 такой, что Wh(e0)

= We0 . Значит, для некоторого e0 выпол-
няется D = A. Однако, D невычислимо по построению, следовательно, и A невычислимо.
Тогда W = Wf(e0)

, и ∅ <T W ≤T A. Это дает противоречие, так как W ̸≤T D.

1.1. Требования. Для доказательства упомянутого выше вспомогательного утвержде-
ния по данному (n− 1)-в. п. множеству W строим n-в. п. множество D, удовлетворяя для
всех e следующим требованиям:

Re : W = ΦD
e ⇒ W ≤T ∅,

Pe : D ̸= Θe.
Здесь, {Θe}e∈ω – эффективная нумерация всех частично вычислимых функций,

{Φe}e∈ω – эффективная нумерация всех частично вычислимых функционалов с оракулом.
Требование Pe удовлетворяем при помощи стандартной стратегии диагонализации

против всех вычислимых функций. Другими словами, назначаем большого свидетеля x (в
частности, к моменту выбора x ни разу не перечислялся в D), ожидаем шаг s такой, что
Θe(x)[s] ↓= 0, и перечисляем x в D. Также инициализируем все стратегии с меньшими
приоритетами. Таким образом, для младших стратегий элемент x окажется под запретом.

Требование Re удовлетворяем при помощи следующей стратегии. При виде равен-
ства W (y)[s] = ΦD

e (y)[s] на шаге s запрещаем D в ограничении на φe(y)[s] (use-функции
вычисления ΦD

e (y)[s]) и доопределяем вычислимую функцию ∆e в точке y так, чтобы
∆e(y) = W (y)[s]. Таким образом, если W = ΦD

e , то W = ∆e окажется вычислимым.
Рассмотрим наиболее принципиальный случай взаимодействия требований, когда

стратегия Pi имеет приоритет меньше, чем стратегия Re. Итак, для каждого y ожидаем
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шаг s такой, что W (y)[s] = ΦD
e (y)[s] и определяем ∆e(y) = W (y)[s]. Если для некоторого

y уже определено значение ∆e(y), но на шаге t > s выполняется W (y)[t] ̸= ΦD
e (y)[t], то

это может произойти из-за того, что стратегия Pi перечислила некоторый элемент x в D.
Фиксируем этот элемент x на шаге t, и дальнейшая стратегия Re будет заключаться в
диагонализации посредством x, при этом функция ∆e аннулируется. Начиная с этого ша-
га элемент x будет свидетелем диагонализации стратегии Re, и чтобы подчеркнуть это
различие, элемент x будем называть ∆-свидетелем. Далее, x перечисляется в D и изыма-
ется из D в случае равенства в точке y. Поскольку аппроксимация D(x) будет меняться
не более, чем количество изменений в аппроксимации W (y), то после (n − 1)-изменения
W (y) у стратегии Re всегда будет возможность поменять минимум еще один раз D(x)

(что позволит построить D как n-в. п. множество). Требование Re в этом случае удовле-
творится через конечное число шагов. Если же подобный элемент y никогда не найдется,
то ∆e будет всюду определена, и тогда нетрудно видеть, что ∆e корректно вычисляет W
(достаточно дождаться первого шага с равенством W (y) = ΦD

e (y)).
Далее, опишем лишь дерево стратегий. Для удовлетворения каждого требования

будет работать несколько ассоциированных с ней стратегий. Стратегии расположим на
некотором поддереве дерева 2<ω, и будет достаточно, чтобы для каждого требования хотя
бы одна стратегия оказалась удовлетворенной. Сперва зададим множество выходов как
L = {∆, fin}. Соответственно, некоторая P-стратегия имеют один выход fin, а некоторая R-
стратегия имеет выходы ∆ <L fin (в зависимости от успешности построения своей функции
∆). Упорядочим требования линейно следующим образом:

ListReq = {R0 > P0 > R1 > P1 > · · · },

начиная с требования с наибольшим приоритетом. Дерево стратегий T строим по ин-
дукции как поддерево бинарного дерева. Определяем ListReqλ = ListReq и ассоциируем
с корнем дерева λ первое требование из списка ListReqλ. Пусть ListReqξ – это список
требований, для которых нужно задать стратегии на вершинах ⊇ ξ. Далее, пусть пер-
вым требованием в ListReqξ является Pe, тогда ассоциируем с вершиной ξ стратегию для
требования Pe и полагаем ListReqξ⌢fin = ListReqξ − {Pe}, если же первым требовани-
ем является Re, то ассоциируем с вершиной ξ стратегию для требования Re и полагаем
ListReqξ⌢∆ = ListReqξ − {Ri|i ∈ ω} и ListReqξ⌢fin = ListReqξ − {Re}. Таким образом, в
этом дереве стратегий отсутствуют R-стратегии под ∆-выходами. Приоритет на дереве
стратегий задаем согласно лексикографическому упорядочению вершин, и для удобства
будем отождествлять понятия “вершина” и “стратегия”.

Полная конструкция и верификация могут быть восстановлены из конструкции и
верификации теоремы 5 (в частности, R-стратегии будут иметь лишь выходы ∆ и fin).
Приводить их не будем, чтобы избежать ряда повторений. Более того, доказательство
может быть проведено при помощи несложного приоритетного рассуждения и без исполь-
зования деревьев.
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2. Неравномерность плотности вниз в n-в. п. степенях

Данный раздел посвящен следующей теореме, которая показывает что равномер-
ности конструкции не удается добиться и в случае некоторого ослабления условия на
множество W . Далее предполагаем, что n > 1.

Теорема 3. Не существует равномерной процедуры поиска индекса невычислимого n-в. п.
множества W по индексу невычислимого n-в. п. множества A, при которой W <T A.

Отметим, что изменение последнего условия по сравнению с теоремой 2 необходимо.
Нетрудно видеть, что теоремы 3 достаточно, чтобы не было равномерной разложимости в
n-в. п. степенях, в частности, следующий результат Б.Купера и А. Ли может быть получен
в качестве следствия теоремы 3.

Теорема 4 (Б.Купер и А. Ли [4]). Не существует вычислимых функций f1(e, i), f2(e, i),
g1(e, i), g2(e, i) таких, что

1) (Wf1(e,i) −Wf2(e,i)) ≤T (We −Wi);
2) (Wg1(e,i) −Wg2(e,i)) ≤T (We −Wi);
3) (We −Wi) ≤T (Wf1(e,i) −Wf2(e,i))⊕ (Wg1(e,i) −Wg2(e,i));
4) (We −Wi) ̸≤T (Wf1(e,i) −Wf2(e,i)) или (We −Wi) ≤T ∅;
5) (We −Wi) ̸≤T (Wg1(e,i) −Wg2(e,i)) или (We −Wi) ≤T ∅.

Доказательство теоремы 3 проведем в более сильном виде, в котором свидетелем
неравномерности является 2-в. п. множество. Некоторые из идей доказательства наследу-
ются из теоремы 4.

Теорема 5. Не существует равномерной процедуры поиска индекса невычислимого n-в. п.
множества W по индексу невычислимого 2-в. п. множества A, при которой W <T A.

Доказательство. Начальные рассуждения проводятся аналогично рассуждениям дока-
зательства теоремы 2. Пусть такая равномерная процедура существует, тогда существует
кортеж вычислимых функций f такой, что W = Wf(e), где A = We. При этом, если выпол-
няется ∅ <T A, то ∅ <T W <T A. Далее, по W = Wi эффективно строим 2-в. п. множество
D = Wg(i), удовлетворяя следующим условиям:

(1) D невычислимо;
(2) либо W ̸≤T D, либо W вычислимо, либо D ≤T W .

Каждая из функций кортежа h = g(f) является вычислимой и от двух аргумен-
тов. По предложению 1 существует кортеж e0 такой, что Wh(e0)

= We0 . Как и ранее, для
некоторого e0 верно A = D. Однако, D невычислимо по построению, следовательно, A
невычислимо. Тогда W = Wf(e0)

и ∅ <T W <T A. Это дает противоречие, так как обяза-
тельно W ̸≤T D.
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2.1. Требования. Перейдем к доказательству вспомогательного утверждения. Мно-
жество D строим как 2-в. п., удовлетворяя для всех e следующим требованиям:

Re : W = ΦD
e ⇒ W ≤T ∅ ∨D ≤T W ,

Pe : D ̸= Θe.
Здесь, {Θe}e∈ω – эффективная нумерация всех частично вычислимых функций,

{Φe}e∈ω– эффективная нумерация всех частично вычислимых функционалов с оракулом.
Так как базовые стратегии для P- и R-требований остаются как в теореме 2, то пе-

рейдем к рассмотрению трудностей, которые приводят к модификации соответствующих
стратегий. Достаточно рассмотреть случай, когда несколько P-стратегий находятся под
бесконечным выходом R-стратегии. Остальные случаи не вызывают трудностей благода-
ря приоритетному упорядочению на дереве стратегий. Ниже предполагаем, что каждый
рассматриваемый шаг является расширяющим для R-стратегии.

Стратегия Pi под бесконечным выходом стратегии Re.
Стратегия Pi по прежнему удовлетворяется посредством диагонализации, однако,

теперь требуется большее взаимодействие с соответствующей R-стратегией с бесконеч-
ным выходом. Стратегия Re, имея бесконечный выход, строит бесконечно много версий
вычислимой функции ∆e = W , а также резервный функционал ΓW

e = D. Итак, для диа-
гонализации стратегия Pi выбирает большого свидетеля x и ожидает шага s такого, что
Θi(x)[s] ↓= 0. Далее, Pi перечисляет x в D, при этом могут возникнуть два следующих
случая.

(1) Перечисление x в D не изменяет ΦD
e (y) = W (y) для всех y таких, что φe(y) > x.

Тогда стратегия Pi удовлетворена, а вычислимая функция ∆e продолжает верно
вычислять W (y).

(2) Существует y, что W (y) меняется из-за перечисления x < φe(y) в D. Тогда по-
является возможность изъять x из D и тем самым вынудить W (y) стать равным
W (y)[s] (в противном случае R-стратегия будет бесконечно ожидать на выходе fin).
Таким образом, при изменении W (y) вычислимая функция ∆e начинает неверно
вычислятьW в точке y, в этом случае текущую версию ∆e отменяем и позднее нач-
нем строить ее новую версию. Также на этом шаге достраиваем функционал ΓW

e

в точке x, соответственно, use-функцию определяем как γe(x) = s > y. Позднее,
стратегия Pi выбирает нового большого свидетеля x′, определяет ΓW

e (x′) = D(x′)

с γe(x′) = γe(x), более того, x′ > φe(y)[s]. Таким образом, стратегия дожидает-
ся Θi(x

′)[t] ↓= 0, изымает x из D и перечисляет x′ в D. Очевидно, что стра-
тегия Pi при этом удовлетворяется. Так как x′ > φe(y)[s], изъятие x из D воз-
вращает use-функцию вычисления ΦD

e (y) к шагу s, другими словами x ̸∈ Dt+1 и
ΦD

e (y)[t + 1] = ΦD
e (y)[s] = W (y)[s], что вынуждает измениться W (y) к значению

W (y)[s], но тогда функционал ΓW
e может быть поправлен и будет верно вычислять

D(x) и D(x′).
Однако, при таком подходе появляется следующая трудность, связанная с несколь-

кими P-стратегиями. Предположим, что есть еще одна стратегия Pk под бесконечным
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выходом Re, и Pk имеет приоритет выше, чем Pi. Тогда возникает очевидный конфликт
между этими тремя стратегиями. В частности, если u является свидетелем стратегии Pk,
то ΓW

e (u) необходимо определять не позднее определения ΓW
e (x) и ΓW

e (x′), где u < x < x′.
При этом изменение D(u) может навсегда испортить функционал ΓW

e , так как перечисле-
ние u в D не гарантирует изменения W на нужном интервале. Более того, функционал
ΓW
e должен был быть определен во всех рассматриваемых точках ввиду выбора второго

свидетеля для x′.
Наиболее простым решением в этой ситуации будет добавление дополнительного

бесконечного выхода стратегии Re, который будет означать строительство функционала
ΓW
e и под которым будем удовлетворять новые версии P-стратегий. Таким образом, выход

∆ соответствует построению ∆e = W и аналогичен выходу ∆ из предыдущей теоремы,
а выход Γ соответствует построению ΓW

e = D, является резервным, и отменяет текущие
версии ∆e.

Заметим, что стратегия Pi могла рассматривать в качестве второго свидетеля не
x′, а по прежнему x. Более того, x может быть использован в качестве свидетеля и дру-
гой P-стратегией, что позволит удовлетворить эту P-стратегию, не испортив функционал
ΓW
e . Исходя из изложенного, для P-стратегий удобно будет рассматривать разные версии

под Γ- и ∆-выходами. Под каждым Γ- и ∆-выходом будет список лишь из P-стратегий,
поэтому стратегии под ∆-выходами будут работать как и ранее, дополнительно предостав-
ляя свидетелей P-стратегиям под соответствующим Γ-выходом (метод известен как “по-
ток”, который в полной мере проявил себя в работе М.М. Арсланова, И.Ш.Калимуллина
и С. Лемппа [5]). Стратегии под Γ-выходами будут выбирать только из предоставленных
свидетелей и вместо перечисления в D будут их при необходимости изымать, таких свиде-
телей будем называть ∆-свидетелями. Проиллюстрируем работу на следующем примере,
из которого будет видно и преодоление оставшихся трудностей.

Стратегия Pk под Γ-выходом стратегии Re, стратегия Pi под ∆-выходом стра-
тегии Re.

(1) Стратегия Pi выбирает большого свидетеля x и начинает ожидание. Во время
этого ожидания стратегия Re в порядке возрастания определяет ∆e.

(2) На шаге шаге s0 выполнено Θi(x)[s0] ↓= 0, и стратегия Pi перечисляет x в D.
(3) На шаге s1 > s0 стратегия Re имеет ∆e(y) ̸= W (y)[s1], но ΦD

e (y)[s1] = W (y)[s1].
Тогда инициализируем функцию ∆e и посещаем выход Γ. При этом определяем
ΓW
e (x)[s1] = 1 с γe(x) = s1. Элемент x в качестве ∆-свидетеля передаем на выход Γ.

(4) Стратегия Pk, начав работать, назначает ∆-свидетеля z = x.
(5) Во время ожидания стратегии Pk стратегия Re строит новую функцию ∆e, а Pi

начинает работу с новым большим свидетелем.
(6) На шаге s2 > s1 стратегия Re вновь имеет выход Γ, а у стратегии Pk выполнено

Θk(z)[s2] ↓= 1. Тогда Pk изымает z из D, завершив свою работу.
(7) На шаге s3 > s2 стратегия Re определяет ∆e(y) (в частности, выполнено

ΦD
e (y)[s3] = W (y)[s3]).
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(8) На шаге s4 > s3 стратегия Re имеет выход Γ и переопределяет ΓW
e (z) = 0. Это

переопределение возможно, так как обязательно будет

ΦD
e (y)[s4] = ΦD

e (y)[s3] = W (y)[s3] = W (y)[s4],

а значит W (y)[s4] = W (y)[s0]. Более того ΓW
e (z)[s1] = 1 уже было определено с

γe(x) = s1 > y на шаге s1.
Осталось заметить, что наличие двух P-стратегий под Γ-выходом R-стратегии не

влияет существенным образом на работу этих стратегий. Действительно, пусть стратегии
Pk и Pi находятся под Γ-выходом стратегии Re, и стратегия Pk имеет приоритет выше, чем
приоритет у Pi. Предположим, они имеют ∆-свидетелей zk < zi, соответственно. Тогда,
если стратегия Pk первой изымает zk из D, то zi отменяется, а значит ΓW

e (zi) не требу-
ет поправки. Если же стратегия Pi первой изымает zi, то это никак не сказывается на
вычислении ΓW

e (zk), так как φe(y(zk)) < zi (другими словами интервал в D для работы
стратегии Pi находится вне интервала работы стратегии Pk). Если после этого стратегия
Pk также изымает zk из k, то, очевидно, ΓW

e (zk) может быть поправлено как и ранее, а
вычисление ΓW

e (zi) будет иметь свежий use ввиду элемента y(zk).

2.2. Дерево стратегий. Дерево стратегий будем строить по аналогии с деревом стра-
тегий в теореме 2. Множество выходов определяем как L = {Γ,∆, fin}. При этом
P-стратегии имеют один выход fin, R-стратегии имеют выходы Γ <L ∆ <L fin, где выход
∆ соответствует вычислимости W , а выход Γ соответствует сводимости D ≤T W . Упоря-
дочим требования линейно следующим образом: ListReq = {R0 > P0 > R1 > P1 > · · · },
где R0 имеет наивысший приоритет. Дерево стратегий T строим по индукции как подде-
рево тернарного дерева. Определяем ListReqλ = ListReq и ассоциируем с вершиной λ пер-
вое требование из списка ListReqλ. Пусть ListReqξ – это список требований, для которых
нужно задать стратегии на вершинах ⊇ ξ. Далее, пусть первым требованием в ListReqξ

является Pe, тогда ассоциируем с вершиной ξ стратегию для требования Pe и полагаем
ListReqξ⌢fin = ListReqξ−{Pe}, если же первым требованием является Re, то ассоциируем с
вершиной ξ стратегию для требования Re и полагаем ListReqξ⌢Γ = ListReqξ − {Ri|i ∈ ω},
ListReqξ⌢∆ = ListReqξ − {Ri|i ∈ ω} и ListReqξ⌢fin = ListReqξ − {Re}. Таким образом, в
дереве стратегий под Γ- и ∆-выходами отсутствуют R-стратегии. Приоритет на дереве
стратегий задаем согласно лексикографическому упорядочению вершин. Запись ΦD

ρ будет
обозначать ΦD

e , где стратегия ρ соответствует требованию Re. Аналогично для других по-
добных записей, в частности, каждая вершина ρ, соответствующая требованию Re, будет
строить свою версию вычислимой функции ∆e, обозначаемую как ∆ρ.

Для каждой R-стратегии ρ, определим длину соглашения на шаге s следующим
образом:

l(ρ)[s] = max{x′ | ∀x ≤ x′ W (x)[s] = ΦD
ρ (x)[s]}.

Шаг s назовем ρ-расширяющим, если l(ρ)[s] > l(ρ)[s−], где s− < s – это предыдущий
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ρ-расширяющий шаг, на котором ρ была посещена. Для удобства полагаем, что шаг 0

ткаже является ρ-расширяющим.
Напомним, что каждая P-стратегия под Γ-выходом имеет в качестве ∆-свидетеля

число x, которое являлось одним из прежних свидетелей P-стратегии под ∆-выходом;
изъятие x из D вынуждает измениться W (y) в некоторой точке y, связанной с x. Для
обозначения ∆-свидетелей будем использовать z, обозначение y(z), как и прежде, будем
использовать для y, соответствующего z. Под назначением (отменой) свидетеля на шаге
s подразумеваем, что соответствующий параметр становится на шаге s определенным
(неопределенным). Ввиду того, что на каждом бесконечном пути может быть только один
выход Γ, то для удобства будем отличать P-стратегии под Γ-выходом от стратегий под ∆-
и fin-выходами.

2.3. Конструкция. На каждом шаге определяем вычислимую аппроксимацию TPs

истинного пути TP . Также определяем аппроксимации всех множеств и функционалов на
этих шагах (значения сохраняются, если явно не переопределяются). При инициализации
стратегии отменяем все ее параметры.

Шаг s = 0. Определяем D[s] = ∅ и инициализируем все стратегии ξ ∈ T .
Шаг s+1. Вычислимую аппроксимацию TPs+1 определяем по индукции, работая на

подшагах t ≤ s + 1. Сперва полагаем TPs+1,0 = λ, где λ – это корень дерева. На подшаге
t + 1, имея TPs+1,t, определяем TPs+1,t+1. Далее, если t < s, то переходим к подшагу
t+ 2. Если t = s, то определяем TPs+1 = TPs+1,t+1, переходим к следующему шагу s+ 2 и
инициализируем все вершины ξ ̸≤ TPs+1. На подшаге t+1 построение зависит от стратегии
TPs+1,t.

Если TPs+1,t = π является P-стратегией, которая не находится под каким-нибудь
Γ-выходом, то выполняем инструкции первого случая, который имеет место.

(π1) Если свидетель не определен, то назначаем большого свидетеля xπ[s+ 1]. Иници-
ализируем все вершины ξ ̸≤ π и определяем выход TPs+1,t+1 = π⌢fin.

(π2) Если cвидетель x = xπ[s] определен и 0 = D(x)[s] = Θπ(x)[s + 1], то определяем
D[s+ 1] = D[s] ∪ {x}. Инициализируем все вершины ξ ̸≤ π и определяем выход
TPs+1,t+1 = π⌢fin.

(π3) Иначе (тогда обязательно выполнено D(x)[s] ̸= Θπ(x)[s+ 1]), определяем выход
TPs+1,t+1 = π⌢fin.

Если TPs+1,t = π является P-стратегией под Γ-выходом (предположим ρ⌢Γ ⊆ π), то
выполняем инструкции первого случая, который имеет место.
(πΓ1) Если ∆-свидетель не определен, то назначаем ∆-свидетеля zπ[s+ 1] = zρ[s+ 1].

Инициализируем все вершины ξ ̸≤ π и определяем выход TPs+1,t+1 = π⌢fin.
(πΓ2) Если ∆-свидетель z = zπ[s] определен и 1 = D(z)[s] = Θπ(z)[s + 1], то определяем

D[s+ 1] = D[s]− {z}. Инициализируем все вершины ξ ̸≤ π и определяем выход
TPs+1,t+1 = π⌢fin.

(πΓ3) Иначе (тогда обязательно выполнено D(z)[s] ̸= Θπ(z)[s+ 1]), определяем выход
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TPs+1,t+1 = π⌢fin.
Если TPs+1,t = ρ является R-стратегией, то выполняем инструкции первого случая,

который имеет место.
(ρ1) Если s + 1 является ρ-расширяющим шагом и существует наименьший y такой,

что W (y)[s+1] ̸= ∆ρ(y) ↓, но не определен ∆-свидетель zρ[s], то предположим, что
∆ρ(y) было определено на шаге s0 < s+1. Тогда ΦD

ρ (y)[s0] = W (y)[s0] ̸= W (y)[s+1],
и между шагами s0 и s + 1 изменение вычисления произошло из-за перечисле-
ния свидетеля P-стратегии. Пусть этим свидетелем является x, тогда назначаем
zρ[s+1] = x в качестве ∆-свидетеля (для краткости через y(x) будем обозначать y).
Инициализируем функцию ∆ρ и определяем ΓW

ρ (x)[s + 1] = 1 c γρ(x)[s + 1] = s.
Для всех x′ < x таких, что ΓW

ρ (x′) ни разу не было определено, полагаем тожде-
ственно ΓW

ρ (x′) = 0 c γρ(x′)[s+ 1] = s. Для всех x′′ таких, что ΓW
ρ (x′′), что требует

переопределения, полагаем ΓW
ρ (x′′)[s+ 1] = D(x′′)[s+ 1] c γρ(x′′)[s+ 1] = γρ(x

′′)[s′],
где s′ < s является последним шагом, где было определено γρ(x′′)[s′]. Определяем
выход TPs+1,t+1 = ρ⌢Γ.

(ρ2) Если s+1 является ρ-расширяющим шагом и существует наименьший y, для кото-
рого ∆ρ(y) не определено иW (y)[s+1] = ΦD

ρ (y)[s], то определяем ∆ρ(y) = W (y)[s+1].
Отменяем ∆-свидетеля zρ[s+ 1] и определяем выход TPs+1,t+1 = ρ⌢∆.

(ρ3) Иначе (шаг s+ 1 не является ρ-расширяющим), отменяем ∆-свидетеля zρ[s+ 1] и
определяем выход TPs+1,t+1 = π⌢fin.

2.4. Верификация. Покажем, что истинный путь TP = lim infsTPs существует и что
каждое требование удовлетворяется соответствующей вершиной этого пути. Существова-
ние следует из того, что дерево конечно ветвящееся и |TPs| = s для любого s. Множество
D является 2-в. п., так как перечисление элементов происходит из-за случая (π2), а изы-
мание элементов из D происходит из-за случая (πΓ2), более того, ни один ∆-свидетель не
становится обычным свидетелем.

Сперва докажем, что каждая вершина на истинном пути инициализируется конеч-
ное число раз и инициализирует конечное число раз другие вершины на истинном пути.
Рассуждаем по индукции. Для базы индукции (корневая вершина) доказательство анало-
гично индукционному шагу.

Рассмотрим π ⊂ TP , где π – P-стратегия. По индукционному предположению зафик-
сируем шаг s0, после которого π не инициализируется. Докажем, что π инициализирует
другие стратегии конечное число раз. Сперва рассмотрим случай, когда π не находит-
ся под Γ-выходом. Пусть x – окончательный свидетель после шага s0. Инициализация
из-за π может происходить в двух случаях. Так как свидетель x назначен, то инициа-
лизация из-за случая (π1) происходить не может. Если инициализация происходит из-зя
случая (π2) на шаге s > s0, тогда D(x)[s − 1] = 0 и Θπ(x)[s] = 0. Получаем D[s](x) = 1,
следовательно D(x) = 1 (если D(x) изменит значение с 1 на 0, то π инициализирует-
ся, что противоречит предположению). Таким образом, Θπ(x) = Θπ(x)[s] = 0, и получаем,
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что D(x) = 1 ̸= 0 = Θπ(x). После этого шага из-за случая (π2) инициализация больше
происходить не может, что и требовалось доказать.

Теперь рассмотрим случай, когда π находится под Γ-выходом некоторой R-страте-
гии ρ. Пусть z – это окончательный ∆-свидетель после шага s0. Инициализация из-за π
может происходить в двух случаях. Так как ∆-свидетель z назначен, то инициализация из-
за случая (πΓ1) происходить не может. Если инициализация происходит из-зя случая (πΓ2)

на шаге s > s0, тогда D(z)[s− 1] = 1 и Θπ(z)[s] = 1. Получаем D(z)[s] = 0, следовательно
D(z) = 0. Таким образом, Θπ(z) = Θπ(z)[s] = 1, и получаем D(z) = 1 ̸= 0 = Θπ(z). После
этого шага из-за случая (πΓ2) инициализация больше происходить не может, что и требо-
валось доказать. Более того, выше доказано, что вершина π после шага s0 удовлетворяет
соответствующую стратегию Pe.

Теперь рассмотрим ρ ⊂ TP , где ρ является R-стратегией. По индукционному пред-
положению зафиксируем шаг s0, после которого ρ не инициализируется. Сперва рассмот-
рим случай W ̸= ΦD

ρ . Очевидно, что соответствующее требование удовлетворено. Также
стратегия ρ не производит действий по инициализации (другими словами, любая иници-
ализация из-за ρ исходит от TPs ⊃ ρ), а значит инициализирует вершины на TP только
конечное число раз.

Наконец, пусть W = ΦD
ρ . Рассмотрим случай, когда (ρ1) повторяется бесконечно

часто. Тогда выход Γ будет истинным и ни одна стратегия из-за ρ на истинном пути
не инициализируется после шага s0. Дополнительно покажем, что D = ΓW

ρ . Рассмотрим
∆-свидетеля z и y = y(z) и предположим, что все шаги будут ρ-расширяющими. Пусть
на шаге s1 > s0 было определено ∆ρ(y). Далее, пусть на шаге s2 > s1 было определено
ΓW
ρ (z)[s2] = D(z)[s2], значит, W (y)[s2] ̸= W (y)[s1] = ∆ρ(y). Так как выходы Γ и ∆ могут

быть в точности на расширяющих шагах, то заметим, что φρ(y)[s1] < x для всех после-
дующих свидетелей x под ∆-выходом и z > φρ(y(z

′)) для всех ∆-свидетелей z′ < z. Если
на шаге s3 > s2 с выходом Γ элемент z будет изъят из D (а значит к этому моменту z

не отменен и ни один ∆-свидетель z′ < z не был изъят из D после шага s2), то на следу-
ющем шаге s4 > s3 с выходом Γ имеем ΦD

ρ (y)[s4] = ΦD
ρ (y)[s1] = W (y)[s1]. Следовательно,

ΓW
ρ (z)[s4] = D(z)[s4] = D(z). Осталось убедиться, что если W (y) = W (y)[s2], то суще-

ствует y′ < y, что W (y′) ̸= W (y′)[s2]. Действительно, таким элементом будет y′ = y(z′)

для наименьшего z′ < z (свидетеля P-стратегии под выходом Γ), который изъят на шаге
s5 ≥ s4.

Перейдем к случаю, когда (ρ1) выполняется конечное число раз, и зафиксируем шаг
s1 > s0, после которого он не выполняется. Тогда выход ∆ будет истинным и ни одна
стратегия из-за ρ на истинном пути не инициализируется после шага s1. Продолжая рас-
суждения и не ограничивая общности, будем считать, что последняя версия ∆ρ начинает
строиться также с шага s1. Тогда для любого y существует шаг s > s1, что определяем
∆ρ(y) = W (y)[s]. Каждый раз, определяя ∆ρ(y), инициализируем все P-стратегии с мень-
шими приоритетами под выходом fin. Значит, никакая из этих стратегий после шага s не
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изменяет D ↾ φρ(y)[s]. Получаем, что если выполняются равенства

W (y) = ΦD
ρ (y) = ΦD

ρ (y)[s] = W (y)[s] = ∆ρ(y),

то W (y) = ∆ρ(y). Если равенства для всех y не будут нарушены, то W будет вычислимым.
Рассмотрим случай, когда равенство между ∆ρ и W может быть нарушено, и убедимся,
что такого не произойдет. Тогда существовал бы наименьший y и шаг t > s, на котором
посетили ρ, что W (y)[t] ̸= ∆ρ(y), значит у стратегии ρ должен был быть случай (ρ1). Более
того, этот y может быть привязан к конкретному свидетелю x, так как с равенствами
работаем лишь на расширяющих шагах. Тогда у ρ появится ∆-свидетель, что означает
появление выхода Γ после шага s и приводит к противоречию.

Заметим, что если какая-то R-стратегия на истинном пути имеет выход Γ или ∆,
то все R-требования удовлетворяются автоматически. Таким образом, если на какой-то
бесконечной ветви дерева стратегий все стратегии будут удовлетворены, то этого будет
достаточно для удовлетворения всех требований. Такой ветвью, очевидно, является истин-
ный путь TP . Зафиксируем вершину на истинном пути, которая соответствует некоторому
требованию. По доказанному выше эта вершина не инициализируется после некоторого
шага s0. Осталось повторить рассуждения, приведенные выше, для случаев P-стратегии
и R-стратегии, соответственно.

В заключении приведем два замечания, основанные на этом доказательстве.

Замечание 6. В теореме 5 класс множеств для W вовсе не обязан быть n-в. п., так как
имеет значение лишь существование эффективной нумерации и выполнение теоремы ре-
курсии.

Замечание 7. В классе всех в. п. множеств плотность вниз всегда может быть получена
равномерной конструкцией, в то время как в классе всех ω-в. п. множеств существует мно-
жество минимальной тьюринговой степени. Таким образом, для 2-в. п. множеств реали-
зуется промежуточный вариант: они не могут иметь минимальные тьюринговые степени,
но при этом могут быть минимальными с точки зрения равномерной плотности вниз.
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День математика

“Математики достойны своего профессионального праздника”
Из выступления ректора МГУ В.А. Садовничего на

Всероссийском съезде учителей и преподавателей математики,
23 ноября 2023 г.

С 2024 г. в России появится новый профессиональный праздник – День математика.
Соответствующий приказ Минпросвещения РФ был зарегистрирован 28 июня. В качестве
даты празднования было выбрано 1 декабря – день рождения выдающегося русского
математика Николая Ивановича Лобачевского.

Как было отмечено в сообщении на сайте кабмина, с инициативой об установле-
нии такого праздника в Правительство обратился ректор Московского государственного
университета Виктор Садовничий. Это предложение впервые прозвучало в ходе Всерос-
сийского съезда учителей и преподавателей математики, который прошёл в МГУ в ноябре
2023 года, и было поддержано его участниками. До этого неофициальным днем математи-
ка в России считалось 1 апреля. Также 14 марта отмечается всемирный день математика,
утвержденный ЮНЕСКО. Этот же дата известна как день числа пи.

В КФУ 1 декабря традиционно проводится Открытая Поволжская математическая
олимпиада студентов. С положением об олимпиаде, а также с задачами прошлых лет,
можно ознакомиться на сайте олимпиады по адресу https://lobachevolymp.kpfu.ru.
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XXIII Всероссийская молодежная школа-конференция
“Лобачевские чтения-2024”

В последнее время чрезвычайно актуальной является проблема привлечения талант-
ливой молодежи к фундаментальным научным исследованиям. С этой целью Казанский
университет регулярно проводит молодежные школы-конференции “Лобачевские чтения”.

Направления работы конференции:
• алгебра и математическая логика;
• анализ данных и машинное обучение;
• геометрия и топология;
• дифференциальные уравнения;
• теория функций и функциональный анализ;
• теория приближений и вычислительные методы;
• функциональный анализ и квантовая теория информации;
• компьютерное моделирование и информационные технологии;
• аэрогидромеханика;
• механика деформируемого твердого тела;
• математическое образование. История математики.
Работа конференции будет проходить в Казани на базе Казанского (Приволжско-

го) федерального университета (КФУ). Программа школы-конференции включает в себя
лекции ведущих российских ученых и доклады участников конференции.

Для участия в школе-конференции приглашаются молодые (до 35 лет) преподава-
тели, научные сотрудники, аспиранты, магистранты, студенты-старшекурсники. Форма
докладов участников – устные сообщения до 15 минут (возможно онлайн). Материалы ото-
бранных оргкомитетом докладов будут опубликованы к открытию школы-конференции в
очередном томе ”Трудов Математического центра имени Н.И. Лобачевского”.

Председатель оргкомитета – и.о. директора Института математики и механики им.
Н.И. Лобачевского КФУ Насрутдинов Марат Фаритович, ученый секретарь – Хакимов
Джамолиддин Рахмонович.

Желающие сделать доклад должны зарегистрироваться на сайте конференции по
адресу https://kpfu.ru/math/conference/lobachevskii/xxiii-vserossijskaya-molo
dezhnaya-shkola и прислать оформленные согласно требованиям (см. информацию на
сайте) материалы в TeX- и pdf-форматах. Срок регистрации и отправки тезисов – до 30
октября 2024 г. по электронному адресу: 2024.lobach@gmail.com.

Телефоны для справок: +7937 005 43 41 (ученый секретарь Хакимов Джамолиддин
Рахмонович).
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Мальцевские чтения 2024

Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН и Математический центр в Ака-
демгородке организуют традиционную международную конференцию “Мальцевские чте-
ния”. В этом году она посвящена 115-летию со дня рождения Анатолия Ивановича Маль-
цева и 300-летию Российской академии наук. Конференций пройдет в ИМ СО РАН (Но-
восибирск) с 11 по 15 ноября 2024.

В конференции примут участие специалисты по алгебраической комбинаторике, тео-
рии групп, теории колец, теории моделей, универсальной алгебре, математической логике,
неклассическим логикам, теории вычислимости, алгебро-логическим методам в информа-
ционных технологиях, другим близким разделам математики.

Программа конференции будет включать 45-минутные пленарные доклады по при-
глашению и короткие (10-20 минут) сообщения в секциях

• алгебро-логических методов в информационных технологиях;
• неклассических логик и универсальной алгебры;
• теории вычислимости;
• теории групп и приложений;
• теории колец;
• теории моделей.

Дополнительную информацию можно найти на официальный сайте конференции:
http://old.math.nsc.ru/conference/malmeet/24/Main.htm.
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Календарь конференций
(ноябрь 2024 г. – январь 2025 г.)

Ноябрь 2024 г.

• Международная конференция “XIV Белорусская математическая конферен-
ция”
г. Минск, Белоруссия, 28 октября–1 ноября 2024 г.
Сайт: https://mmf.bsu.by/ru/konferentsii/xiv-belorusskaya-matematicheskaya-
konferentsiya
Регистрация и прием тезисов завершены.

• Дни динамики в Сириусе. К юбилею академика Д.В. Трещева
Международный математический центр “Сириус”, г. Сочи, Россия, 28 октября–1 ноября
2024 г.
Сайт: https://siriusmathcenter.ru/program_051w
Участие в конференции с докладом – по приглашению организаторов.

• Международный онлайн воркшоп “Singularities, Blow-up, and Non-Classical
Problems in Nonlinear PDEs for youth”
РУДН, г. Москва, Россия, 13–16 ноября 2024 г.
Сайт: https://www.mathnet.ru/rus/conf2477
Воркшоп проводится в форме мини-курсов из одной или двух 60-минутных лекций.
Лекции будут проходить через MS Teams (или другую платформу видеоконференций)
в формате трансляции.

Декабрь 2024 г.

• Международная конференция, посвященная 90-летию академика А.Н.Ширяева
“Стохастический анализ, статистика случайных процессов и оптимизация”
Тбилиси–Бакуриани, Грузия, 9–14 декабря 2024 г.
Сайт: https://www.mathnet.ru/rus/conf2430

• International scientific workshop OTHA Fall 2024 on operator theory and harmonic
analysis and their applications
Сириус, г. Сочи, Россия, 15–19 декабря 2024 г.
Сайт: https://otha.sfedu.ru/workshop-otha-fall-2024
Участие в конференции с докладом – по приглашению организаторов.
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Январь 2025 г.

• Воронежская зимняя математическая школа “Современные методы теории
функций и смежные проблемы”
г. Воронеж, Россия, 30 января–4 февраля 2025 г.
Сайт: https://vzmsh.math-vsu.ru
Срок регистрации и отправки тезисов– до 25 декабря 2024 г.
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